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Résumé : On étudie le probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger non linéaire

ou 2 N
(1) i5—+Au+Vu+kuLog|u| =0dans R X R,
t

et I’équation de Klein-Gordon non linéaire

2
0“u

(2) ——— Au~-ku Log lu I2=0dans R3 x R, .
at?

On établit, sous des hypothéses convenables sur k, V et la donnée initiale I’existence et I'unicité

d’une solution ainsi que la conservation des intégrales premiéres habituelles.

Summary : We study the Cauchy problem for the nonlinear schrodinger equation

+

au
(1) ia—+Au+Vu+kuLog|u!2=0inRNX R
t

and for the nonlinear Klein-Gordon equation

32y 2 3
(2) —=~Au~ kuloglul“=0inR> x R,
ot

We prove, under convienent hypotheses on k, V and the initial data, the existence and uniqueness
of a solution. Furthermore, we establish the existence of the usual conservation laws associated to

these equations.
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I - INTRODUCTION

En 1975 dans [2], puis dans [3] , Iwo Bialynicki-Birula et Jerzy Mycielski ont intro-
duit une mécanique ondulatoire non linéaire d’un type particulier, motivée par le double but d’ob-
tenir des ondes solitaires stables en un certain sens tout en préservant le maximum de bonnes
propriétés des «équations d’ondes» linéaires. lls étaient ainsi conduits a considérer I’équation de

Schrodinger avec non linéarité logarithmique

au 2
(1) i;—+Au+Vu+kuLog|u| =0
t

et, dans le cas relativiste, I’équation des ondes avec non linéarité logarithmique :

azu 2
(2) ——— Au+mu—-kuloglul“=0
ot?

Du point de vue mathématique, la présence de ce terme non linéaire a dérivée infinie en O intro-
duit une difficulté dans I’étude des équations (1) et (2) puisque la partie non linéaire n’est conti-
nue dans aucun espace fonctionnel raisonnable : on ne peut donc pas étudier le probleme de
Cauchy par les méthodes de [1], [7] et [10] qui sont basées sur un théoréme d’existence locale
suivi d’estimations globales. Dans [8] , nous avons étudié le probléeme de Cauchy pour (1) par une
méthode de monotonie : la régularisation de I’opérateur non linéaire intervient donc pour résou-
dre le probleme stationnaire associé, et la théorie générale permet ensuite de résoudre le probléme
d’évolution par régularisation de la donnée initiale.

Dans le cas de I'équation (2), cette méthode n’est pas applicable, et on est donc obligé de régulari-
ser directement la partie non linéaire au niveau du probléme d’évolution. Il se trouve que ce
procédé, non seulement fournit la solution de (2), mais permet également de justifier, par des
passages a la limite assez techniques, la conservation des intégrales premiéres habituelles pour
(2), et pour (1) lorsque V est réel et k = 0.

Dans ce dernier cas, nous donnons une démonstration détaillée de I'unicité dans H1(RN) men-
tionnée dans [8] . Le théoréme d’unicité pour (2) est plus délicat et sa démonstration en dimension
3 fait intervenir un lemme de trace assez fin.

Les auteurs remercient leurs collegues H. Bérestycki et P.L. Lions qui ont attiré leur attention sur
I’équation (1), ainsi que L. Tartar et M. Schatzman pour des discussions aussi efficaces que stimu-

lantes.

Il - EQUATION DE SCHRODINGER

0.-NOTATIONS

Soit N un entier, N = 3. On note Lp(RN) et Hm(RN) les espaces Lp(RN,C) et
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et Hm(RN, C) munis de leurs normes habituelles, pour 1 < p < o et m entier. On note
x*=Sup { x,0 } etx =(—x)"
s
Dans toute la suite, on notera f(s) = Logs et F(s) = f f(o)do =s Logs—s.
o
Pour n entier positif , on définit f, et F par fn(s) = Inf { n,Sup{—n,f(s)}}et

s
Fn(s)=f fn(o)do.
0

V désigne un potentiel complexe élément de L!

Ioc(RN) et k une constante réelle. Pour n entier po-

sitif, on définit V| par :

Vn(x)=V(x) si IV(X)I< n.
V,(x)=0 si IV(x)l >n.

PourT = 0Oet u, donnés, on note (P) le probléme

. au 2 N
|-a—+Au+Vu+kuLoglu| =0dans ]O,T[ x R™.
t

u(0)=u, dans RN

| .-METHODE DE MONOTONIE

On suppose que V € LN/Q(RN) + L= (RN) et que [Im(V)]" € L™ (RN). On note
H= L2(RN) et on définit un opérateur A de H dans H par :

D(A)={U€H|]OC(RN)0H, Au+Vu+kuloglu lzeH}.
et pouru € D(A), Au=—i(Au+Vu+kuloglu |2).

THEOREME 1.1. Soit A=2 1k [+ 1 (ImV) I L . Alors A + Xl est maximal monotone dans H.

Le théoréme 1.1 s’applique a I’étude du probléme (P) :
THEOREME 1.2. Soit T >0.
a) Pour tout u o € D(A), (P) a une solution unique u vérifiant
du oo
u€C°(0,T;H), P €L (0,T;H), u(t) € D(A) pour tout t € [0,T]et A u€ L™ (0,T;H).
Si de plus V est réel, on a :

Fu(t) By =1 u, ly pour tout t € [0,T].
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b) Si on suppose seulement u o € H, alors (P) a une solution faible unique u au sens de
H. Brezis [4] dans C°(0,T;H).
SiVestréel,ona: lu(t) Il y=lug Il pour tout t €[0,T].
Dans le cas o V € Lzloc(RN), u vérifie I’équation (1) au sens de 2 ’(]0,T[ x RN).

1.1. Démonstration du Théoréme 1.1. La monotonie de A + Al est liée 4 une propriété particu-

liere de la non linéarité logarithmique.
LEMME 1.1.1. V(z,z) €C xC, |Im <t(f—?)(z Log |z 1-2 Log |z’|):> I<lz-212
Démonstration. On a I’identité

Im { (z-Z')(zLog Iz |-2' Log | 2’1) } =[Im(z2)] (Log |z |- Log IZ'l).

) -, '
de la relation Im( zz’) = ——— il résulte que
i

- 2(z2-2)+2'(2 -2)
lIm(zz’) I= | . | <lIz’llz’~-z1.
[

On peut supposer 0 <1z’ <lz|.Onaalors :

[Log lz I-Log lZ’'ll < lz-2'I .

Zl
Combinant les deux derniéres inégalités, on obtient le résultat.

La démonstration du théoréme 1.1. s’appuie d’autre part sur un résultat de régularité auxiliaire.

LEMME 1.1.2. Soit > 0 et B,, /a boule centrée en 0, de rayon n dans RN. Pour tout u € D(A)

ona:

lul SC(Nully, TAull ) +Cla, hu Il y)n®,
Démonstration. On écrit V =V, + Vo +i W, 0l Vq, V, et Wsont réels et vV, € LN/2(RN),
vV, € L°°(RN). Soit d’autre part p € 2 (R) une fonction positive telle que p(x) =1 i

[ x |

Ix1 <1, p(x)=0silx|> 2.Pourx€RNetn€N*,onpose p,x)=p ).Ona

n
C

I Vo I
n
n

<
L=(RN)

On peut écrire :
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Im(/ Au pgidx)=/ Re(VuV(ng))dx—/ Vllpnu|2dx—
RN RN RN
—/ V2|pnu|2dx—k/ IpnulzLoglulzdx.
RN RN

On vérifie que : Re(VuV(pg u))=1vV(p,u) l2—|Vpn 121412,

. 9 -
Par ailleurs, ona |Im /N Au p udx | <CllAu IIH lu "H’
R

et / IVpn|2|u|2dx+/ |V2||pnu|2dx<Cllu||E{.
RN RN

Utilisant les techniques de H. Brézis - T. Kato [5], on montre que, pour ¢ > 0

/ v, | |pnu|2dx<e/ 1V(p,u) 12dx+C(e) NulF
RN RN

Enfin de I'inégalité | Log | u 12] <ely 4N +C(n,e) lul™™ (n > 0), il résulte que :

/ Ipnu|21L0g|u|2ldx < e/lpnul2lul4/Ndx+C(n,e)/ Ipnu|2|ul—ndx.
RN RN RN

Appliquant Hélder, on trouve :

/ Ipnu|2|ul4/Ndx <(/ |pnUIZN/N_zdx)N—yN (»/‘Iulzdx)zlN
N
R

RN
<c( 19(p,u) 12dx) hu IHN.

Par ailleurs :

/ lpnul2lu|‘"dx<c/ ,ﬁmﬂ*kcf lu|2dx)2”"/2(/pn4/"dx)"/2
RN RN rN rN

<Cluld™m N2

Il résulte des inégalités précédentes que :
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/ |V(pnu)|2ax<e(1+cuu|14/N)/ V(o u)l2Ax+Cle) Tu I
RN RN

+Cn,e )™ 2112 +ciAul Tuly.

2
Choisissant € assez petitet n = —I\T’ on en déduit le lemme.

Remarque 1.1.3. Dans le cas ot k = 0, en utilisant I'inégalité Log | u 12< C(e) +elu 14/N,

on montre par la méme méthode que D(A) C H! (RN).

Monotonie de A + Al. Pour u et v dans D(A)}, on écrit :

Re{f [(A+7\|)V—(A+>\I)u](V—U)dx}= lim o,
N
R

n— + oo

avec

aane{/ [(A+x|)v—(A+>\|)u]p§(V—a)dx}
RN
=Im/ A(v—u)p (v-u dx+/ (ImV)1p ( v—u)|2dx
RN RN

—k/ 2Im*{( )(vLoglvlz—uLogluIz)}dx+7\/ Ipn(v~u)|2dx
RN RN

Appliquant les lemmes 1.1.1. et 1.1.2. on a donc :
> = mV) 20k 1) lp (v—u) Il 2
a =>— =1 {Im - p (v—u
n n]/z L°°(RN) n H

La monotonie de A + Al en résulte.

Maximalité de A + Nl. Posant i =\ + 1, on doit résoudre Au + u u=f pour f €H. L’équation
—iAu—iVyu—iuf( lul 2) + p u=faune solution unique u, € H2(RN). Pour obtenir des
estimations a priori, on multiplie I’équation par Un et on intégre.

En prenant la partie réelle, on obtient :

2
u/ |unl dx </ L1 Ty, ldx.
RN RN

S <
Il en résulte que | u, Iy <C.
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En prenant la partie imaginaire et en appliquant les techniques du lemme 1.1.2., on obtient :

/ qunlzdx<C(e)pe, e> 0,pEN.
BP
Il existe donc une sous-suite neetue HN HILC(RN) vérifiant :
unk - u dans H faible et presque partout.

On en déduit que u est solution de I’équation Au + u u=fet que u € D(A).

1.2. Démonstration du théoréme 1.2. L’existence et I'unicité de la solution faible de (P) ainsi que
les résultats de régularité du a) résultent du Théoréme 3.17 de [4] . Dans le cas a) et si V est réel,
on multiplie I’équation par pr21 u et on prend la partie imaginaire. Apres intégration et passage
a la limite, on trouve Il u(t) | H= I U, I H- Cette formule s’étend au cas b) par densité. Enfin, on

voit aisément que si u, € D(A), la solution de (P) vérifie I'équation (1) au sens de 7 *(]0,T[ XRN).

Remarque 1.2.1. On ne sait pas si u(t) est I'unique solution de (P) au sens de .27'(]0,T[ x RN)
telle que u € C°(0,T;H).

Remarque 1.2.2. Les théorémes 1.1. et 1.2. restent vrais si N = 1 (resp. N = 2) en supposant
VeLl(R) + 1™ (R) (resp. vE LI (RY) + 1 (R2), ¢ > 0).

1.3. Régularité, On donne un résultat de régularité des éléments de D(A) permettant de préciser

la régularité de la solution de (P).

En plus des hypotheéses précédentes on suppose que N = S ou bien :

N=4 et veLZr RN), ¢ > o

N<3 et VLl RN).

THEOREME 1.3. Sous les conditions précédentes, on a D(A) C leoc(RN)‘

Démonstration. On suppose N = 5, la démonstration est analogue pour N < 4. Soit u € D(A).
On pose f=Au +uu€H ;u=X+1, X étant défini au Théoréme 1.1. On définit Vnm par

Vg‘(x) =V(x) si | V(x) | € [m,n], Vr"n(x) = 0 sinon, pour m < n. On note u, la solution de

A - 2 _
P Auy—iVou —iku f (lu | )+ uu, =f

On sait (voir preuve du Théoréme 1.1.) qu’il existe une sous suite, notée encore u,, Vvérifiant

up >udansHetu € H2(RN).
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Soit p €N. On a, en notant Bp la boule de RN de centre O et de rayon p :

Vg 12 ) S Cun g+ 10, L2(Bp))

p Bp)

p
Or

lAu_ | <Iflg+ plu. ly+Cllu,f (lu |2|| +V_u_l
nL2(B) HT #iuply nn(n)L2(B) n-n 2

p p L (Bp)

C(p).

On a comme au théoréme 1.1.  llu f (lu, |2) [ <
L (Bp)

H . < m
Par ailleurs : I Vu, I 2 <ml u, Il Tha IIVn u, [

B,)

2
P L (BP)

m
p p

<

m
mlug g+ CIVRE ot ) 1o Y2
p

p

)y | ) < C(p) +Cm

On en déduit le résultat en choisissant m assez grand pour que

» N m
L (8,)

1
n=m "L / 2

COROLLAIRE 1.4. Soit uy € HARN) N L2Z7¢ (RN) (e > 0). On suppose que V satistait les
hypotheéses du théoréme 1.3.
Alors uy € D(A) et la solution du probléme (P) vérifie u(t) € leoc(RN) pour tout t € [0,T] .

2.-CASVREEL,k> 0

Dans [3] , les auteurs considerent seulement des potentiels réels, et physiquement
k > 0 : on peut donc s’attendre sous ces hypothéses a des propriétés supplémentaires. L’ensem-

ble de ces propriétés fait I’objet du

THEOREME 2.1. On suppose k = 0, V réel, V* € (LN + L™)RN), v e (L2 + =)(rN).
Pour tout T > 0, et tout u, € H1(RN), tel que lug | 2 Log lug, | 2¢ L1(RN), il existe une et
une seule solution dans C((O,T;H1 (RN )) du probléme :
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ou
==+ Bu+VutkuLog 12=0dans 2°(10,T[ x RN)
t
(P)

u(0,x) = uy(x)

De plus, on a |u(t) | 2 Log lu(t) | 2¢ ] (RN), VY t €[0,T], et u(t) vérifie deux lois de conserva-

/ lu(t,x) 12 dx = cte
RN
2 2 2 lu 12
IVul“=VIul“=klul”Log ) dx =cte
RN )

2.2, Unicité de la solution (N > 3)

tion :

LEMME 2.2.1. Sojent u et v dans L™ (O,T;H1(RN)) solutions dans (10, T[ x RN) de I’é-

quation :

au 2
(1) i—a——+Au+Vu+kuLog|ul =0
t
Alors : Iv(t) = u(t) 1y < 2P 1v(0)—u(0) Iy, VEE[O,T].

Remarque.  On ne suppose pas ici u € C(0,T;H), donc il faut d’abord montrer que u(0) et v(0)

ont un sens.

Cette version renforcée de I'unicité nous sera utile pour vérifier la conservation de E(u) (voir plus

loin).

LEMME 2.2.2. Pour tout R > 0 fixé, I'opérateur u > A u + Vu + k u Log | u lest borné de
HT(RN) dans H™! (BR)-

Démonstration. Pour tout € > 0, on peut écrire
luLoglull < Cy(e)lull™e +Cyle) luITte

d’ou I'on déduit immédiatement que u Log | u I est borné de H! (RN) dans L2(BR). D’autre part,
comme H1(RN) C LQN/N_Z(RN) on voit que

Ivul <Clvi lul
L2N/N+2(BR) LN/2(BR) H](RN)
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Or il est clair que L2N/N+2(BR) c H! (Br)-

Grace au lemme 2.2.2., on obtient immédiatement :

au 00 -1
t

d’oli 'on déduit u(t) € C(O,T;H—1 (BR)). Comme de plusu € L™ (O,T;H] (RN)), on obtient immé-

diatement :

ueC(0,T;H!(RN) faible)
uEC(O,T;L2(BR)), VR > 0.

En résumé, 1) u(0) et v(0) ont un sens comme éléments de H! (RN)

2) On peut multiplier chaque terme du premier membre de (1) par une fonction quel-
conque de L! (O,T;HE)(BR)).

Démonstration du lemme 2.2.]. On «multiplie» les équations correspondant a u et v par
p g(x) (u=V) (t,x) au sens de la dualité entre H_1(an) et H;(an), puis on fait la différence,
on intégre entre O et t et on prend la partie imaginaire. Posant w = u — v, on obtient immédia-

tement :

t ow 2
Im ( <i—, py W >ds)
.

"R (< p 2 > )d
= e(<p, —,p w s
o n as n

= 1o WO 1§ = o wo) 1}

Le terme correspondant au potentiel V est réel, et la partie imaginaire du terme non linéaire se ma-

t
2kf | by, wis) 13 ds
o
t t
<Aw,p%w>ds: VW.V(ng)dxds
o N

R

o
t t
= P, Vw12 dx ds + V(pzn).Wdexds
o RN 0 N

R

jore, grace au lemme 1.1.1., par :

On a enfin :
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t C
2, —
o v W VUwdxds | < — lwl o IVw |
Comme on a Jo fN (p7) - W Vwdxds | < AR (0,T;H) L1(0,T;H)
R

on obtient en définitive I'inégalité :

1 2 1 2 _K ' 2,
-2- | in(t)IH—2— Ipnw(O)lH\T + 2k e, wis) I ds
o

Posant w(t) = | P, wt) | H» on a w, € C(0,T;R) pour tout n, et un calcul élémentaire donne :

2k
wa(t) < ety 2() + (Kt q) =

n

Faisant n > + °° on en déduit :
Iwit) 13 < et iw(s) 1

ce qui achéve la démonstration du lemme 2.2.1.

2.3. Obtention d’une solution ’ par régularisation de I’équation
p

LEMME 2.3.1. On suppose V € L (RN) et que la fonction réelle g bornée, est telle que
ug( lul 2) = h(u) soit lipschitzienne de R* dans R. Alors, pour tout uy € H! (RN), il existe une
et une seule solution u € C(O,T;H] ( RN )) du probléme

ou
(P) i¥+Au+Vu+ug(|u|2)=0, u(O,x)=u0(x)

w
De plus si on pose G(w) = f g(s)ds pour w= 0,0na
o
Tu(t) 1y =Ny, Iy, YtE[0,T]
f [1Vu(t) 12V Tu(t) 12 6( lu(t) 12)]dx = cte sur [0,T].
N
R

Démonstration. Lorsque V = 0, ce résultat est une conséquence de [10] . Indiquons seulement

les grandes lignes de la démonstration : on peut écrire (F) sous la forme d’une équation d’évo-
lution dans L2(RN)
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ol A + Al est maximal monotone pour X = X et D(A) = H2(RN). Donc pour u, € H2(RN) ona
une solution H2 qui vérifie les deux lois de conservation. Pour uj € H! (RN), on considere une

suite H2(RN) Su, U, dans H! (RN), et les solutions u | associées : la suite des u_ est de Cauchy

n
dans C(0,T;H), par un argument de semi-continuité inférieure on voit qu’elle est bornée dans

L (O,T;H1 (RN)) que sa limite u est solution du probléme (P ) et vérifie la décroissance de I'ex-
pression : ﬁ 1Yy |2 (t) =V lu(t) K —G( lu(t) |2]dx. L’unicité de la solution = (O,T;H](RN))
est sans probléme, passant a I’équation rétrograde on vérifie la 2eéme loi de conservation et
uec(o,T;H(RN)).

Dans la suite, il sera commode d’utiliser les notations :

E(u)=/ [1Vu 2=V lu12=kF( lu1?))dx
RN

pour u € H! (RN) tel que F( lu |2) € L](RN), et

- 2 2 P2
En(u)— f [IVul=V Tlul ~kF, (Tul%)]dx
RN
pouru€H1(RN).

LEMME 2.3.2. Pour tout u, € H! (RN), il existe pour chaque n € N une solution unique u,, de

du

i — $Au +V. u +ku f(lu 19=0

i o +Au, nYn u, f(luy )=
@)

u,(0,x) = u,(x)

telle que u, € C(0,T;H! (RN)).
De plus, si F( lu, |2) € L](RN),on a:

En(un):En(uo) , YtE[0,T]

Ilun I <C

L= (0,T;H! (RN))

La premiére partie du lemme 2.3.2 est une conséquence immédiate du lemme 2.3.1. Grace a la

conservation de En, on peut écrire de plus :

f [lvunﬂ(t)—v;lun|2(t)]dx<k/ Fr(lu, 12(0)dx +E(u,)
RN RN

Par les techniques de Brézis-Kato [5], on voit aisé ment que :
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1
sup / V;lulzdx<—-/ |Vu|2dx+M/ Iulzdx,VuEH](RN)
n =0 RN 4 RN RN

Pour démontrer que un(t) reste borné uniformément dans L™ (O,T;H](RN)), il suffit donc de

vérifier :

1
) k/ F;(|u|2>dx<—/ 90 12ax+C(lu 1)
RN * RN

ou C est une fonction bornée sur les bornés indépendants de n.

b) Pour tout u dans H! RN) tel que F( lu lz) € L](RN) :
(

lim / Fn(|u|2)dx=/ F( lu 12)dx
n—> o RN RN

En effet de a) et de b) on déduit immédiatement :

lim sup / IVu, K (t) dx < 2E(ugy) +C(lug IE’), V t€[0,T].
n—>+oo RN

Un calcul élémentaire donne :

nw+e "—ef pour w = el
(3) Fo(w)= wlogw—-w+e " poure "< w< ¢"
- nw pourw< e "

En particulier, on a F;(w) < Fi(w) +w.

Pour montrer a), il suffit donc de prouver le

LEMME 2.3.3. Pour tout k = 0, on a I'inégalité suivante :

K F*(lul?)dx < Vu 12 dx +Cllu 12, Log(C+ llul2,)

Démonstration. On utilise I'inégalité Log*(s) < es2N 4 C(e). Il en résulte que :
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f |u|2Log*(|u|2)dx<e/ w12 1u 14N ax+ce) 1u 1?2,
L
RN RN

< e(/ |u|2dx)2/N(/ lu I ZNIN=24)N=2IN e (e )i 12,
RN RN -

<eClu ||i/2N(/ IVu 12 dx) +C(e) lu ||2L2
RN

On choisit e tel que ke C < 1. On a alors pour tout v € H](RN) tel que Il v | .2 < 1 I'inéga-

k/ |v|2Log*(|v|2)dx</ WK dx+c/ Iv 12 dx
RN RN RN

u
SoituGH](RN), full 5 >1.0nposev= ————.llvient:

1
k/ Iv 12 Log*( Iv 1 %)du <T—H——/ IVu 12 dx +C.
u
RN L2 RN
Or f |v|2Log+(|v12)dx= ~/IvlzLoglvlzdx
RN v =1
! 2 2 ! 2 2
= — lulLog lul dx——2 lu 14 Log lu Il “dx

|]u||2 lul=lul ful lul=lul
L2 L2 L2 2

lité :

Par ailleurs :

/|u|2Log|u|2dx<Log||u|||2_2/ lu 12 dx
1 RN

<lul<lul

On a donc finalement :

k/ |u|2Log*(|u|2)dx=kf|u|2Log|u|2dx+k/lu|2Log|u|2dx
RN 1<lul<lul , |
L

ul>lul
L2

<% lul?yLoglul?y+Clul?, + 1Vu 12 dx.
L L L N

Tenant compte de I'inégalité F'(s) < s Log’(s), on en déduit le lemme.
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LEMME 2.3.4. Pour tout u € L2(RN) avec F(lu! 2) eL! (RN), ona:

lim f Fn(|u|2)dx=/ F( lu 12)dx
n—>+eo JgN RN

Démonstration. Utilisant la formule (3) on voit que

IFn(w)l< w+ IF(w) |l  pour w=0.

On applique alors le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions F(lul 2).

LEMME 2.3.5. S/ unk - U dans L (O,T;H] (RN)) faible *, U est solution de (1) au sens de 7’

etonau€ C(O,T;H1 (RN) faible) et u(0) = Ug

ou
Nk

Démonstration. Pour toute boule ouverte Bg, on a u”k borné dans L™ (O,T;H1(BR)) et 3
t

borné dans L°°(O,T;H_1(BR)). D’apres le lemme de compacité d’Aubin (cf. [11] p. 58), unk

converge fortement dans L2+6(]O,T[ X BR) pour tout € tel que 0< ¢ < 2% — 2 = —I\T—ZT
et presque partout sur JO,T[ x BR'

On voit aisément que :

ou
"k o
i +Aun +Vn u =i — 4+ Au+Vu
ot k k Mk ot

dans 77 ’(]0,T[ x Br)-

D’autre part, on vérifie que unk f (lu | 2) S>uf(lu 12) presque partout sur ]0,T[ x Bp,

Nk Nk
avec

I 12) |

u f (lu <C
M Mt L2(J0,T[ x Bg)

D’apreés [11], p. 12, on en déduit que :

X~ o~
unk fnk ( |unk 1€)> uf(lu |2) dans L2(]0,T[ x Bg)

Le reste est immédiat. D’apres le lemme 2.2.1 " U ne dépend pas de (nk), et dans la suite nous note-

. ~
rons u au lieu de u.
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2.4. Propriétés de conservation et de continuité forte

Il n’est pas clair a priori que llu(t) Il ;=1 U Il H - Cela va résulter de la comparai-
son avec les solutions obtenues par la méthode de monotonie, et on obtiendra en méme temps

la conservation de E.
LEMME 2.4.1. u coincide avec la solution donnée par la théoréme 1.2, et de plus on a

VtE[0,T], un(t) -u(t) dansH fort.

Démonstration. On ne peut pas utiliser directement le résultat d’unicité parce qu’on ne sait pas

a priori si la solution obtenue par monotonie est dans L° (O,T;H1(RN)). Soit donc u? une suite
m -

d’éléments de D(A) avec g

uodans H.
D’apres le lemme 2.2.1., il vient :
VtEO,T], Tu™(t)—u(t) Iy < eKtjuM—y I
b H™ Yo 7Y "H

et pour m > + °°, on obtient donc le résultat. D’apres le lemme 2.3.5., on sait que u_ (t) — u(t)
dans H pour tout t fixé et n > . Comme de plus, Il u_(t) | g = lugl = lu()lhyla

convergence est forte dans H.
LEMME 2.4.2. 5 V* € (LN + L)(RN), on a
VtE[0T], E(u(t) < Efugy) fer F(lu(t) 12)eLTRN).

Démonstration. On peut écrire pour toutn = 0 :

2 - 2 — 2
/ [IVunI +V, lu, | +k F (lTu, 19)]dx
RN .

+ 2 + 2
</ [V lup 19+ Kk Fp(lug | Jdx +E(u,)
RN

Par semi-continuité inférieure, et en utilisant le lemme 2.3.4., on en déduit :

/ [IVu 124V 1w 124k F(lu1?)]dx
RN

< E(ug) + lim inf[/ Vilu 12dx +k / Frilu, 12)dx],
n —>oo RN RN
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car F (lu, |2) tend presque partout vers F ( lu |2) pour n = + oo,
Comme on vérifie que sous I’hypothése V' € (LN + L°°)(RN), I’application w —>/ V* w2 dx
N
R

est continue de H (RN) faibie N H fort dans R, il reste a examiner le terme non linéaire. A ce ni-
veau, on a besoin d’une propriété d’équicontinuité des fonctions F;, elle-méme liée a la connais-
sance précise du module de continuité de la fonction u f( lu |2), que nous énongons pour u €C
sous la forme suivante :
LEMME 2.4.3. Pour wq, w, tels que lwy I <lwyl,ona

lwy Log lwy I=wyLog lwy 11 < (14 1Log Iwy [1) Twy—wy |

Démonstration. On a

Iwy Log Iwy [=w, Log lwy [ < TLog lwy IT1wy —wy I+ 1wy ||Loglw1 |- Log lwy I

< lLog lwoy [ TTwy —woy I+ Tw, | ,
2 1 2 1 |w1|
grace a la concavité du Log et a I'inégalité Iwy |=Tw; | < Twy—wq I
On peut écrire alors :
0 pour 0 <w-< o
F;I(W)—_- wloglwl+a pour & < w< el
nlogw+b,  pour w>el

avec o = 1 pour n assez grand.
. n
Sur chacun des intervalles [O,an] , [an,e ] et [e",+o0 [, on apour tous w1,Wo tels que wy = Wy
2w26
+ +
IFn(wz)—Fn(w1)|<—e- Iwy=wq |, Ve > 0.

Il est alors immédiat que cette inégalité s’étend au cas ou Wq et wy ne sont pas dans le méme in-
tervalle.

Faisant abstraction de I’ordre :

2(wf+w§)
[F (W) = Fi(w,) | K ——— |w,— I
n\W2 n\Wi/ b . Wo™Wq

Prenant w; = lu fzetw2=|un |2, € =1, on voit donc que
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+ 2\ _ 2
/N Fr(lu 19)=F (lul )dxn-::wo
R

On achéve alors aisément la démonstration du lemme 2.4.2.

Fin de la démonstration du théoréme 2.2.1. Comme on a pour tout t > 0, u(t) € H](RN) et
F( I u(t) 12 L](RN), on voit que E(u(t)) est une fonction décroissante de t. D’autre part, la

fonction v(t) = u(T — t) est solution du probléme :
ov 2
=i a— + Av+Vv+kvloglvl“=0
t
v(0) = u(T)

Les mémes calculs que pour u montrent que E(v(t)) décroit, ce qui donne : V t € [0,T],
E(u(t)) = E(uo). Il reste a vérifier que u € C(O,T;H] (RN) fort). Pour cela, il suffit de prouver la

continuité de f;(t) = IVu lz(x)dx. Or on remarque que
RN
E(u(t)) = fi (t) + fz(t) + f3(t), avec f2(t) =— / V lul 2(x)dx, f3(t) =— / F(lu (x)lz)dx,
RN RN
chacune de ces 3 fonctions étant s.c.i. par rapport a t.
LEMME 2.4.4.Si (fk)1 <k<nsont des fonctions s.c.i.sur | =[0,T], et si Z fk est conti-
1<k <n

nue, al/ors chaque fk est continue.

Démonstration. fy = Z fi —E fi = f ests.cs.
1< ks<n k#1

La fonction E(u(t)) étant constante, on voit que f est continue, et cela termine la démonstration

du théoréme 2.1.

3. - REMARQUE
Dans [2] les auteurs considérent I’équation

ou 2
i-a—+AU+VU+kULog|U| =0
t

p
ou U= (u],...,up) est un champ de vecteurs de RN dans CPet U 12 = Z |ui|2.
i=1
Les techniques précédentes permettent de traiter ce cas comme celui de I’équation scalaire, et les

résultats obtenus sont identiques au cas p = 1.
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111 - EQUATION DES ONDES

0. - NOTATIONS
On reprend les notations de la partie |l et on définit, pour T = 0 et (uo,vo) eH! (RN) x L2(RN)

donnés, le probléme (Q) :

2
d“u
—-~Au+mu—kuLog|u12=0 sur]O,T[xRN

Q) ot

ou
u(0,x) =ug(x), . (0,x) = v, (x)

avecm > Oetk = 0.

1.- LE RESULTAT

Nous I’énongons seulement pour la dimension N = 3 qui correspond au cas physique.

THEOREME 1. Soit (ug,v,) dans H'(R3) x L2(R?) tel que 1 u | ? Log Iu 1 2 € L1(R3).
Alors, il existe u € C(O,T;Hl(RB)) N C1(0,T;L2(R3)) solution de (Q), unique dans la classe
L=(0,T;H(R3)) nwh2(0,T;L2(R3)).

De plus, on a lul? Log |ul2€L1(R3)pourtoutt > 0,et:

ou
(4) / [|¥|2+|Vu|2+m|u|2—kF(lu|2)]dx=cte
3
R

2. - PRELIMINAIRES

2.1. «Lemmes de Gronwall logarithmiques»

Nous aurons besoin de deux lemmes différents pour I’existence et I'unicité. Tous deux sont des

conséquences de la

PROPOSITION 2.1.1. Soit | un intervalle fermé de R*, f : | > R* une fonction croissante conti-
nue, T > 0. On suppose que W, € |, et que pour tout Vo € [wo,w0 + o], a > 0, I'équation
différentielle :

dv B 3
il f(v(t)) sur [0,T], v(0) =V,
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a une solution v(t) = T (v,t) telle que
T :[wowy T a] x [0,T] = | soit continue.
Alors, si w € L™ (0,T;l) est telle que :
t
w(t) < w + f(w(s))ds  p.p. sur [0,T],
0
ona w(t) < T (wot) p.p. sur [0,T].
Démonstration. Introduisons d’abord les nombres

P=sup {Iwl o _, I 71 |
L=(0,T) L ([wgWo +al x [0,T])

M= sup [ f(x)!
xELIxI<P

On va montrer que pour0 < € < a,ona

w(t) < ve(t) = f(wo +e,t), p.p. sur[0,T]
def.

En effet, on a évidemment w(s) < 7 (w, +€,s) p.p. pour s assez petit. Posons :
t=sup {te [0,T], w(s) < 7 (w, +e,s) p.p. sur [O,t]}
Onaalors w(s) < 7 (w, te ,s) p.p. sur [0,t]etsitE[t,T], on peut écrire :
v (t) = v, (t)-M(t—1)
Grace a la croissance de f, on a presque partout sur [t,T] :
t
w(t) SM(t—-t)+w,+ f(w(s))ds
0
< M(t-t) +v, (t)—€

Soit, en comparant les deux inégalités :

wt) S v (t)-e+ 2M(t—=t) p.p. sur [t,T]
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€

En particulier, w(t) < i’(wo + €, t) presque partout sur [0, inf { T, t+ —2—1\7'— }] , d’ou :
- € _
£>inf {TT+ —} =T=T
2M

1 oo
COROLLAIRE 2.1.2.Soita > 0, w, € [0,—]et w(t) = O, wEL" (0,T) telle que :
e

t
w(t) < W, f w(s) Log w(s)ds p.p. sur [0,T]
0

—at

€ pour presque tout t tel que :

Alorsona: w(t) < wg

1
0 <t <inf{— Log[~Logw,], T}
a

COROLLAIRE 2.1.3.Soitw, = 0,2 > Tetw€ L™ (0,T) une fonction > O telle que
t
w(t) < wy+a w(s) Log [at+w(s)]ds p.p. sur [O,T].
0

Alorsona:

eat
w(t) < (atw,) p.p. sur [0,T].

2.2. Un Lemme de trace
Nous utiliserons dans la suite le résultat suivant qui nous a été communiqué par L. Tartar.

LEMME 2.2.1. Soit N> 1, S = { x € IRN, I xI=1 } et p € [2,]. Alors pour tout
p+2
ue H]([RN) N Lp([RN)et tout's >0, la trace de u sur sS est dans L 2 (sS)etona:

: p+2
_ - +2
si p < oo N1 / lusg) | 2 4 < 222 Iulpdx)”zE/ | ulZdx) /2
S 2 N =N

si p = o0 I )l < Tull o .
P wo M (RN

2N

Démonstration. On sait que la trace de u est dans H1/2(sS) et donc dans LN7T (sS) ;sip < oo

)

il suffit, pour raison de densité de vérifier le résultat pour u € C:(RN). Ona:
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d pt+2
— [N f lu(rg)l 2 dg] =
dr S

pt+2 p+2
— (N=1)N2 f lu(rg )l 2 dg —NTT /3- lurg)l 2 dg
S s ar

<p_+3 (N1 [lu(rz)lp/leu(rs)ldE.
S

2
D’ou
2 +2 =
sN-1 /lu(sg)l 2 d£<p— N1 flu(rg)ip/2|Vu(r§)|d£dr
S 2 Js S
p+2 p/2
< — lul lul
PN T TR RN)

Le cas p= o s’obtient par passage a la limite en p.

2.3. Un rappel sur I’équation des ondes
Rappel 2.3. La solution dans lR3 de I’équation

Uy~ Au= h(t,x)

u(0,x) = ut(O,x) =0

est donnée par la formule

u(t,x)=l f -1—h(t—|§l,x+.§)d£
ar Jipi<y 1€

(cf. [9]1, p. 204).

3.- UNICITE (pour N =3)

Soient données up etu, deux solutions du probléme (Q). Il nous suffit de vérifier que up =up

sur un intervalle [0,6], 8 ne dépendant que de

ou.
et IIY

oo

lu: I
o

(0,7 ;H'(RN)) '20T;L2(RN))
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Vérifions d’abord que si ¢ = up — up on a @€ L ( ]O,T[XIRN) avec de plus

ol o <Ct pour 0<t<T.
PT (0 x &Y

Pour cela, posons ¥ = m(u) —uq) + k[u, Log luyl—uy Log luql]. On a presque partout sur

10,1 x RN .
1 t
o (t,x)= —f s| f Y(t—s,x+sao)d o ]ds
47 0 S

Soit alors u 'une quelconque des fonctions uj et u, ; pourtoutt fixé, on a pour presque tout s :

lu(t=s,*) "H1(,RN) <lul L= (0,7 ; HY(RN))

D’apres le Lemme 2.2.1., on a alors pour tout p > 0,

p2 / Iu(t—s,x+po)|4d0 < 4 llu(t=s, «) "3LG lhu(t=s,*) "H1
S

du fait que H1(IR3)Q> L6(IR3).

Faisant p =s et utilisant Cauchy-Schwarz :

sf |u(t—s,x+so)l2do<C
S

Or on peut écrire :

Imu +ku Log lul I < K(1+ lul?)
Appliquant cette majoration a Y et intégrant successivement en o puis en s, on trouve bien :
| < 2 N
o (t,x)! SCyt+Cyt® pop. sur 10,T[ x R™.

En particulier, il existe donc 81 dépendant uniquement des normes des u; dans les espaces adé-

quats, tel que :
o |l 1
L (10,640 x RNy < — .
e
Remarquons maintenant qu’il existe une constante C (universelle) telle que :

Y IS Co(1+ lugl+ luyl+ ILog ¢ |
1 2

presque partout sur ]0,8 {[ x RN,
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En effet, d’aprés |1, Lemme 2.4.3., on a presque partout sur I’ensemble { luy | > |u2| } :

lug Log luql-u, Log luy 1< (14 ILog lugl1) Tupy—uql

—La ol luyl <1, on peut écrire : lu, —u2|€ 2 luql, donc

Log luyl > Log fu; —uyl—Log2 = ILog luy 1< Log2+ ILog o |
—La ol luy| > 1, on majore simplement ILog luqllpar C(1 + luy l).
Utilisant de nouveau le Lemme 2.2.1 avec p =2, et p =+, on trouve alors, en posant

()= sup lo(s) I o
! s €[0,t] (RN

t

o (t,x) | < (K]t2 +Kot)w(t) + M f (t=s) Iw(s) I ILog Iw(s)! Ids
0

t
= wt) < (K1t2 +Kot)w(t) +M f (t=s) Iw(s)l ILog lw(s)! Ids.
0

1
Pour t <8, ona K t? + Kyt < =
t
Alors : w(t) < 2 Mt w(s) ILog Iw(s)! Ids
0

L’application du Corollaire 2.1.2. avec w, = 0 achéve la démonstration de I'unicité.

4. - OBTENTION D’UNE SOLUTION POUR L’EQUATION REGULARISEE

Soit g une fonction bornée sur R telle que ug(uz) soit lipschitzienne. Posons pour w = 0 :

G(w) = f g(o)do
0

LEMME 4.1. Pour tout (u ) dans H'(RN) x L2(RV)

co,T,H'(RN)) ncl(0,T; L2(RN)) du probleme

il existe une solution unique u dans

82u
— ~Au+tug(lu |2)=0

(Q) ot

ou
u(0,x) =ug(x), v (0,x) = v (x)
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du
etona / [|—|2+|Vu|2+G(|u|2)]dx=cte.
RN ot

Démonstration. Dans le cas (u,v ) € Hz(rRN) x H! (IRN), le résultat est une conséquence immé-
diate de [6] .

Grice 2 la continuité de I'intégrale d’énergie, tout sera prouvé si on montre que la solution est
unique dans H1( IRN) x L2( IRN) et dépend des données initiales de fagon lipschitzienne dans

cet espace.

Si u1 et u2 sont des solutions associées aux données initiales (uL,v})) et (ug,vg), posons

wit) = uq (t) — uy(o).

_1 oW
Faisant la différence des deux équations aprés multiplication par (I —€A) 1 -a— , on obtient
t

d 1 . 1 ow
= 1vi-ea) M2 w2, + — 1 (1—ea)" 12 — 12
dt L3 (1) 7w L2 2 (I=e8) o 2]

ow 1 ) 1 ow 2
<M Iwl—ldx< K[=— IVwl 2+—||—|| 2]
IRN ot 2 L 2 ot L

On intégre en t, puis on fait € =0 :il vient

ow
lowiZ, + 11— 12, < eKtpnww 12, +1v) -v212%,].
Faisant g(w) = g, (W) = mw —kf_(w), on obtient :

LEMME 4.2. Pour tout (uy,v,) dans H! ( IRN) X L2( IRN), et pour tout n > 0, jl existe une et

une seule solution

u_€C(0,T;H (RN) nclo,T; L2(RN))

du probléme
2
0“u
L — Ay, +mu, —ku f (luy |2)=0
Q) ot
4 (0,%) = ug(x), v, (0,X) = v, (x)
etona

a
-/RN L5212 4 19uy(0) 12 4 m Fug) 12 -kFluy(0) 1)) ox

:~/IRN [Ivg 12+ 19u 124+ m lug 12=kF,(lu, 12)] dx (5)
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5. -EXISTENCE
On va construire la solution u du probléme (Q) comme limite des solutions u, du probléme (Q,)-

5.1. Estimations a priori

LEMME 5.1.1. La solution u, du probléme (Qn) donnée par le lemme 4.2. vérifie :

. duy,
u. o < Cste; |— |l < Cste
N 1®0THY o LT(0TL?
et ’ Sup / F;( lu, |2)dx < Cste.
te[0,T] Jg3

Démonstration. On écrit la relation (5) et on applique I, Lemme 2.3.3. en remarquant que
Fr(s) < 's+F°(s). Il vient :

du
n
f3 {|—|2+ Vu 12+ m lunlz}dx <C+Clu, u2L2 Log(C + llu, ||2L2)
R

ot
+ f qunlzdx.
3

R
On adonc
aun ) 5
|—Ildx <C+Cllu, I, Log(C+ llu_ I
t aun
On écrit ensuite un(t) =u,+ f — (s)ds.
ot
0
2 2 ' aun 2
Il en résulte lu ()14, < 2lu_I14,+2 l—(s) I 5ds
(122 <200, 1T+ 2( | IZE @1 28
t ou
n 2
<2y, I+ 2T I—1(s) 1“5 ds.
0 ot L

t odu
n
On pose alors ¢ (t) = 2T / I —a—- (s) I 52 ds. On obtient I'inégalité
0 t

aun

I—= (0 u2L2 < C+C oy, (1) Log(C + o (1))

En intégrant de 0 a t € [0,T] et en appliquant le Corollaire 2.1.3., on en déduit que
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le I o < Cste et donc que
L7 (0,T)
Bun
I

< Csteet |l up, I < Cste

. -
a  L(0TL? L™ (0,T,L2)

On utilise ensuite I'inégalité

/ F+(|un12)dx<ellunllﬁ/23/ IVunlzdx+C(e)llunI|2L2
R3 R3

établie dans la démonstration de II, Lemme 2.3.3. En choisissant € assez petit, on déduit alors

de la relation (5) que :

au -l
— 124 1vu 24+milu 12+kF(lu 1)} dx<— IVu. 12 dx+C
at n n n n 2 3 n

R3 R

Le Lemme en résulte.

5.2. Passage a la limite
LEMME 5.2.1.// existe u € L™ (0,T,H1 (R3)) vérifiant
ou oo
- — el®(oT,LARY)
ot
au
- u (Resp. T) est faiblement continue & valeurs dans H (R3) (Resp. L2(R3)).
t

- Pour tout t € (0,T), F( lu(t) 1) e LV (R3) e
Sup f F(lu(t) 1?)dx < + o
t€[0,T] Jg3
- u est solution du probléme (Q).

Démonstration. D’aprés le Lemme 5.2.1. on peut extraire de up, une sous-suite u,, et une fonction

u vérifiant u € L°°(O,T,H](R3)), u faiblement continue a valeurs dans H](R?’),

au o
- €t (0,T,L2(R3)) et

u, >u dans L~ (O,T,H1 (R3)) faible *
au au oo 2,3

_— > — dans L (0,T,L%(R")) faible *
ot ot

u, >u p.p. dans ]O,T[ x R3.

u est donc a la limite solution de I’équation (2) dans 2’ ( ]0,T[ x R3) etu(0) =u,.
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En utilisant les techniques de Il, Lemme 2.2.2., on peut voir que pour R > 0,

a2y oo -1 N » 32up K a2y
;):2— €L (0,T,H '(BR)) et qu'il existe une sous-suite u,, ) telle que Fras - 2 dans

oo — ou
L (0,TH ](BR)). Il résulte que e (0) = v,
t

Enfin, on vérifie en appliquant le Lemme de Fatou, que pour tout t € [0,T],F ™ (lu(t) |2) (S L1 (R3)

et que / F(lu(t) |2)du < Cste.
R3

6. - REGULARITE

au
Pour achever la démonstration du Théoréme 1 il reste a établir que u (Resp. a—) est continue a
t

valeurs dans H1(R3) (Resp. L2(R3)) et que u vérifie la relation (4). Pour cela, on va affiner le

résultat de convergence obtenu en 5.2.

LEMME 6.1. La suite uy, considérée au Lemme 5.2.1. vérifie u_(t) — u(t) € L™ ( IR3) pour tout
v
tE[0,T*] et

Sup lu (t)=u(t) I w0, vt
t€[0,T*] L

ou T*nedépend quede lu_ I ;etllv_ I .
P q (o] H1 (o] L2

, . o _ 2 2 .
Démonstration. Posons v,=u,~uetg =u, f, (1 u, €)= uf( lu I %) = mv,, v, estsolution

du probleme

)

—Av, =g,
ot avv
v, (0)=— (0)=0
,(0) » )

utilisant les techniques de 3, on vérifie que pour tout t € [0,T] , vV(t) € Loo( IR3) et que
I vV(t) I = < Ct. On écrit ensuite

luy12) = uf,(1u 12) +u(f, ( Tul2) = f( 1ul2)

u £ (luy 1 2) = uf( Tul?) =, f,(

|ul|Log|u|2|silu|2> e’ ou bien lul2< ¢ ¥
o lufy(lul?)—uf( lul?)i=

0 sinon

Notant que si | ul 2< e alors | ul | Log lul 2 1< ve Vet que si | ul 2> ¥ > 1 alors
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|u||Log|u|2 I<C |u|5/4,onendéduitque

/ —1-|u(fy(|u12)—f(|u|2))t(t—lg|,x+g)dg<cVe*”
lE1<t

£ |
+C( lu(t—1g 1, x+£ ) 133 4g)3/4
[E1<t
lul>e?
_3v
<Cve?+ce 4 | lu(t—1g | x+&) 124dg)3/4
£ 1<t

En procédant comme en 3. pour le terme u,, f, ( lu, |2) —uf ,(lu 12) et en utilisant le corollai-

re 2.1.2., on en déduit le lemme.

du
LEMME 6.2. La solution du probléme (Q) vérifie E(u(t), a— (t) = E(uo,vo) pour tout t€ [0,T],
t

ou on a posé

Euy) = / UvI2419u 124 miul2-kF(1u1?) } dx
3
R

Démonstration. On raisonne sur [0,T*] . (T* obtenu au Lemme 6.1.). On écrit la conservation de

Iénergie pour u,, pour

du,
te[0,T*] : /3 {I—at— ()12 +19u,, (012 +m lu, (1)12-KF, lu, (t)lz)}dx
R

_ 2 2 2 2
—/; {Ivol +1Vu 1<+ mlul —kF, (lugl )} dx.
R

Le membre de droite converge vers E(u lorsque v — =+ oo, Par ailleurs

Vo)

/ IF;(IUV|2)—F+(iu|2)|dx <'/ IF;('Uylz)_F;(]UIQ)Idx

rR3 r3

+/'F;(fu|2)—F*(|u|2)sdx
3

R

Or, on peut écrire que IF ( lu, |2)—F;(lu|2) I<C(luy, 12 4 Iy |2) lu, —ul ot C ne

dépend pas de v . On déduit alors du Lemme 6.1. que

+ 2 + 2
/ IF3(lu, 12) = F2 (1ul?) ldx - 0
IR3

v > +4oo



50 T. Cazenave et A. Haraux

On extrait une sous-suite uy (t) vérifiant uvk(t) - u(t) pp dans R3 (On sait déja que
u, (t) — u(t) dans H](IR3) et que

Vi
du
v
k au
() — — (1) dans L2(R3)).
ot ot
On a alors : lF;k(lu|2)~F*( |u|2)| - 0 pp dans R3.
v =t

Par application du Théoréme de Lebesgue, on a finalement :

/3F;k(|uyk(t)|2dx — / F*(1u(t)1%)dx
R ne>te JR3

On a aussi F;k( |uyk(t)|2) -> F ( Iu(t)|2) pp dans R3.

Le lemme de Fatou assure alors que :

/ F(lu@)l?)dx < lim / Fy (lu, (£)12)dx
R3 p >+ o3 kK

D’ou, compte-tenu des résultats précédents :

ou
Yk

ot

ou
E(u(t), P (t) < lim E(Uyk(t),
b~ oo

() = E(ug,vy)-
by ’, . au

En résolvant le probléme rétrograde par la méme méthode, a partir de (u(t), = (t)) et compte-
t

tenu de l'unicité, on en déduit I'inégalité inverse, et donc la relation annoncée.

au
COROLLAIRE 6.3. La solution u du probléme (Q) est continue & valeurs H](IR3) et —a— est
t
continue a valeurs dans L2( IR3).

Démonstration. Puisque u € C°(0,T,L2( IR3)) nLe (O,T,Hl( TR3)), on vérifie aisément que

FY( Iu|2)dx est continue sur [0,T], et donc
ou _
{ l— 124+ 1Vul? +m lulZ +kF( |u|2)}dx aussi.
R3 ot

Cette derniere expression est la somme de quatre fonctions s.c.i. En appliquant II, Lemme 2.4.4.,

R3

il en résulte que chacune d’entre elle est continue. Compte-tenu de la faible continuité de u et

u
a— , le corollaire s’en déduit.
t
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