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REGULARITE DE LA SOLUTION D’UNE EQUATION
FORTEMENT (OU FAIBLEMENT) NON LINEAIRE DANS R"

Frangois de Thélin (1)

(1) U.E.R. Mathématiques Informatique Gestion, Université Paul! Sabatier - 31062 Toulouse.

Résumé : On étudie la régularité de la solution u d’une équation aux dérivées partielles elliptique
lorsque I'opérateur est défini par des fonctions a croissance non nécessairement polynomiale, par
exemple de type exponentiel ou logarithmique Si le second membre est assez régulier, on prouve
que u appartient a des espaces de Sobolev-Orlicz de type Nikol’skii (définis a I’aide de quotients

différentiels) ou de type Besov (définis par interpolation) que I’on introduit ici.

Summary : We study regularity properties of the solution u of an elliptic partial differential
equation when the operator is defined by functions with non necessary polynomial growth, for
example with exponential or logarithmic growth. If the left hand side is sufficiently regular we
prove that u belongs to some Sobolev-Orlicz space of Nikol’skii type (defined by differential

quotients) or of Besov type (defined by interpolation) that we introduce here.

I.- INTRODUCTION

On s’intéresse a la régularité de la solution u de I’équation :

~

Au=—div{ F(Vu)} + F(u) =f dans R"
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ou de I'équation

n
Au =Z% D; F(Di u) + F(u) =f dans R"
l=

~ F(I1Vul)
ot |Vu | désigne la norme euclidienne du gradient de u, F(Vu) =-—IV—I-— Vu et F estune
u
application de R dans R.

Le travail qui suit s’applique en particulier aux exemples suivants pour les opérateurs A et A :

Exemple 1:  F(g)=ge .

Exemple2:  F(£)=Log(1+ | |)sgn(£).

Exemple 3: 1<p<-+o FE=I1§IP 2

Exemple 4:  F(£)=#Log(1+ I£1).

Exemple5: 1<p<2<q<-+o FE)=1§P2g4+g]192¢

Dans le cadre de I'exemple 3, SIMON [10] a obtenu les résultats suivants pour f € LP*

1 1
avec —+ = 1:pour1T<ps2ue w2P et pour p > 2, u appartient a I’espace de Besov :
P P

B(Eo*’p = [W])p , wz»p ] .
pr-1,

Dans DZHABRAILOV [3] et YAKOVLEV [13], on voit que, dans le cas p > 2, si
fewP* ona

1+2-,p n
UEBy, P et F(Vu)E(W ’) .

Pour étudier le cas ol la croissance de F n’est plus polynomiale, nous sommes amenés,
dans une partie Il, a introduire de nouveaux espaces de Sobolev-Orlicz de deux sortes : les uns de
type Nikolskii que nous noterons W™ Lm g > les autres de type Besov (définis par interpolation)

)

gue nous noterons Bm+° Ly -

Dans une partie 11, la méthode des translations de Nirenberg nous donne directement,
dans un cadre assez général, un théoréme 1 qui prouve que, si le second membre est assez régulier,
la solution est dans un espace w! Ly g s on obtient également un théoréme 1’ qui donne des

)

~

résultats sur F(Vu).
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Pour affiner le théoreme 1, on utilise les notions de sur et sous-homogénéité d’une
fonction de Young (introduites en Il) ; ces notions permettent d’obtenir un théoréme 2 qui
nous donne la solution dans un espace glto Ly bien gqu’écrit dans un cadre non polynomial,

ce théoreme ne fonctionne pas si mal et permet de retrouver les résultats de SIMON [10] .

~ ~ ~
Lorsque I'opérateur A se décompose de maniére convenable sous la forme Ayt A,
un théoréme 3 nous montre que A a la régularité de A1 et de A2 ; C’est ainsi que I’opérateur as-

socié a I'exponentielle a la régularité de tous les opérateurs associés a | £ | p=2 EPE N, p > 2

Les deux derniers théorémes sont consacrés aux cas d’exception des théorémes 1 et
1’ : un théoréme 4 de régularité explicite pour I'exemple 2, mais seulement a variables séparées ;

un théoreme 5 non explicite pour I’exemple 1, mais seulement en dimension 2.

Une partie de ces résultats a déja été publiée [11] ; pour certaines démonstrations,

nous renverrons a la version détaillée de [11] .

II. - ETUDE DES ESPACES W™ Ly, j et BT 7O L,

1. - Rappels

Nous dirons qu’une application M : R > R, est une fonction de Young si M est

convexe, paire et telle que :

&) . M@

lim — =0 et Ilim ——=

L’ensemble Cy; des applications u mesurables sur R" telles que p(u) =/ M[u(x)] dx < + oo
RN

n'est pas en général un espace vectoriel ; on désigne par EM le plus grand sous-espace vectoriel
inclus dans CM et par LM I’espace vectoriel engendré par CM [6]. CM est un espace vectoriel si

et seulement si la condition Az-g/oba/e suivante est vérifiée [6]
dJk>0:VE(ER , M(2%) < k M(g).
EM et LM sont des espaces de Banach lorsqu’on les munit de la norme de Luxembourg [6] :

A>0: u<1$

Soient M, et M2 deux fonctions de Young. Nous dirons que M, domine M, et écrirons M, < M]

lullyy=Inf
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s'il existe k tel que
VEER, M2(£) < M1(k§).

Remarquons que My < M; = LM] C LM2 [6].

Les espaces de Sobolev-Orlicz sont définis de la maniére suivante :
wm EM([Rn)={u€Q)’([R") :DrUEEM,Vr < m} ;

meM([R“)={ue 2R :Du€ELy,Vr:lrig m};

ar
ou D = —m — avec a; + .. +a =r.
a

&« n
ax, | ..ox "
1 n
wm Ep et wm Ly sont des espaces de Banach pour la norme :

lu = >, IDul [].
m M
Wolm e ism

La polaire N d’une fonction de Young M est encore une fonction de Young et Ly,
est le dual de Ey, [6] .

Nous noterons enfin W | En( R") I'ensemble des éléments u de Z’(R") de la

n
formeu=g+ 21 Di & ou get g € EN ; muni de la norme duale de celle de w! Em ,W_] EN
l=

est un espace de Banach dont le dual est wl Lm [5].
2. - Sur et sous-homogénéité d’une fonction de Young

L’introduction des notions suivantes va nous permettre de cerner au plus pres le

comportement d’une fonction de Young.
DEFINITIONS. Soit M une fonction de Young.
Nous dirons que M est sur-homogéne de degré w s'il existe des constantes WE[l, teo[,c>0

et d > 0 telles que :

(1) VheE[0,1], VEER, M(he) < ¢ h® M(dg).
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Nous dirons que M est sous-homogéne de degré w s'il existe des constantes w €[1,+°[,c’> 0

et d’ > O telles que :
(2) VheE[0,1], VEE R, M(h§) = ¢’ K2 M(d’%).

Remarques et exemples.

1
a) Toute fonction de Young est sur-homogene de degré 1 ; M(§) =—1 & | P est sur-

N N . , . p
homogene et sous-homogene de degré p ; pour d’autres exemples, voir [11] .

b) Soit M sur-homogene de degré w et sous-homogéne de degré w ; alors nécessaire-

ment w = .

c) De maniére générale, on ne sait pas s'il existe un plus grand degré de sur-homogé-
néité de M et un plus petit degré de sous-homogénéité de M ; mais ces degrés sont atteints dans les
exemples courants ; cela justifie la notation (M) [respectivement w(M)] pour un nombre vérifiant

la relation (1) [respectivement (2)] .

DEFINITION. Nous dirons qu'une fonction de Young est quasi-homogéne si w(M) < + < et
w(M) > 1.

PROPOSITION 1 [11] . Une fonction de Young M est sur-homogéne de degré «w > 1 si et seule-

ment si sa polaire N est sous-homogéne de degré w* avec 14 i* =1.
w w

PROPOSITION 2 [11]. Une fonction de Young vérifie la condition Ayglobale si et seulement si

elle est sous-homogene de degré fini.

COROLLAIRE. Soit M une fonction de Young de polaire N ; les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) M est quasi-homogeéne ;

(ii) N est quasi-homogeéne ;

(iii) M et N vérifient la condition Ayglobale ;

(iv) M et N sont sous-homogénes de degré fini,

m
3. - Espaces W LM,o

0
Soit v mesurable et h €R ; on note A, hv(x) = v(x+hei) —v(x) et D. = —. Pour

J .
E)xJ
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o > 0 et u mesurable, on pose :

1
P,(u) = Sup / MIA; |, u(x)] dx.
o n )
o< lhl<g Ihl R

i=1,..,n

DEFINITIONS.

u
'-M,o(lR")= {uELM([Rn) : IKE R, tel que po(r)< +oo}
W1LM,0(IR”) ={u€ (R tuet D; u GLM,O({Rn)»i:L---,n}

u
lu ||O’O=I|u ||M+Inf{k> O:po(I)< 1}
n
||u||1,o=||u||o,o+; IDjully,
J:

1
Exemple. Soient 1< p <+ooet M(§) =—1 £ 1P, Pour 0< 0 <p, Ly o et I'espace de

p
9 Y9p

Nikolskii HS = BEO de Besov. Pour 1< p< +=eto=p, LM p est I’espace de Sobolev W1’p.
Pouro > p, LM,pz{O}'

PROPOSITION 3. LM,o [resp. wl LM, o1 est un espace de Banach pour la norme I 0,0 [resp.
oy Gl

Démonstration. p; étant convexe, il est facile de voir que I I, , estune norme. Soit (up,) une
)
suite de Cauchy dans LM 0 (un) est donc de Cauchy dans LM d’ol I’on déduit I'existence d’une
)

sous-suite (u_ ) SCV pp vers u € L. (un) étant bornée en norme II |l il existe A > O tel

n 0,0’

que:Vh:0 Zlhl<1 V=TV

1 A Uy )
Ml fdax< 1.
Ih19 JR" A

Par application du lemme de Fatou, on en déduit que u € Ly, ; ; un autre passage a la limite

prouverait que  lim  lu=u Il |

" -0 Ainsi LM,a est complet.
n—>+oo

’

On montrerait de méme que wl Ly o est un espace de Banach en I'identifiant a un sous-espace
n+1 ’

de I1 LMo' [ ]
=1

Remarque [11]. 0<o6<0=Lyy Clmo-
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PROPOSITION 4. Soitu€W! Ly salors Vi=1,2,.,n;Vh:0< |hI< 1

Ai,h u

Ai,hUELM et < lu "W]

M Lm

Démonstration. Soit u € W1 LM( R") ; alors u € WIL’J (R™ et donc [8] pour presque tout
x€ R"eth#0, on a la relation :

1
A. u(x
_hhh__ﬂ =/ Diu(x+thei)dt.
0

Avec la formule de Jensen et le théoréme de Fubini, il vient pour0< |h | < 1:

/ Ai,h u(x) / /1 D, u(x+thei)
M| ———|dx = M —_— dt]dx
[Rn Ah [Rn 0 A
/ /1 D, u(x+thei) /1 / D, u(x+thei)
< M| —————— |dtdx = M——— | dxdt< 1
rR" Yo A 0 YR" A

dés que X > 1D u Il , d’oli la relation cherchée. =
COROLLAIRE. Soitu€Ly ;alorsVi=1,.,n;Vh: 0<Ihl<1lona:

A, ul < thl lully.
i,h —1 - N
wl Ly

Démonstration. Soit M =N* = N =M* ; par définition :

/ [Ai h u(x)] v(x) dx
R"
I Ai h ul -1 = Su

’ w

L vl
N vEW Ey wl

Em

or / [4; 4, u(x)] vix)dx = / u(x) [4;_y, v(x)] dx et il suffit d’appliquer la proposi-
R" ) R" ’

tion4av. =

THEOREME 1. Soit M une fonction de Young sur-homogéne de degré w ;on a alors les inclu-

sions :
1 <, -
Wily=Llyz —Lu

2 1 /1
Wiy S WLy & WLy,
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Démonstration. Montrons I’inclusion wl Lm = LM o Soit u € W/ LM( R") ; M étant sur-

homogéne de degré & :

1 Ai,h u(x) dAi,h u(x)
— M|— | dx< ¢ M| ——— | dx< ¢

Ai,h u

N

(proposition 4) ; on en déduit

vh:0< |h|<1désque7\>d||ullw]l- >d

: M
facilementu € LM,(S et

d
lull —<lullyy+——1lul
0w = M max(1,c wl Lm

d’ou I'inclusion cherchée.

On en déduirait facilement : W2 LMQ W1 LM o Les inclusions de droite sont triviales. ]

PROPOSITION 5. Soit M une fonction de Young pour laquelle il existe des constantes k > 0 et
p > 1 telles que :

VEER , kI&IP< M(¥).
Alorspour 0 < e < p , LMUC»HS/P=BEJPJP et pour 0 =p, LMOC)W1’p.

Démonstration immédiate : voir [11] .

| 2

|
Exemple : pour M(§) =e|£ - [gEl-12> Ez ,onaly Q(Rn)QW1’2(IRn).
COROLLAIRE. Soient M(g) =e' £ |~ 1511 et n < 2,alors Ly 5(R") S Ep(RM).

2
Démonstration. On a Ly 5 S whZe d’aprés [1], pourn < 2et ¥(§) = S 1, wh2c Ly
or ¥ domine essentiellement M[4] , donc Ly, & EM. .

Remarque. Nous verrons plus loin que cette inclusion est fausse pour n = 3.

4. - Espaces gm+o Ly

Soient M une fonction de Young et 0 €]0,1[ .
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DEFINITIONS.

B? LM(IRn) = [LM(Rn), W] LM([Rn)]

0,
+

BT Ly(R") = (W' Ly(R"), W2 Ly (R")]
c’est-a-dire que si I'on pose :

K(ta)= nf — Jlup Dy +ehug 1

u=u, +u2 l'M

B¢ Ly est I'ensemble des u € Ly, tels que t 9 K(tu) €L=(]0, +°°[ ) ; on sait [7] que B? Ly

est un espace de Banach pour la norme :

full , = Ess. Sup. t 7 K(tu).
LM teq0, +o9

Remarque. L’application t = K(t,u) étant croissante, il est facile de voir que

_ -0
Tull o LS Sup t “ K(t,u).
M t€]0,+to]

THEOREME 2. BY LM(IRn) est I'ensemble des u € LM(iRn) tels que :

Ai,h u

< ¢ <+ oo,
M

Sup
0<lhlg1
i=1, .., n

[h1°

Démonstration. Soientu € LM(an), N=M*eth€ R";posons :

Ap u(x) =u(x+h) —u(x) et w(tu) = Sup | Apully.
0<IlhI<t

a) On décompose u sous la forme u = Uy + u, avec

n n
Uy (x) = <ﬁ> [u(x) — u(x+y)]dy et u2(x) =<_.\/_E>
' 0< yigt_ t 0<y

t
N SR

i=1,..,n 1=1,..,n

u(x+y)dy

Il est facile de voir que u; € Ly, et I Uy Il M S w(tu) ; de méme | u, I M S lul M ; d’autre
part, pour toutvE Z(R") :

|<Dju2,v>l< [rl'/ Iv(x) | Ju x+—t——e- —u(x) | dx <[n— w(tu) NVIIN,

n
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vn
donc Dj u, appartient au dual Ly de Ey et Il Dj uy I (M) < - w(t,u) pour la norme duale

équivalente a la norme de Luxembourg [6] . On en déduit la relation :
(1) K(t,u) < (14+ny/n)2[min(1,t) lu IIM + w(tu)]

b) Inversement pour toute décomposition de u sous la forme u = uq + u, ou uq € LM

etuy € w! Ly » onaavec la proposition 4

w(tu,) < tlu, |
o) < thup

d’ou
wltu) < 2 luy I, +tluy i ,
(tu) < ( 1 Im 2 W1LM>

de plus
min(1,t) llu "M < | Uy ||M +tl uy "M ,

d’ou la relation :

(2) min(1,t) llu “M + w(t,u) < 3K(t,u)
c) Posons
Mull = Sup |hT%0A,ull,.
o h® M
B"LM her"
h#0
Des relations (1) et (2), on déduit :
3 lul < 2(1+nvn) {lu lly, + Wu i < 8(1+nv/n) lu l

d’ou le résultat. =

Remarque. Si pour u € LM(IRn) on pose :

Aihu(x)
aplu) = Sup M| =2 dx
o<lhil<1 YR" Ih 19

i=1,.,n

BY LM( R") est aussi I’ensemble des u € LM( R") pour lesquels il existe k> 0 tel que

u
ay <—k—> <+ % ;onvoit alors le lien avec les espaces Ly, o(an) (Proposition 7).
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PROPOSITION 6. Soit u € Ly, (R") e/ que

Aihu(x)
Sup M|———|dx < + o;
0<lnhl<1 YR" h

alors D; u € LM(IRn).

Démonstration. D; u € Z(R") est définie, pour tout v E & (R"), par la relation :

’ Ai,h u(x)
<D;u,v> = lim — v(x) dx,
I n h
R

h—=-0

or par hypothese, Vh:0 < |h 1< 1,114 u Ty < A Ih let donc

)

|<Diu,v> I < lim
h—->0

"vIIN< )\IIVIIN avec N =M*,

” A. u
M

D’ou Di u appartient au dual LM de EN' L]

PROPOSITION 7. Soient M une fonction de Young et 0 €10,1] .

Si M est sur-homogéne de degré & : B® LM(IRn) > Ly BO(IRn).

Si M est sous-homogéne de degré w : LM,QU([Rn) -BY LM(an).
Démonstration. Si M est sur-homogene de degré &, onapour0 < |h |l <1Tleti=1,.,n:

1 A;p ulx) da; 4 u(x)

) ) n
— M < cM|——[, ¥xER
Ih |©0 A A Ihl?

et si M est sous-homogene de degré w :

1 Ai,h u(x) d’Ai,h u(x) ]
M =2 cM|— |, VxER".
Y A A IhI®

D’ou les inclusions par intégration sur R" et en prenant les bornes supérieures. ®

PRPOSITION 8. Sojent M une fonction de Young et o € 10,1[ . S’il existe k > 0 et p > 1 tels

que :

VEER, kIEIP < M(3).
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On a l'inclusion :

B Ly (R") S BZP(R").
Démonstration. Immédiate par interpolation. =
Exemple. SiM(§) =e LEl_ £l— 1, on montre par récurrence que Vp EN, p > 2,V ¢ € R,

1
M(E) > — 1 £1P et donc BY LMQB&p.
p!

Remarque. On aurait des résultats analogues a ceux du théoréme 2 et des propositions 7 et 8

pour l'espace glto Ly
111. - RESULTATS DE REGULARITE
Dans toute cette partie et sauf avis contraire, nous considérons I’équation :
Au=- div{NF'(Vu) } + F(u)=f dans R".

1. - Rappel du théoréme d’existence

Nous supposerons que F est une application de R dans R vérifiant les propriétés

suivantes :

(i) F est strictement croissante, impaire et continue ;

(i) F(0O)=0et lim F(§)=+o.
E—)-}-oo

K
E*M(E)=/ F(t) dt
0

est une fonction de Young de polaire

I £l
N(#) = / Flde  [6].
0

Nous dirons alors que (M, F, N) est canonique.

Avec (i) et (ii), la fonction

Il est facile de voir que sous les hypothéses (i) et (ii) et pour (M, F, N) canonique,
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les hypothéses suivantes du théoréme d’existence de GOSSEZ [5] sont vérifiées :

(1)  F continue ;

(2) il existe des constantesa> O etb > O telles que :

VEER, N[F(§)] < aM(bf);

(3) Fcroissante ;

(4) pour tout f € w! Ey; il existe une constante K et un voisinage ¢ de f dans le
dual W_1 LN de W' EM tels que, pour tout g € ¢ et toute solution v EW1 LM

de I’équation Av =g, on ait :

Wiy
Donc pour f € w! EN o le théoreme d’existence [5] assure que I'équation Xu =f
admet une solution u € W' Ly senoutre F(Vu) € (LN)n.

Désormais dans les énoncés de tous les théorémes de régularité, nous supposerons que

les hypothéses (i) et (ii) sont vérifiées et que (M, F, N) est canonique.

Remarque. Sauf avis contraire, tous les théorémes de régularité seront rédigés pour I’équation

Au = f ; on aurait des résultats analogues pour I'équation :

n
Au==)_ D, F(D,u) + F(u)=f dans R".
=1

2. - Les relations ( ﬁa ) et ( gﬁ )

Pour démontrer les théorémes de régularité, nous allons employer, sous la forme va-
riationnelle, la méthode des translations de Nirenberg ; mais pour cela nous avons besoin des rela-
tions suivantes, vérifiées pour F(¢) = | £ | p—2 £ [10] et triviales dans le cas du Laplacien

pour lequel

lg12
a=f=2,F(§)=¢, M) =N() = '2—

DEFINITIONS. 7) Soit a € [0,2] ; nous dirons que (M, F, N) vérifie la relation (Ry) s'il existe
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des constantes k > Qet k’ > 0 telles que :

a
2

a
VEER,VEER,M <‘§f> {E8) [FO) - FEN 12 {NIKF @]+ NIF(@)1 }

Nous dirons que (M, F, N) vérifie la relation ( Ea ) s’il existe des constantes k > 0et k’ > 0 telles

que:

VE=(E, 0 E)ERY, VE=(f) .. ) ER":

2«

[—] n I L o |y 5
S ) [FED Lo FUE) o gN[kFuzl>1+N[kFusm$ .

=1

2) Soit B € [0,2] ; nous dirons que (N, F, M) vérifie la relation (S[i) s'il existe
des constantes k > Qet k’ > O telles que :

B

2

28
F(§)-F (& ==
VEER,VEER,N [Lk(s-):l < g(é—‘é’)[F(E)—F(E’)] M(k’E)“"M(k’E’)g 2.

Nous dirons que (N, F, M) vérifie la relation ( EB) s’il existe des constantes k> 0 et k’> 0

telles que :
VE=(§ ) ERY,VE=(E ., §) ER:
8
N~ Fig) S0 >£'|< 3 () |F l)E Fg) —L|(2
k, ¢ g Elgl 5 g |FUE lg1 ¢l g1

2-8
Mk’ £ 1) + M(K’ |g»|)§ 2

Remarques. a) La relation ( Ea) assure en particulier I'unicité de la solution u € wl LM([Rn) de

I’équation Au = f dans R".

b) (M, F, N) vérifie ( R ) si et seulement si (M, F_], N) vérifie (S

o) o

c) Si (M, F, N) vérifie (Ea) ou (R) et si M est sous-homogene, on a w(M) > a.

o

d) Pour obtenir les théorémes concernant |'opérateur A a partir des théorémes concer-

nant I’opérateur X , il suffit de remplacer :
(M, F, N) vérifie (ﬁa) par (M, F, N) vérifie (R ;) ;

(N, F, M) vérifie (§ﬁ) par (N, F, M) vérifie (Sg) -
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3. - Théorémes généraux de régularité ; exemples

Nous dirons que I’opérateur A défini par :

~

Au = div { (Vu)} + F(u)

F
est quasi-homogeéne si M(§) = / F(t)dt est une fonction de Young quasi-homogéne.
0

Sous des hypothéses assez générales, on obtient /es deux théorémes suivants, parti-

culierement adaptés aux opérateurs non quasi-homogenes.
THEOREME 1. Sous les hypotheéses :

(1) N satisfait la condition Ayglobale ;

(2) (M, F,N)verifie (R,) ;

et si f €Ly (R") [respectivement f € w! LN( R™)], /a solution u de I'équation Xu = f appartient

aw! LM,%(an) [respectivement wl LM,a(IRn)] ;

THEOREME 1°. Sous les hypotheéses :
(1) M satistait la condition Ayglobale ;

(2) (N, F, M) vérifie (Sﬁ) ;

et si f € Ln( R" N w! En( R") [respectivement f € w! Ln( R") N w EN([Rn)]/a solution

)

2
n n
[LN,ﬁ([R )] :

Remarque. On peut observer la symétrie entre les théorémes 1 et 1’ ; le théoréme 1 est adapté

~ ~ n
u de I'équation Au = f est telle que F(V u) appartient a [LN B ( [Rn)il respectivement

aux opérateurs non quasi-homogenes correspondant au cas w(M) = +o et (M) > 1 (exemple
F(¢§) = ¢ e| £ ) mais pas a ceux correspondant au cas w(M) < + et (M) = 1 (exemple

F(£) =Log(1 + £ 1) sgn(£) ; c’est exactement le contraire pour le théoréme 1°.

Moyennant des hypothéses plus restrictives, on a le résultat plus précis suivant, adapté
aux opérateurs quasi-homogenes.
2w(M)

Notons r = et r* tel que —+—=1.

a r or*
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THEOREME 2. Sous les hypothéses :
(1) M quasi-homogéne ;
(2) (M, F,N) vérifie les relations (R ) et (R,) ;
etsif€e LN(IR"), la solution u de I'équation Au=f appartient a B LM( R") Jorsque r > 2et

aw? LM({Rn) lorsque r = 2.

Remarque. Sous les hypothéses du théoréme 2, on aurait également le résultat suivant de régu-

larité intermédiaire (0 € ]0,1[ ). Si

feB Ly =W Ly, L\l o0 =

vew Ly — 1A, ul er™ (0,1)
N)hO ]’h W_1 LN ’

r—1
alors ueB LM

De méme, avec les hypothéses du théoréme 1, on aurait
o1 1 o 1
fEB Ly = UEW LM’a_oet fEB Ly = UEW LM a(o+1) -
2 ’ 2
Exemple 1.

Fg=gelt!
M =(1g1-1)e El41)

Toutes les hypothéses du théoréme 1 sont réalisées pour a = 2 [11] ; ainsi

fELN = UE w! LM 1c¢e résultat est optimal au sens suivant :
1 1 A,
Vo>1, JuEW LM,UQSW LM,U avec AuELN.
Pour un contre-exemple, voir [ 11 ] .
Ici M n’est pas sous-homogéne de degré fini ; les hypothéses du théoréme 2 ne sont
pas vérifiées et de fait sur cet exemple, /a régularité de u n’est pas supérieure a celle donnée par

le théoréme 2 (en prenant w(M) =+ o). De maniére précise

Vo€]01], Juew! LM,UQEB‘H_1 Ly avec KuGLN.
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2
Prenons en effet n =1,0€ ]0,1[ ,pE N tel quep = 2etp = —, a € R tel que
o

g
1<a<1 +?, n€ 7 (R) telle que n(x) =1 sur [-3, 3] et u(x) = Ix | % n(x).

On montre que u € wl Ly, A~u € Ly, mais D. u n’appartient pas a |’espace BI:P .
q M N I oo
d’ol la conclusion avec I’injection BY Ly S ngp qui résulte de la relation M(§) = - lg P
p!

(proposition 8 du I1).

Cet exemple prouve également que les espaces glto LM ne sont pas adaptés a la

croissance exponentielle ; dans ce cas, les espaces naturels sont les espaces w! LMo+
)

Pour f € W1 LNy le théoréme 1 nous donne u € W1 L M 2 € w22 d’apreés la propo-
2
sition 5 du Il ; de plus si n < 2, on déduit de I'inclusion W*’ 22¢ W1 Ll// avec Y(§) =ef 1 M
queu € wl Em-

Ce dernier résultat est faux en dimension 3.
Prenons pour cela A€ 10,1[, n € C ™ (RR) telle que

R

p R
n(p) =1 pourpé—z—, n(p) =0 pour p = Ret{(p) = (p)/ Log —drpour0< p < R
R r

¢(0) =0pourp > R

u(x) =¢(p) ol p =+/x 12+ x%+ xg.

et soit
On montre que
ueW! Ly (R"), ugW! Ey(R"), Auew! Ly (R").
Remarquons enfin que les hypothéses du théoréme 1’ ne sont pas réalisées (voir 6)b)).

Exemple 2.
F(£) =Log(1+ 1£ 1) sgn(¥)

(M($)=(1 +1gl) Log(1+1&1)—1&1 et N(£)=M*(£)=elzl—|£ |—].>

Les hypotheses du théoréme 1’ sont réalisées pour B = 2 ; ainsi pour

_ ~ n n
fewl LyNWw 1 En > F(Vu) € <LN2) C <W1'2> et donc [1], si n = 2, appartient 2

oy

Par contre, on ne peut pas appliquer le théoréme 1 (voir 6)a)).
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Exemple 3.
F())=1% Ip‘zz avec 2< p< t o

(M(s)=l|zlp>
p

Le résulat le plus intéressant est obtenu avec le théoreme 2 dont les hypothéses sont

1
réalisées pour « =2 [10, 11]etr=p ;doncsi fELy = LP* avec —+ — =1, le théoréme 2
nous donne u € B™ Ly = B&*:P. P P

On retrouve ainsi le résultat de SIMON [10] qui est d’ailleurs optimal.

. . z \ * 3
On peut aussi appliquer le théoréme 1 ; pour f € LP , il donne seulement

+op
u€E W1 M1~ B P’ qui est un mauvais résultat ; cela tient au fait que /e théoréme 1 est adapté
)

aux opérateurs non quasi-homogénes et il n'y a pas assez d’hypothéses pour obtenir un bon ré-
sultat pour les opérateurs quasi-homogénes. Mais pour f € W]'p*, le théoreme 1 nous donne
2
1 1+—,p 2 N .
u€e W Ly, =B, P (pour p > 2, 1 +—> p*) ; on retrouve la un résultat de
)

p
DZHABRAILOV [3] et SIMON [10] .

Les hypothéses du théoréme 1’ sont également vérifiées avec = p* et pour f € wl ,p*’
il donne 1V u 1P2 D;u€ly p* = W1 P™ ; on retrouve un résultat de YAKOVLEV [13].

Exemple 3.
F(g)=1% Ip_z‘g’ avec 1< p< 2

(M(s>=llz |p>
p

Les hypotheses du théoréme 2 sont réalisées pour & = p = w(M) [10] et r = 2 ; donc
sif€ Ly =LP", il donne u € W2 Ly =W2P.

La encore, on retrouve le résultat de SIMON [10] qui est optimal.

. *
On pourrait aussi appliquer le théoréme 1’ avec § = 2 ; pour f € LP", on trouve
*

— * —
|Vu P2 Dju€ly = BEO*’p et pour f€W1’p*, |V P2 D;u€lLy 2=BE°*,p ; ces résul-

tats se trouvent dans SIMON [10] .
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Exemple 4.
F(§) =& Log(1+ 1)

lg |
(M(E) = f t Log(1+t)dt
0

M étant quasi-homogeéne, le meilleur résultat sera obtenu avec le théoréme 2 dont les

hypotheéses sont vérifiées pour w(M) =3, &6(M) =2, a=2[11] etr =3 ; ainsi pour f € Ly on
3

2

trouve u €B LM ; bien que M ne soit pas homogéne, on peut montrer que ce résultat est optimal

au sens suivant :

3
—+ ¢

Ve >0, 3u€W1LM,u€§§B2 Ly avec XUELN.

On pourrait aussi appliquer le théoréme 1, pour f € LN , il donne seulement
4

u € W1 LM1 S B3 Ly (par sous-homogénéité de M) ; pour f € w! Ly » il donne
’ 5

1 3
UEW Ly , =B Ly

Les hypotheses du théoréme 1’, sont également vérifiées pour =-2— ; pour f € LN ,on

trouve
3

F(Vu)e <L 3>nc—> <B§LN>n
N, 7,

(par sous-homogénéité de N) ; pour f € w! Ly
3

~ n T n
F(Vu) e (LN%> < <B4 LN> .

4. - Démonstration des théoréemes 1, 1’ et 2

F ()

Dans tout ce paragraphe, on pose ¢(¢£) = —— . Pour v mesurable dans R"” on note :
. = + . . =7. -
Tih v(x) =v(x heJ) et A],hv TipVTV
a) LEMME 1. On suppose que les hypothéses du théoréme d’existence sont vérifiées et que

few! EN( R") ; glors si u € w! LM( R") est solution de I'équation Au = f, on a pour tout h :
0< Ihl <tlettoutj=1,.,n:

(1) l]+l =1
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avec

n

> [A, ,@(1Vu 1) D;u)l (4, D, u] dx

/u;” i=1
Iy= /u;n [Aj,h F(u)] [Aj,h u] dx
/ﬂ; [4; 1 114, ul dx

Démonstration. Soitu € W1 LM solution de Ku =f;pour{E W1 LM ,ona:

n
(2) /n > ¢(|Vu|)DiuDi§dx+f F(u)§dx=/ £t dx
R" =1 RrR" R"
(3) ./u;" ; %Tj,h[d’(lvuI)DiulgDing+_/u;n Tj’hF(u) §‘dx=/.;n [7; 1 dx

d’ots (1) en prenant § = Aj h U et retranchant (2)de(3). =

b) DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Appliquant la relation (Ea) et la formule de Holder,
ilvientpour 0 < [h | <1;i=1,.,n;j=1,.,n:

« 2—-a
A., D.u —_ _—
J’h ! 2 ) ) 2
M| ——— [dx <il4 N[kT-hF(|Vu|)]+N[kF(|Vu|)] dx
R" k R" b

Sachant que F( IVu |) € Ly et que N vérifie la condition A, -globale, il existe une constante ¢
a
2
5

(s) 0<1;<Il; et 0<I,<]1;.
15103 2sl3

indépendante de h, i et j telle que :

Aj,h Di u
(4) M| ——|dx<c¢
RrR" k

Par croissance de F et d’apres le lemme 1 on a:

Sife€ly, il vient d’apreés la proposition 4 du |l :

I, I< A, f A. < |
(6) I3 I i h IIN I |,hu"M hI2IIfIINIlul|w] Ly
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: 1 .
sifew! Ly :
2
(7) g I<Th120F0 1 Hull
Wiy  wiLy

Sachant que u € w! Ly » on déduit le théoréme 1 des relations (4), (5), (6) et (7). =

c) DEMONSTRATION DU THEOREME 1°. Appliquant la relation (SB) et la formule de Holder,
ilvientpour0 < lh < 1;i=1,.,n;j=1,.,n:

B

A ¢(1Vul)D;u L 2B
/ N[ — " dx<3|1§2 / M[(’Tjh|Vu |:|+M|:k’|Vu l] dx} 2 .
RD R" )

Sachant que u € w! Ly et que M vérifie la condition Az-globale, il existe une constante ¢ > 0

indépendante de h, i et j telle que :

N - < ¢ Nar
Rn

La fin de la démonstration est analogue a la précédente. m

d) DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Reprenons la majoration de I3 avec le corollaire de

la proposition 4 du Il :

(8) l|3| HAth - ||A-hu" 1 < Ihllfl ||A-hu|l 1 .

Avec les relations (4), (5) et (8), il vient

a
D u -
/ M dx < ¢’ |h|||A.hu|| 1 2
[Rn ) w LM
. 1
Pour0 < |h | < hy =min {1 '2_’[||—-— , il vient par sous-homogénéité de M :
¢’ lu
w! Ly,
S o[22
M [ ——— |dx
Aj h Dju RN k
M dx < B
R" &

o
» . 2Q(M) ) 7
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Il existe alors une constante k” indépendante de h, i et j telle que :
p J

2w(M)

(9) 185 Dpul | < k:3|h| ETLLWN

La relation (9) étant vraie pour tous les D; u et pour u (en utilisant (R ), il vient

» 2w(M)
. < (n+ . it
IIAJ,hull 1, (n+1)k %lhl ||A],hu|| 1,

M

donc o

d’ou le théoreme 2. =

5. - Opérateurs décomposables

Il peut étre parfois intéressant de chercher des résultats de régularité dans des espaces
distincts de ceux déterminés par le théoréme d’existence ; c’est ce qui se produit lorsque |'opéra-

teur A se décompose sous la forme A] + A2 avec :

A-|U="diV3F-I(VU) +F-|(U),
XZ u =—div3F2(Vu) + F2(u),

autrement dit F = F1 + F2 .

20(My) 1

Notons r=—"et r’f telque —+—=1.
| 1N

THEOREME 3. Sojent (M, F,N) et (M, , F., N.) canoniques. Sous les hypothéses :
121 1

(1) M, quasi-homogéne ;
(2) (M] Feo N]) vérifie les relations ( Ea])et (Ra1) ;

(3) F, croissante ;
*

~ r
et lorsque f € LN] (RM), /a solution u de ’équation Au = f appartient a B 1 LM1 (RM) pour ri>2
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eta W2 Ly, (R") pour ry =2.

Exemple 1.

Pour chaque p entier, p = 2, considérons
M (‘§)=]—Iglp N.=M* et F (5)=1£1P2¢
p p P p p ’

Pour chaque p € IN, p = 2, les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées pour w(M
1
[10, 11] ; soit p* tel que—+—=1.
p p*

p)=petoz]=2

On obtient alors le résultat suivant :

VpEN,p> 2, fELP*(RM) = ueBP P(R")

(respectivement W2'2([Rn) pour p=2).
L’opérateur X a donc la régularité de tous les opérateurs Xp
u = —div {IVu |P—2 Vu} + lu |p_2‘u, pEN, p=>2;
et en outre il vérifie un résultat spécifique (théoréme 1).

*
Remarquons que BEO P = W1 Lm p* > lorsque p >+, p* > 1 ; tout se passe comme

si Mp -> M, Np >N, fe LP* revienta f € LN etu€e W] LM 15 le résultat du théoréeme 1 apparait

comme résultat limite de celui du théoréme 3.

Exemple 5.
FE)=181P 2641519 2% avec 1< p<2<gq

1
En prenant Mp(‘;’) =—I1£1P ona ay =p [10] et le théoreme 3 nous donne :
p

fELPY(R") = ueW2P(R");

1
en prenant Mq(E) =—1¢19 on aa; =2[10,11]
q
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et pour f € Lq*([Rn), on trouve u € Bi'q(ﬂ(n) (W2’2([Rn) lorsque g =2) ;

~

tout se passe comme si I’'opérateur Ap (ou Aq) était seul.

Démonstration du Théoréme 3. D'aprés I'hypothése (3), N; domine N [6] , donc pour
fe LN1 = EN1 C EN , on peut appliquer le théoreme d’existence. D’autre part, d’apres la rela-

tion ( R, ) et la formule de Holder il vient :

o)

/ Athiu Fi(IVul)
M, | — | dx< A, | —— D.
RNk = Ugn 218 Vol 00

i=1

1

[Aj h D; uldx 2

2—r.vz1

/n N, [KF, (1T 1)] dx +/n Nqlk'r; p Fy (190 1)]dx 2
R R

Par croissance de F2 , on a avec les notations de 4) :

F](|Vu|)

n
A. —— D:u A, D.uldx < |
R ; i,h IVyl i [],h i ldx < 1

et(My,Fq, N]) étant canonique :

/ N [K'F (19 1))dx </ M, k" 1Vu 1] dx..
n n
R R

Sachant que u € w! Ly © w! LM1 et que M1 vérifie A2 globale, il existe alors une constante c
indépendante de h telle que :

a
A.,. D.u -
,h i
(10) M, |2 [ax <c{l]}2
R" k

de plus :

1 iyl <A £ _ A, ul < clhllA  ul
1 1
(10) et (11) remplagant respectivement les relations (4) et (8), la fin de la démonstration est ana-

logue a celle du théoréeme 2. =
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6. - Résultats complémentaires
a) Résultats explicites de régularité concernant une équation a croissance logarithmique
Pour des raisons techniques, nous allons nous limiter a I’étude de I’équation :

n
Au=-— Z% D; F(Di u)+ F(u)=f dans R"
I:

dans le cadre de I’exemple 2 suivant :
F(&) = Log(1 + 1£ 1) sgn(®)
ME) =(1+1g1)Log(1+1E1)—1EI
N(E) =M*()=e &= g 1-1.

La principale difficulté vient du fait que les relations (Ra) sont inopérantes (puisque
N ne vérifie pas A2) et que (M, F) ne vérifie aucune relation (R de la forme :
22—

, =3 " e 2 faa s ol 2
vie R,vsem,M(T><{(zs)[F(s) F(sn} {M(ks)+M(k5)}

(on aboutit a une absurdité pour £ = 2§’ = 40 ). Néanmoins on a le résultat suivant :

p
LEMME 2. Sojent p € 11,2[ et q =2——; il existe une constante k > 0 telle que :
—P

p 2-p

VEER, V¥ER: Ig&¢IP< k{(s—g') [F(g)—F(z')]}2 {1 +1g19+ Ig’Iq} P
Démonstration. Par application du théoréme des accroissements finis,ona:V ¢ € R, V &£ € R,
(12) le—gI <IFE)-FE) I+ 1gl+181)

d’ou le résultat en multipliant par | £ — £l et en remarquant que :
2-p
max 31 , Igl,lz'lg < <1+lglq+lg’|‘D P =

On obtient alors le théoréme de régularité suivant :
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THEOREME 4. Si
feLy(RM) NW T Eg(R")

[respectivement few! LN(IR") nw! EN([R")]

la solution u de I'équation Au = f appartient a Bz{z’p(ﬂ) [respectivement Wz’p(Q)] pour tout

ouvert borné 1 de R" et tout p :

n
[respectivement 1 < p < ——1].
2n—1

<Bz{2'9(sz) désigne 'interpolé IW'P(Q), WHP(Q)] 2 w).
Remarque. On déduit immédiatement du lemme 3 qui va suivre I'inclusion :
LP(Q) C Ly(Q)

il en résulte I'inclusion des Sobolev et Besov correspondants et en particulier :
3 3

B2P(Q) C B2 Lyy(Q)
3
W2P(Q) cW? Ly (9)

LEMME 3. :
VpEN,2], VEER ,M(§) <— I IP
p—1

’

Démonstration facile en remarquant que M(§) < £ |Log(1 +1£1)

Notons B, la boule ouverte de R" de centre 0 et de rayon r pour la norme

[x = max |xi I
1<i<n
LEMME 4. S/

feLy(RM NnW T EG(R")

[respectivement f € w! LN(an) NW 7 Ey( R")]
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la solution u de Au = f est telle que pour chaque i = 1,...n, pour chaque r > 0 et:chaque
2n | n

q:1 < q <-—— |respectivement 1 < q < —| D.u€LY(B,).
2n—1 n—1] ! r

Démonstration.

a) Supposons d’abord f € LN(an) nw! EN([Rn)
Reprenant les notations de 4), on a :
(13) 0< I;< Ig< clhl

Fixons maintenanti=1,..n;j=1,.,neth:0< |h | < 1etsoitx € B,.

Ter cas :
XEE;= {xEBr :0< Diu(x) < Diu(x+hej)§
ou bien 1
1+ D; u(x+he;) -
xEA; ={x €E; : >1+1n12},
1+D; u(x)
Alors 1
14D, u(x+he;) >
F[D. u(x+he.)] = F[D. u(x)]= Lo = |hl“ Log2
[D; u(x+he;)] = F[D; u(x)] = Log T | g
IAj,h Dul 1 [Aj,h F(D; u)] [Aj,h D; u]
(14) = dx < dx
A] |hl1/2 Log 2 A1 Ihl
ou bien :
1+D; u(x+he;) -
XEC;={xE€E, : <1+1ni2
1+Diu(x)
lAj h D;u |
(15) = —— dx< p(C1)+/ IDiuldx.
| c; In11/2 C
2éme cas :

X€E,={x€B, :D,u(x) < 0 < D; u(x + he;)}
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ou bien

x€A2=

X € Ey : [14D; ulx+he)] [1-D; u(x)] > 1+ Ih | 12 s .

Alors 1

F[D; u(x+hei)] —F[D; u(x)] = Log > |h |5L0g2

[1+D; u(x+he’.)] [1-D;u(x)]

d’ol par intégration une relation du type (14) ; ou bien x € Cy= B A2 , d’ou une relation du
type (15). E)

Les autres cas se raménent aux deux précédents en échangeant les roles de D, u(x) et D; u(x+hej)

et sachant que F est impaire.

6
Posons A = Ai ; il vient avec (14), puis par croissance de F :
i=1

o / |4, ,D;ul L / (4, F(D, W] [4, D; u] . I _
= = =
A Ih11/2 Log2 Jp Ihl lhlLog2 Log2

ol c est une constante indépendante de h.

6
Posons C=1J C;;d’apres (15), il vient :
i=1
IAj hD;u |
(17) ——dx < “(Br) + IDi u(x) ldx + / |Di u(x+hej) ldx < ¢’
c Inil2 B B

r r

ol ¢’ est une constante indépendantede h :0 < |h | < 1.

Eneffet u(B ;1) < + o et de D, u € Lyy(R"), on déduit D, u €L (B ).

De (16) et (17), on déduit a fortiori

lAihDiu |
Sup / ————— dx< c< +
0<6<r 8). Ini'2
0< Ih 1< min (1, 8) 6
i=1,een

ou (Br)(S = { u€B :d(x, aB)> & } =B, , ce qui prouve que pour chaque i =1,..,n, D, u
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2n

appartient a I’espace de Nikolskii H}/z(Br) ; on en déduit [9] D, u € Lq(Br) pour 1< q< T
n—

b) Supposons maintenant f € W1 LN RM N w! EN ®R"

11/2

En changeant | h en | h let sachant que

(13)) 0<I1<I3<I|Aj,hfIINIIA}-,hu||M<clh|2

une démonstration analogue a a) prouve que, pour tout € > 0, D,ue€ H}—G(Br) et donc [9]

. n
DquLq(Br) pour 1 < g<—. =
n—1

Démonstration du théoréme 4.

— 4n
a) Supposons d’abord f € LN([R”) nw! EN(tRn) etsoientr > Oetp:1<p <4_

) n—1
p n
ona— < .
2-p 2n—1
p 2n
Prenons q € 2—- v ; avec le lemme 2 et la formule de Halder, il vient pour chaque
- 2n—

i=1,..,nettouth:0 < lh|<1:

p

/B la; | DyuIPdx < k 3/[; [4; h D;ul[4; , F(D;u)] dx$ 2
r

r

2r
;/ (1+|Diu|q+|7'j,hDiu|q)dx$ 2
Br
2-p
3#(Br)+2/ lDiulqu$2 .
Br+1 ’

N | o

n
< k ;/ > (45 Dy ul 4y, F(Diu)]dxg
Rn N ’ )

i=1

Avec le lemme 4 et la relation (13), on en déduit :

) 1/2 1/2
(18) IIAj,h D;ul LP(s) < k /n (4, f] [4; , u] dxg <clnll
r R
oll ¢ est une constante indépendante de h. 1
P
OrD;u€ Lp(Br) (puisq3ue p <gq), dol avec (18) D;ue B°2° (B,) ; sachant que

3p
whi (Br) (S Lp(Br), onadoncu€ Bzo (Br)'
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b) Supposons f € w! LN([Rn) Awl EN(IRn) etsoientr > 0etp:1< p <

’

2n—1

n
prenons q e:| 2—, ——]- l: ; une démonstration analogue a la précédente prouve qu’a I'aide des
—p ' n—

lemmes 2 et 4 et de la relation (13’),0on a :

: < .. D, <
YhiO<INIST, Ay Dl <clhl

ou ¢ est une constante indépendante de h ; on en déduit comme précédemment u € Wz’p(Br).

Le théoréme résulte alors immédiatement du fait que tout ouvert borné £ de R" peut

étre inclus dans une boule Br . =

¢) Un résultat non explicite de régularité concernant une équation a croissance expo-
nentielle dans R2

Nous allons étudier seulement le cas de I'’exemple 1 :
Fe) =t €L, M@ =(1g1-1)e'E 141 et N=m>

THEOREME 5. Les fonctions F, M et N étant ainsi déterminées, si n =2 et si fEW1 LN(!R2 ), la

solution u de I'équation Au = f est telle que

F(Vu)eW! LN([R2))2

F
Posons ¢(£) =ELE) =l .

Faute de relation ( SB), on a le résultat suivant :
LEMME 5. Soit p € 11,2, il existe a« > 1 et k > O tels que :
VE=(E, ) ER?, VE=(8), &) €R?
1 S2 ’ T\810 82

onapour i=1,2:
p

2 -
g (1) -go(18D) IP< k| D (&) 5o 1e)-ga(1£)]1{?
i=1
2-p

1+Flgl) + Flalgl)] 2
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Vi=(5 B R, 151<T et VE=(],B)ER?, IpI<T,
onapouri=1,2:

2
IGo(1E)-go(181) 1I2<k X5 (&) (5ol 15 -go(12])].
i=1

Démonstration. Par majoration de la dérivée de F(£), on voit que | £ I< Tet|gl1<1 (£et
£'€ R) impliquent

IF(&) —F(&) | <2elg¢l

d’ ol
(19) IF(5) - F(&) 12 < k(&=¥) [F(&) - F(&)].

D’autre part, VEER, V£ ERona

IF() -F(&) I < 1&-¢

2e+2F(|g|)+2F(|E’|)£;

p
remarquant que pour @ > ——, on a
2p
2-p

VEER,F(I£])< k%F(Iasl)s P

on en déduit en multipliant par | F(§) - F (&) |:
2-p

p
2 1+F(|a£|)+F(Ia£’l)£ 2

(200 IF@E)-F(E)IP < kg(é-‘é’) [F(¢) - F(S’)]%

Le lemme 4 se déduit alors de (19) et (20) en décomposant les vecteurs t S R? et
e IR2 sur une base bien choisie de IRZ. ]

Démonstration du théoréme 5. Soit u solution de Xu =fethfixé0< |h| < 1.Notons
2 1
x € R~ Bi:IDiu(x)l>—

NI

E,=

- 2
Ej,h_ XER ) X+hel-€Eo

D; u appartenant a LM([R2), “(Ej,h) =u(Eo) < 4 oo,

2

Considérons : E = E, Y 'U1 Ej,h et
J:
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Aj,h [¢( IVul) D, u]
avec
/ [A;,h [6( 1Vu I)Diu}] / [Aj,h [6(1Vu l)DiuT
]1 = N dx < dx
R2\E h R2\E h

n A [¢(1Vul)D.ult [A., D;u]
< K / Z { j,h i } j,h i
RZ\E =1 h?

dx

2 {A  [¢(1Vul)D: u]} A, D:u]
< k/ Z j,h i } j,h i dx
R? =1 h2

on en déduit, comme dans la démonstration du théoreme 1, que puisque f ew! LN(IRz), Jq est

majorée par une constante indépendante de h.

/ |:Al.’h [6( 1Vu 1)D, u] ] 1
Jp= N dx < —
E h -1 JE

ou p €11,2[ (lemme 3) ; avec le lemme 5 et la formule de Holder il vient :

p

Aj,h [¢( 1Vu I)Diu]
dx

h

| ©

Jop s— Z dx

1 / 2[4y, D;ul (&), [8(1Vu 1)D; u]) 2
p-1 E 2

i=1 h
2-p

2/[1+F(a|Vu |)+F(arjh [Vu l)]dx
E )

Or d’aprés un corollaire du théoreme 1 dans ce cas particulier u € wl EM( [Rz) d’ou
dla IVu 1) =¢* Vul
pendante de h.

et |Vu | appartiennent a L2 et de plus u(E) est une constante finie indé-

On en déduit L
2 2
/, 21 [4;,D;ul 41 6(1Vu)Du
I=
<c
12 R" h2
ou c est une constante indépendante de h, donc I2 est majorée par une constante ;il en est alors

de méme de I. De la proposition 5 du I, on en déduit alors ¢( |Vu | )Di uew! LN([R2). .
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