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REGULARITE DE LA SOLUTION D’UNE EQUATION
FORTEMENT (OU FAIBLEMENT) NON LINEAIRE DANS Rn

François de Thélin (1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol I I,1980, P. 249 à 281

(1) U.E.R. Mathématiques Informatique Gestion, Université Paul Sabatier - 31062 Toulouse.

Résumé : On étudie la régularité de la solution u d’une équation aux dérivées partielles elliptique
lorsque l’opérateur est défini par des fonctions à croissance non nécessairement polynomiale, par
exemple de type exponentiel ou logarithmique Si le second membre est assez régulier, on prouve
que u appartient à des espaces de Sobolev-Orlicz de type Nikol’skii (définis à l’aide de quotients
différentiels) ou de type Besov (déf;nis par interpolation) que l’on introduit ici.

Summary : We study regularity properties of the solution u of an elliptic partial differential

equation when the operator is defined by functions with non necessary polynomial growth, for

example with exponential or logarithmic growth. If the left hand side is sufficiently regular we

prove that u belongs to some Sobolev-Orlicz space of Nikol’skii type (defined by differential
quotients) or of Besov type (defined by interpolation) that we introduce here.

I. - INTRODUCTION

On s’intéresse à la régularité de la solution u de l’équation :
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ou de l’équation

où |~u| désigne la norme euclidienne du gradient de u, F(Vu) = F( IDu I ) Vu et F est une

application de IR dans lR.

Le travail qui suit s’applique en particulier aux exemples suivants pour les opérateurs A et A :

Dans le cadre de l’exemple 3, SIMON [10] a obtenu les résultats suivants pour f E LP*

avec 2014+ 2014= 1 : pour 1  p  2, u G W2,p et pour p > 2, u appartient à l’espace de Besov :
p p*

Dans DZHABRAILOV [3] et YAKOVLEV [13] , on voit que, dans le cas p > 2, si

f E W1 ~p* on a

Pour étudier le cas où la croissance de F n’est plus polynomiale, nous sommes amenés,

dans une partie Il, à introduire de nouveaux espaces de Sobolev-Orlicz de deux sortes : les uns de

type Nikolskii que nous noterons Wm ’ les autres de type Besov (définis par interpolation)

que nous noterons L~ . 
’

Dans une partie I I I, la méthode des translations de Nirenberg nous donne directement,

dans un cadre assez général, un théorème 1 qui prouve que, si le second membre est assez régulier,
la solution est dans un espace W1 on obtient également un théorème l’ qui donne des

résultats sur F (Vu). 
’



Pour affiner le théorème 1, on utilise les notions de sur et sous-homogénéité d’une

fonction de Young (introduites en Il) ; ces notions permettent d’obtenir un théorème 2 qui
nous donne la solution dans un espace bien qu’écrit dans un cadre non polynomial,
ce théorème ne fonctionne pas si mal et permet de retrouver les résultats de SIMON [10].

Lorsque l’opérateur A se décompose de manière convenable sous la forme Al + A2,
un théorème 3 nous montre que A a la régularité de Al et de A2 ; c’est ainsi que l’opérateur as-
socié à l’exponentielle a la régularité de tous les opérateurs associés à I ~ I p 2 ~, pEN, p > 2.

Les deux derniers théorèmes sont consacrés aux cas d’exception des théorèmes 1 et

l’ : un théorème 4 de régularité explicite pour l’exemple 2, mais seulement à variables séparées ;
un théorème 5 non explicite pour l’exemple 1, mais seulement en dimension 2.

Une partie de ces résultats a déjà été publiée [11] ; pour certaines démonstrations,
nous renverrons à la version détaillée de [11 ].

II. - ETUDE DES ESPACES Wm et L~

1. - Rappels

Nous dirons qu’une application M : : IR+ est unee fonction de Young si M est

convexe, paire et telle que :

L’ensemble CM des applications u mesurables sur IR n telles que p(u) = / M[u~x)] dx  + oo

J(Rn
n’est pas en général un espace vectoriel ; on désigne par EM le plus grand sous-espace vectoriel
inclus dans CM et par LM l’espace vectoriel engendré par CM [6] . CM est un espace vectoriel si

et seulement si la condition ~2-globale suivante est vérifiée [6] 
’

EM et LM sont des espaces de Banach lorsqu’on les munit de la norme de Luxembourg [6] :

Soient M~ et M2 deux fonctions de Young. Nous dirons que M~ domine M2 et écrirons M2  Ml



s’il existe k tel que

Remarquons que M2  M 1 ~ LM C LM [6] .
1 2

Les espaces deSobolev-Orlicz sont définis de la manière suivante :

Wm EM et Wm LM sont des espaces de Banach pour la norme :

La polaire N d’une fonction de Young M est encore une fonction de Young et LN
est le dual de EM [6] .

Nous noterons enfin W 1 EN ( (Rn) l’ensemble des éléments u de ~~’( de la

n

forme u = g + ~ D. où g et g.  E E ; muni de la norme duale de celle de W1 W 1 EN
i=1

est un espace de Banach dont le dual est W1 L M [5].

2. - Sur et sous-homogénéité d’une fonction de Young

L’introduction des notions suivantes va nous permettre de cerner au plus près le

comportement d’une fonction de Young.

DEFINITIONS. Soit M une fonction de Young.

Nous dirons que M est sur-homogène de degré w s’il existe des constantes w E [ 1, [ , c > 0

et d > 0 telles que ;



Nous dirons que M est sous-homogène de degré ce s’il existe des constantes ce E [ 1, +°° [ , c’ > 0

et d’ > 0 telles que : :

Remarques et exemples.

a) ) Toute fonction de Young est sur-homogène de degré 1 ; , M (~) sur-

homogène et sous-homogène de degré p ; pour d’autres exemples, voir [11 ] . 
P

b) Soit M sur-homogène de degré w et sous-homogène de degré w alors nécessaire-

ment 03C9  w.

c) De manière générale, on ne sait pas s’il existe un plus grand degré de sur-homogé-
néité de M et un plus petit degré de sous-homogénéité de M ; mais ces degrés sont atteints dans les

exemples courants ; cela justifie la notation w(M) [respectivement pour un nombre vérifiant

la relation (1 ) [respectivement (2)] . .

DEFINITION. Nous dirons qu ’une fonction de Young est quasi-homogène si  + ~ et

w(M) > 1.

PROPOSITION 1 [11]. . Une fonction de Young M est sur-homogène de degré ce > 1 si et seule-

ment si sa polaire N est sous-homogène de degré w* avec ~ + ~ =1. .
w ce*

P ROPOS I T I ON 2 [11]. . Une fonction de Young vérifie la condition ~2 globale si et seulement si
elle est sous-homogène de degré fini.

COROLLAIRE. Soit M une fonction de Young de polaire N ; les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) M est quasi-homogène ;

(ii) N est quasi-homogène ;

(iii) M et N vérifient la condition ~2-globale ;

(iv) M et N sont sous-homogènes de degré fini.

3. - Espaces 

Soit v mesurable et h G (R ; on note v(x) = v(x+hei) - v(x) et D. = Pour



a > 0 et u mesurable, on pose :

DEFINITIONS.

Exemple. ° Soient 
1  p  + ce et M(1) = 1 p|03BE Î P. Pour 0  a  p, LM >U est l’espace de

Nikolskii H = B de Besov. Pour 1  p  + ce et a = p, est l’espace de Sobolev W1,p.
Pour a > p , LM,p = 1 0 1 .

P ROPOS I T I ON 3 . [resp. W1 LM, 03C3] est un espace de Banach pour la norme Il. . Il 
o, 03C3 [resp.

~. ~1,03C3 ].

Démonstration. p~ étant convexe, il est facile de voir que Il Il 
~ ~ 

est une norme. Soit une
,

suite de Cauchy dans ; (un) est donc de Cauchy dans LM d’où l’on déduit l’existence d’une,

sous-suite SCV pp vers u G étant bornée en norme Il Il 
o,03C3, il existe X > 0 tel

~’ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ i ~ ’’~ ~ ~ ~P ~ 

Par application du lemme de Fatou, on en déduit que u G ; un autre passage à la limite
,

prouverait que lim Il Il 
o,03C3 

= 0. Ainsi LM,o est complet.
’ ’

On montrerait de même que W1 LM,g est un espace de Banach en l’identifiant à un sous-espace
,

Remarque [ 11 ] .



PROPOSITION 4. Soit u C W~ 1 LM ; a/ors Vi = 1,2,...,n ; V h 0  1 h ~ 1

Démonstration. Soit u E W~ L~( ( (Rn) ; ; alors u C ( et donc [8] pour presque tout
x E ~n et h ~ 0, on a la relation :

Avec la formule de J ensen et le théorème de Fubini, il vient pour 0  1 h I  1 :

dès que À > Il Di u Il M , d’où la relation cherchée.

COROLLAIRE. Soit u ~ LN ; alors ~ t=1,...,n ;Vh : : 0  1 h t 1 on a :

Démonstration. Soit M = N* ~ N = M* ; par définition :

/- ivi
or IRn [0394i,h u (x)] v(x)dx = u(x) [di -h v(x)] dx et il suffit d’appliquer la proposi-

tion 4 à v..

THEOREME 1. Soit M une fonction de Young sur-homogène de degré w ; on a alors les inclu-
sions :



Démonstration Montrons l’inclusion W1 LM C+ LM j. Soit u G W
1 
LM( IRn) ; M étant sur-,

homogène de degré M :

~h : 0  I h I  1 dès que A > d Il u Il 
1 1 > d - M (proposition 4) ; on en déduit

facilement u E LM w et 
W LM h M

d’où l’inclusion cherchée.

On en déduirait facilement : W2 L W1 L - . Les inclusions de droite sont triviales.

PROPOSITION 5. Soit M une fonction de Young pour laquelle il existe des constantes k > 0 et

p > 1 telles que : :

Alors pour 0  Q  p , L M,Q H03C3/pp = B03C3/p,p~ et pour 03C3 = p, L M,Q 

Démonstration immédiate: voir [11 ] .

I I !~ !2 n 1 2 n
Exemple: pour M(~) = e ~ - I ~ (-1 > 2 on a LM 2 (IR ) 

~ W ~ (IR ).

COROLLAI RE. et n  2,alors 

. C., 1,2 ~ . 

~ ~2 - 1,2 ~ .Démonstration. On a LM 2 W et d’après [1 ] , pour n  2 et 03A8(03BE) = e03BE2 - 1, W 1,2 

or 03A8 domine essentiellement M[4] , donc EM.

Remargue. Nous verrons plus loin aue cette inclusion est fausse pour n = 3.

4. - - Espaces Bm+03C3 L M

Soient M une fonction de Young et Q E ]0,1 [ .



DEFINITIONS.

c’est-à-dire que si l’on pose :

B~ LM est l’ensemble des u E tels que K(t,u) E L°° ( ]0, +ce [ ) ; on sait [7] que B°~ LM
est un espace de Banach pour la norme :

Remarque. L’application t -~ K(t,u) étant croissante, il est facile de voir que

THEOREME 2. B03C3 LM (IR n) est l’ensemble des u E tels que :

Démonstration. Soient u E N = M * et h E (Rn posons :

a) On décompose u sous la forme u = u~ + u2 avec

Il est facile de voir que ul E LM et de même /1 u 1/ M ; d’autre
part, pour tout v G ,~%( IRn) :



Vn’
donc D. u~ appartient au dual L~. de EN et Il D. u~ Il /.~.B  20142014 pour la norme duale

équivalente à !a norme de Luxembourg [6]. On en déduit !a relation :

b) inversement pour toute décomposition de u sous la forme u = u~ + u2 où u1 E LM
et u~ G W 

1 
on a avec la proposition 4

d’où la relation :

c) Posons

Des relations (1 ) et (2), on déduit :

d’où le résultat. []

Remarque. Si pour u E LM ( on pose :

Bo LM( est aussi l’ensemble des u E LM( pour lesquels il existe k > 0 tel que

q Il u k  + ~ ; on voit alors le lien avec les espaces LM (Proposition 7).



PROPOSITION 6. Soit u E telque

alors D~ u E LM 

Démonstration. Di u E est définie, pour tout v E .~ (Q~n), par la relation :

or par hypothèse, V h : 0  1 h I  1 , Il u ~M  03BB| h | et donc

D’où Di u appartient au dual LM de 

P ROPOS I TI ON 7. Soient M une fonction de Young et a G ]0, 1 [ .

Si M est sur-homogène de degré :B03C3LM(IRn) ~ LM,03C3(IRn) .

,

>_

Démonstration. Si i M est sur-homogène de degré 1, on a pour 0  1 h 1  1 et 1 = 1 ,...,n :

et si M est sous-homogène de degré 03C9 :

D’où les inclusions par intégration sur (R n et en prenant les bornes supérieures.

P RPOS I TI ON 8. Soient M une fonction de Young et a E J0,1 [ . S’il existe k > 0 et p > 1 tels

que: .’



On a l’inclusion :

Démonstration. I mmédiate par interpolation. -

Exemple. Si M~~) = e ~ ~~ - I ~I -1, on montre par récurrence que d p p > 2, d ~ E IR,

M > 1 I I p et donc B° L 

Remarpue. On aurait des résultats analogues à ceux du théorème Z et des propositions 7 et 8

pour l’espace B1+° L .

III. - RESULTATS DE REGULARITE

Dans toute cette partie et sauf avis contraire, nous considérons l’équation:

1. - Rappel du théorème d’existence

Nous supposerons que F est une application de (R dans (R vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) F est strictement croissante, impaire et continue ;

Avec (i) et (ii), la fonction

est une fonction de Young de polaire

Nous dirons alors que (M, F, N) est canonique.

Il est facile de voir que sous les hypothèses (i) et (ii) et pour (M, F, N) canonique,



les hypothèses suivantes du théorème d’existence de GOSSEZ [5] sont vérifiées :

(1 ) F continue ;

(2) il existe des constantes a > 0 et b > 0 telles que :

(3) F croissante ;

(4) pour tout f E W ~ E , il existe une constante K et un voisinage ~ de f dans le
dual W ~ W~ 1 E~ tels que, pour tout g et toute solution v E W~ L~
de l’équation Av = g, on ait :

Donc pour f E W ~ le théorème d’existence [5] assure que l’équation Au = f
admet une solution u E W~ 1 en outre F( p u) E 

Désormais dans les énoncés de tous les théorèmes de régularité, nous supposerons que
les hypothèses (i) et (ii) sont vérifiées et que (M, F, N ) est canonique.

Remarque. Sauf avis contraire, tous les théorèmes de régularité seront rédigés pour l’équation
Au = f ; on aurait des résultats analogues pour l’équation:

2. Les relations ( et ( S~ ) )

Pour démontrer les théorèmes de régularité, nous allons employer, sous la forme va-
riationnelle, la méthode des translations de Nirenberg ; mais pour cela nous avons besoin des rela-

tions suivantes, vergées pour F () = 1 ~ ~ ~ [10] et triviales dans le cas du Laplacien
pour lequel

DEFINITIONS. . l) Soit a E [0,2] ; nous dirons que (M, , F, N) vérifie la relation (Ra) s’il existe



des constantes k > 0 et k’ ’ > 0 telles que : :

Nous dirons que (M, F, N) vérifie la relation ( Ra ) s’il existe des constantes k > 0 et k’ > 0 telles

que 

2) Soit ~i E (0,2] ; nous dirons que (N, , F, M) vérifie la relation (S~~ s’il existe
des constantes k > 0 et k’ ’ > 0 telles que : :

Nous dirons gue (N, F, M ) vérifie la relation ( S03B2) s’il existe des constantes k > 0 et k’ > 0

telles que :

La relation ( R ) assure en particulier l’unicité de !a solution u ~ W de

l’équation Au = f dans !R".

b) (M, F, N) vérifie ( R~) s: et seulement s! (M, F"B N) vérifie (S~).

c) Si (M, F, N) vérifie ( R ) ou (R03B1) et s! M est sous-homogène, on a 03C9(M)  a.

d) Pour obtenir tes théorèmes concernant l’opérateur A à partir des théorèmes concer-

nant l’opérateur A , il suff!t de remptacer :



3. - Théorèmes généraux de régularité ; exemples

Nous dirons que l’opérateur A défini par :

1

est quasi-homogène si M (i) = 0 F (t)dt est une fonction de Young quasi-homogène.

Sous des hypothèses assez générales, on obtient les deux théorèmes suivants, parti-

culièrement adaptés aux opérateurs non quasi-homogènes.

TH E O R E M E 1 . Sous les hypothèses:

(1 ) N satisfait la condition 03942-globale ;

(2) (M , F, N ) vérifie ( 
et si f G LN ( [respectivement f G W 

1 
LN(IRn )], la solution u de l’équation ’iu = f appartient

à W1 LM(IRn) 
[respectivement W1 LM,03B1

( IRn)] ;
’ 

2 
’

TH E O R E M E 1 ’ . Sous les hypothèses:

(1 ) M satisfait la condition 03942-globale ;

(2) (N , F , M ) vérifie ( S03B2) ;
et si f G LN(IRn) m W-1EN ( [respectivement f G W 

1 
LN ( fi W-1 EN (IRn)] la solution

u de l’équation Au = f est telle que F( V u) appartient à @ respectivement
( n ~ . 

~ ~ 

~ ~ ~
Remarque. On peut observer la symétrie entre les théorèmes 1 et 1 ’ ; le théorème 1 est adapté
aux opérateurs non quasi-homogènes correspondant au cas = +ce et &#x26;(M) > 1 (exemple

= i e|1 03BE|) mais pas à ceux correspondant au cas  + ce et &#x26;(M) = 1 (exemple
= Log( 1 + 1 ce 1 ) c’est exactement le contraire pour le théorème 1 ’.

Moyennant des hypothèses plus restrictives, on a le résu ltat plus précis su ivant, adapté
aux opérateurs quasi-homogènes.



THEOREME 2. . Sous les hypothèses : 
’

(1 ) M quasi-homogène ;

(2) (M, F, N ) vérifie les relations ( R«) et ( R«) ;

et si f E LN (IR n), la solution u de l’équation Au = f appartient à LM ( lorsque r > 2 et

à W2 L M lorsque r = 2.

Remarque. Sous les hypothèses du théorème 2, on àu rait également le résultat suivant de régu-

larité intermédiaire (a E ]0,1 [ ). Si

alors

De même, avec les hypothèses du théorème 1, on aurait

Exemple 1.

Toutes les hypothèses du théorème 1 sont réalisées pour a = 2 [11 ] ; ainsi

f E u E W1 LM,l ; ce résUltat est optimal au sens suivant :

Pour un contre-exemple, voir [ 11 ] . .

lci M n’est pas sous-homogène de degré fini ; les hypothèses du théorème 2 ne sont

pas vérifiées et de fait sur cet exemple, la régularité de u n’est pas supérieure à celle donnée par

le théorème 2 (en prenant w(M) _ + ce ) . De manière précise .



2
Prenons en effet n = 1, a E ]0,1 [ , p E [N tel que p > 2 et p > -, a E R tel que

1  a  1 +, ~ E (tR) telle que = 1 sur [-3, 3] et u(x) = 1 x 1 « 

2

On montre que u E W 1 LM, Au E mais D. u n’appartient pas à l’espace 
d’où la conclusion avec l’injection Bo LM Byp qui résulte de la relation M(03BE)  |03BE|p
(proposition 8 du 1/). 

p!

Cet exemple prouve également que les espaces B1 +° L M ne sont pas adaptés à la

croissance exponentielle ; dans ce cas, les espaces naturels sont les espaces W1 .

Pour f E W 1 L , le théorème 1 nous donne ~ ~ ~ 1 C W ’ ~ ’? d’après la propo-
sition 5 du II ; de plus si n  2, on déduit de l’inclusion W2,2 C W L03C8 avec 03C8(03BE) = e03BE2 -1 [1 ]

que u E W 1 EM. .

Ce dernier résultat est faux en dimension 3.

Prenons pour cela À E ]0,1 telle que

= 1 pour p . -, = 0 pour p > R et 03B6(03C1) = / Log -dr pour 0  p  R
2 R r

et soit

On montre que

Remarquons enfin que les hypothèses du théorème l’ ne sont pas réalisées (voir 6)b)).

Exemple 2.

Les hypothèses du théorème /’ sont réalisées pour j3 = 2 ; ainsi pour

(~u)~(LN,2)n G (w1,2)n et donc [1], si n = 2, appartient à

(EN) .
Par contre, on ne peut pas appliquer le théorème 1 (voir 6)a)).



Le résulat le plus intéressant est obtenu avec le théorème 2 dont les hypothèses sont

réalisées pour a = 2 [10, 11 ] et r = p ; donc si f E = Lp* avec - + 1 =1 , le théorème 2
nous donne u E B r* L~ = 

p p

On retrouve ainsi le résultat de SIMON [l0] qui est d’ailleurs optimal.

On peut aussi appliquer le théorème 1 ; pour f G LP*, il donne seulement

u G W1 L.u. 1 
= qui est un mauvais résultat ; cela tient au fait que le théorème 1 est adapté

aux opérateurs non quasi-homogènes et il n’y a pas assez d’hypothèses pour obtenir un bon ré-

sultat pour les opérateurs quasi-homogènes. Mais pour f E W1 ,p*, le théorème 1 nous donne

u E W1 LM 2 = p (pour p > 2, 1 + -> p p*) ; on retrouve là un résultat de

DZHABRAILOV [3] et SIMON [10].

Les hypothèses du théorème 1’ sont également vérifiées avec ~i = p* et pour f E W1 ~p*,
il donne I p 2 D. u E L N,p * = W1 ~p* ; on retrouve un résultat de YAKOVLEV [13].

Les hypothèses du théorème 2 sont réalisées pour a = p = [10] et r = 2 ; donc

si f E LN =Lp*, il donne u~W2LM =W2’p.

Là encore, on retrouve le résultat de SIMON [10] gui est optimal.

On pourrait aussi appliquer le théorème l’avec ~i = 2 ; pour f E Lp*, on trouve

1 1 p-2 
1 1 * 

* P* p-2 2*~P* ,( D u I p 2 D. u E L N,1 1 = Bp et pour f E W1’p , I D u I p 2 D. i u E LN , 2 = B~ ; ces resul-

tats se trouvent dans SIMON [10] .



M étant quasi-homogène, le meilleur résultat sera obtenu avec le théorème 2 dont les

hypothèses sont vérifiées pour = 3, &#x26;(M ) = 2, a = 2 [ 1 1 ] et r = 3 ; ainsi pour f G on
3

trou ve u G B2 LM ; bien que M ne soit pas homogène, on peut montrer que ce résultat est optima/
au sens su ivant :

On pourrait 
_4 

aussi appliquer le théorème 1; pour f E il donne seulement

u E W1 1 LM,1 B3 LM (par sous-homogénéité de M) ; , pour f E W 1 il donne
’ 

5
u~W1 LM,2  B3 LM.

3
Les hypothèses du théorème l’, sont également vérifiées pour ~3 =- ; pour f E LN , on2

trouve

(par sous-homogénéité de N) ; pour fEW 1 ’

4. - Démonstration des théorèmes 1 l’et 2

F(1) 
Dans tout ce paragraphe, on pose Ç(i) = - . Pour v mesurable dans R n on note:

É

a) LEMME 1 . On suppose que les hypothèses du théorème d’existence sont vérifiées et que
f G W 1 EN( (IRn); alors si u G W 1 LM (IRn) est solution de l’équation Au = f, on a pour tout h :
0  1 h 1  1 et tout j = 1 ,..., n :



avec

Démonstration. Soit u E W~ solution de Au = f ; pour § E W~ on a :

d’où (1 ) en prenant § = u et retranchant (2) de (3). ’

b) DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Appliquant la relation (Ra) et la formule de Hölder,
il vient pour 0  I h I  1 ; i =1,...,n ; j = 1 ,...,n :

Sachant que F( ( 1 V’ u 1 ) E LN et que N vérifie la condition d2-globale, il existe une constante c

indépendante de h, i et j telle que :

Par croissance de F et d’après le lemme 1 on a :

Si fG il vient d’après la proposition 4 du II :



Sachant que u G W1 1 on déduit le théorème 1 des relations (4), (5), (6) et (7)..

c) DEMONSTRATION DU THEOREME 1 ’. Appliquant la relation ( et la formule de Hölder,
il vient pour 0  1 h 1  1 ; 1 = 1 ,...,n ; j = 1 ,...,n : :

Sachant que u E W1 LM et que M vérifie la condition 03942-globale, il existe une constante c > 0

indépendante de h, i et j telle que :

La fin de la démonstration est analogue à la précédente. ’

d) DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Reprenons la majoration de 13 avec le corollaire de

la proposition 4 du Il : :

Avec les relations (4), (5) et (8), il vient

Pour 0  ! h ! 1  h - mm 1 ,}, il vient par sous-homogénéité de M :



Il existe alors une constante k" indépendante de h, i et j telle que :

La relation (9) étant vraie pour tous les D~ u et pour u (en utilisant (Ra)), il vient

donc

d’où le théorème 2.. 

5. - Opérateurs décomposables

Il peut être parfois intéressant de chercher des résultats de régularité dans des espaces

distincts de ceux déterminés par le théorème d’existence ; c’est ce qui se produit lorsque l’opéra-

teur A se décompose sous la forme A1 + A2 avec :

autrement dit F = F1 1 + F2 ’

Notons rl 
=  et tel que 1 +  =1 .

a1 r1 1 r1

THEOREME 3. Soient (M, F, N) et (M1 , F1 , N1 ) canoniques. Sous les hypothèses :

( 1 ) ) M 1 quasi-homogène ;

(2) (M 1 , F1 , N1 ) vérifie les relations ) et (Ra ) ;1 1

(3) ) F2 croissante ;
*

et lors q ue f E LN la solution u de l’équation Au = f appartien t à L M pour r 1 > 2
1 1



Pour chaque p entier, p > 2, considérons

Pour chaque p E OV, p > 2, les hypothèses du théorème 3 sont vérifiées pour = p et = 2

1 1
[10,11 ~ ; soit p* tel que-+-=1. .

p p*

On obtient alors le résultat suivant :

(respectivement W2,2(IRn) pour p = 2).

L’opérateur A a donc la régu larité de tous les opérateurs A P

et en outre il vérifie un résultat spécifique (théorème 1 ).

Remarquons que = W~ 1 lorsque p -~ + p~ -~ 1 ; tout se passe comme

si Mp -+ M, Np -+ N, revient à f E L N et u E W 1 le résultat du théorème 1 apparait
comme résultat limite de celui du théorème 3.

1 
pEn prenant Mp(03BE) = |03BE |p , on a 03B11 = p [10] et le théorème 3 nous donne:

p

1
I q, on a a1 = 2 [ 10,11 ]

q



tout se passe comme si l’opérateur A (ou Aq) était seul.

Démonstration du Théorème 3. D’après l’hypothèse (3), Nl domine N [6] , donc pour

f E LN = EN C EN , on peut appliquer le théorème d’existence. D’autre part, d’après la rela-1 1

tion ( Ra ) et la formule de Hôlder il vient :1

Par croissance de F2 , on a avec les notations de 4) :

et (Mi , Fi , N ~ ~ étant canonique :

Sachant que u E W1 1 L M C W1 1 et que M 1 vérifie ~ 2 globale, il existe alors une constante c

indépendante de h telle que :

de plus :

(10) et (11 ) remplaçant respectivement les relations (4) et (8), la fin de la démonstration est ana-

logue à celle du théorème 2..



6. - Résultats complémentaires

a) Résultats explicites de régularité concernant une équation à croissance logarithmique

Pour des raisons techniques, nous allons nous limiter à l’étude de l’équation :

dans le cadre de l’exemple 2 suivant :

La principale difficulté vient du fait que les relations (Ra) sont inopérantes (puisque
N ne vérifie pas ~2) et que (M, F) ne vérifie aucune relation (Râ) de la forme ;

(on aboutit à une absurdité pour 03BE = 203BE’ ~ +00 ). Néanmoins on a le résultat suivant :

LEMME 2. Soient p E ]1,2[ et q = p il existe une constante k > 0 telle que: .’

2-p

Démonstration. Par application du théorème des accroissements finis, on a : :’d ~ E R, d ~’ E R,

d’où le résultat en multipliant par 1 ce - $’ 1 et en remarquant que :

On obtient alors le théorème de régularité suivant :



THEOREME 4. S

la solution u de l’équation Au = f appartient à B3~2~p~S~) [respectivement W2~p(S~)] pour tout

ouvert borné S~ de ~n et tout p :

désigne l’interpolé [W1,p(03A9), W2,p(03A9)] 1 /2, ~).
Remarque. On déduit immédiatement du lemme 3 qui va suivre l’inclusion :

il en résulte l’inclusion des Sobolev et Besov correspondants et en particulier :

Démonstration facile en remarquant que M (~)  1 ~ 1 Log(1 + 1 ~ ( ~ :

Notons Br la boule ouverte de IRn de centre 0 et de rayon r pour la norme

1 x 1 = max .

LEMME 4. Si



la solution u de Au = f est telle que pour chaque i = 1,...,n, pour chaque r > 0 et chaque

Démonstration.

oJ Supposons d’abord f E f1 W ~ )

Reprenant les notations de 4), on a :

Fixons maintenant i =1,...,n ; j = 1 ,...,n et h : 0 ~ 1 h (  1 et soit x E B .

1 er cas : 
’

ou bien

Alors

ou bien

2ème cas :



ou bien

Alors

d’où par intégration une relation du type (14) ; ou bien x E C~ = (j A~ , d’où une relation du
type (15). 2

Les autres cas se ramènent aux deux précédents en échangeant les rôles de Di u(x) et Di u(x+he~)
et sachant que F est impaire.

6

Posons A = U Ai ; il vient avec (14), puis par croissance de F :
i=1

où c est une constante indépendante de h.

6

Posons C = U C. ; d’après (15), il vient :

i=1

où c’est une constante indépendante de h : 0  1 h I ~ 1.

En effet u(Br+1 ~  + °° et de D~ u E LM ((R~), on déduit D~ u C L~ (Br+1 ).

De (16) et (17), on déduit a fortiori

où = ( u G d(x, > à ) = ce qui prouve que pour chaque 1 = 1 ,...,n, Di uà .



appartient à l’espace de Nikolskii H~(B ) ; on en déduit [9] D. u e pour 1  q 2014"-~ ’ ’ 2n-1 
°

~ Supposons maintenant f e w~ ~ n w"~ 

En changeant 1 h ~~ en 1 h 1 et sachant que

une démonstration analogue à a) prouve que, pour tout e > 0, D. u E H1-~1(Br) et donc [9]

Démonstration du théorème 4.

a) Supposons d’abord f E L W-1 EN et soient r > 0 et :   -

Prenons q E - , - ; avec le lemme 2 et la formule de Hölder, il vient pour chaqueJ22014p p 
i =1,...,n et tout h :0  I h I ~ 1 :

Avec le lemme 4 et la relation (13), on en déduit :

où c est une constante indépendante de h. 1
2014p

Or Di u ~ Lp(Br) (puisque p  q) , d’où avec (18) Di u e B2~ (Br) ; sachant que
- ~- D

(B~) ~ on a donc u E B~ (B~).



b) Supposons f G W1 LN(IRn) ~ W-1 EN(IRn) et soient r > 0 et p : 1  p  ’ ;

prenons q G ] p 2-p, n n-1 ( ; une démonstration analogue à la précédente prouve qu’à des
2-p n-1

lemmes 2 et 4 et de la relation (1 3’), on a :

où c est une constante indépendante de h ; on en déduit comme précédemment u E 

Le théorème résulte alors immédiatement du fait que tout ouvert borné 03A9 de IRn peut
être inclus dans une boule Br ..

c) Un résultat non explicite de régularité concernant une équation à croissance expo-
nentielle dans Ü~2

Nous allons étudier seulement le cas de l’exemple 1 :

TH EO R E ME 5. Les fonctions F , M et N étant ainsi déterminées, si n = 2 et si f G W 
1 
LN ( J/ ) , la

solution u de l’équation Au = f est telle que

Posons 03C6(03BE) = - = e .

Faute de relation ( S~), on a le résultat suivant :

LEMME S. . Soit p E ]1,2[ , il existe a > 1 et k > 0 tels que :

onapour i=1,2: :



on a pour i = 1,2 :

Démonstration. Par majoration de la dérivée de F(~), on voit que 1 ~ 1  1 et 1 ~’ I  1 ($ et
~’E IR) impliquent

(19) 1 F(~) - F~~’) ~ 2 ~ kU-~’) [F () - F~~’)~ ~

D’autre part, b’ ~ G R, V ~’ E IR on a

remarquant que pour a > - p , on a
2-p

on en déduit en multipliant par I F(~) - F(~) ! : :

Le lemme 4 se déduit alors de (19) et (20) en décomposant les vecteurs $ E et

~’ E (R2 sur une base bien choisie de [R~. ’

Démonstration du théorème 5. Soit u solution de Au = f et h fixé 0  1 h 1  1. Notons

D~ u appartenant à  + oo .

2

Considérons : E = E U U E. r et

J=1 
’



avec

on en déduit, comme dans la démonstration du théorème 1, que puisque 
1 

J est
majorée par une constante indépendante de h.

où p CE ]1 ,2 [ (lemme 3) ; avec le lemme 5 et la formule de Hôlder il vient :

Or d’après un corollaire du théorème 1 dans ce cas particulier u E W1 E M ( 1R2) d’où

~(a I ) = e« et 1 Vu 1 appartiennent à L2 et de plus est une constante finie indé-

pendante de h.

On en déduit

où c est une constante indépendante de h, donc 12 est majorée par une constante ; il en est alors
de même de 1. De la proposition 5 du Il, on en déduit alors ~( ( ) D. u E W 1 LN( IR 2)..
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