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DISCREPANCE D’UNE SUITE COMPLETEMENT EQUIREPARTIE

Gérard Rauzy (1)

(1) Université d’Aix Marseille 11, Faculté des Sciences de Luminy, Département de Mathématiques
13288 Marseille Cédex 2 - France.

Résumé : Nous construisons une suite complétement équirépartie sur [0,1] et de faible discré-

pance.

Summary : We construct a sequence completely uniformly distributed on the unit interval with

small discrepancy.

Pour répondre a une question posée par COQUET, nous construisons une suite w a
termes dans [0,1[ complétement équirépartie et dont la discrépance a I’origine D*(N) vérifie :
7= ND*(N) o 1

N->o l0gN log 2

On peut du reste affiner ce résultat en employant les méthodes de R. BEJIAN et
H. FAURE.

1. - LES SUITES wT

Nous commengons par construire «a la Van der Corput» des suites wT de la maniére

suivante. Soit T un couple (t,7) ol t appartient 2 IN et 7 est une permutation de {0,...,2t—1 }
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La suite W associée est définie par :

7(n
(i) sin<2t w(n) =L)-
2t
(i) sin = 2betsik est I'entier défini par : 2K < n< 2% aiors

_ Ky, |
Wrn) =w(n—2%) + —— .
T() T(" ) 2k+1

® Les propriétés suivantes sont évidentes :

(1.1) Sik >t W induit une bijection de I’ensemble {0,...,2'(—1} sur I’ensemble
h
3— ; h=0,...,25-1 ;

ok
(1.2) Si2hk+1 =t wT induit une bijection de I'’ensemble {2k,...,2k+1—1 } sur I’ensemble

—+ ’ h=0,...,2k"'1 .

ok+1
(1.3) Si n appartient 2 IN et si r est le reste de la division de n par 2¢

7(r) 7(r)+1
wT(n)e[_Q, ) [
2t 2t
2. - DISCREPANCE DES SUITES wT

® Soient a,b des entiers tels que 0 < a < b, soient x un élément de [0,1], v une suite

a termes dans [0,1]. Nous désignons par R(a,b,x,v) la quantité :
R(a,b,x,v) = card { n;as<n<b, v, € [O,X]}" (b—a)x .
On a évidemment,sia < b <c,
R(a,c,x,v) = R(a,b,x,v) + R(b,c,x,v)
et la discrépance a I'origine D* de la suite v est définie pour N supérieur ou égal a 1 par :
ND*(N)= sup IR(ON,x,v) | .
x €[0,1]

On sait par ailleurs que la discrépance D de la suite v vérifie :

VN >1 D*(N) < D(N) < 2D*(N)
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® Soit k un entier supérieur ou égal a t, soient 6 un élément de | 0 , —[et x un élé-

2
ment de [0,1] . Il résulte de la propriété (1.1) que pour tout entier n inférieur ou égal a 2k,
w-l-(n) + 0 appartient a [0,1] .

En outre, toujours d’aprés (1.1) :

m
card {n < 2K, w(n) +6 < x =card3m<2k, — O <xp=h+
2
) h h+1
h désignant I’entier tel que — < x—0 < — .
k k
2 2
On en déduit la majoration :
(2.1) IR(0,2%x,wp +6) | <1.

® Soit maintenant k un élément de IN, N un élément de {1,...,2k} , @ un élément de

1
0, —| et x un élément de [0,1] .
ok

Nous allons montrer par récurrence la relation :

log N

2.2 IR(O,N,x,wr+8) | < 2t +
(2.2) ( T190) a2

La relation (2.2) est en effet vérifiée pour N inférieur ou égal a 2t car dans ce cas,
quelle que soit la suite v, on a :

IR(ON,x,v) | < N < 2t

Supposons la relation (2.2) vérifiée pour tout entier inférieur ou égal a Kouk >t

et soit N tel que K< N< 2K et g tel que0< 6 < .On aalors :

K+
R(ON,x,w- + 0) = R(0,2K x,w + 8) + R(2KN,x,w + 8)
T T T

Le deuxieme terme s’écrit par définition de wr
R(2%N,x,w +6) = R(O,N — 2 x,wy +67)

1 1
appartienta |0, —[
2k+1 [ ok

Majorant R(O,2k,x,wT + 0) en vertu de (2.1), et R(O,N — 2k,x,wT + 6’) en vertu de

ouf’'=0+
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I’hypothése de récurrence, on obtient :

log (N-2K log (2N—2K*+1
=2t +
log 2 log 2

IR(ONx,wp+0) | <1+ 2t4
d’ou la majoration cherchée puisque :
N-2kFT =N - (kT _N) < N

o La relation (2.2) permet de donner immédiatement une majoration de la discrépance
des suites wy. Il en résulte également que si k appartient a IN, si N est un entier tel que
K<N< 2k+1, et si x est un élément de [0,1]on a:

k
log (N-2
N og ( )_

2.3 IR(25 N x,wr) | < 28
(23) T log 2

3.-LASUITEw

® Soit (t, ) une suite d’entiers vérifiant :
k’k €IN

t
0<t <k et lim 2K/k=0

k > o

t
Soit, par ailleurs, pour tout k dans IN, T) une permutation de {0,...,2 k_1 } et soit
T, le couple (tk, 'rk).

Nous allons définir la suite w de la maniére suivante :
w(0)=0 etsi 2K <n< 2kt win) = wr. (0

Nous précisons ultérieurement le choix des T\ de maniere a assurer la compléte équi-

répartition de la suite w, mais nous pourrons d’ores et déja majorer sa discrépance.

® Il résulte de la relation 0 < t, < ket de la proposition (1.2) que la suite w induit

h
une bijection de I’ensemble { 0,...,2k—1 * sur I'ensemble des-E ouh= 0,...,2k—1.
2
En particulier, pour tout k de IN et tout x de [0,1]
1R(0,2K x,w) I< 1.

Par ailleurs, si K*<N< 2k_H :

k _ k
R(2%N,x,w) =R(2 ,N,x,wTk)



Discrépance d’une suite complétement équirépartie 109

et la majoration obtenue en (2.3) s’applique, d’ols :

k
log (N—2 t, logN
g ( )<2k+ g

t
IR(ON,x,w) | < 1+2K+
log 2 log 2

t t
Comme 2 k/Iog N < 2 k/(k log 2) tend vers 0 quand N tend vers I'infini, on en déduit bien :

— ND*(N) 1
lim <
N->o logN log 2

4.-FIN DE LA CONSTRUCTION DE w
® Commengons par un lemme :

LEMME. Soient s et m des entiers supérieurs ou égaux a 1. I/ existe une suite u périodique de pé-
riode m® (c’est-a-dire, telle que u(n + m®) = u(n)), & termes dans { 0,...,m—1 } et telle que les m®

s-uplets de /a forme :
(u(n),...,u(n+s=1)) oz n=0,...,m%-1

soijent tous distincts. C'est-a-dire encore que, pour tout s-uplet (x1,...,x5) d’éléments de

{ 0,...,m—1 } , il existe exactement un entier n dans l'intervalle {O,...,ms—1 } tel que :
(u(n),...,u(n+s-1)) = (x1,...,xs).
(Voir par exemple PRIMATH n® 3 - A. BLANCHARD - Quelques questions liées a la théorie des

corps finis, ou PRIMATH n® 4 - G. RAUZY - Mots circulaires et réseaux électriques, ou KNUTH -
The art of computer programming, Addison Wesley 1971 - Vol. 2 Ch. 3 paragraphe 3.2.2).

® Définissons maintenant une application ¢ de IN dans  0,..,m°-1 de la maniére

suivante :

(i) Sio<n< msetsin=mq+roi10<r<metdonc0<q<m5_],on
pose a(n) = ms™! u(r) +q

(i) Sin =>m5 o(n) =o(n—md).

L’application o posséde alors les propriétés suivantes :

(4.1) La restriction de o a {0,...,m5—1 } est une permutation de cet ensemble.

_1 a(n)
(4.2) Si r désigne le reste de la division de n par m® 1,— appartient a I'intervalle

u(r) u(r)+1 m®
|
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De (4.2) on déduit aisément en utilisant la propriété énoncée dans le lemme que si
P(xq)-%) est le pavé de [0,1[ °

X1 x1+1 X xs+1
P(x1,...,xs)= —_, X X|— s,
m m m m

(x1,...,xs entiers appartenant a {0,...,m—1 } , il existe exactement un entier n dans {0,...,ms—1}

o(n)  o(n+s—1)
tel que | — ..., —— ) appartienne a P(x1,...,xs) .
m m

2

® Particularisons en posant m = 25, Soit t = et soit 7 la permutation de { 0,...,2t—1}

en lui-méme, restriction de ¢ a cet ensemble.
Posons T=(t, 7).
D’aprés (1.3), si n appartient 2 IN et si r est le reste de la division de n par 2! :

7(r)  7(r)+1
wT(n)G[—z-r, x: [

Posons

r=gm+p=q x2°+p ot 0 < p <2

Par construction de 7, c’est-a-dire de 0, on a :

r(r)=m*" u(p) +q

d’ou
7(r) _ulp) q qQ 1 gt _ 1
—_=—4+— et —<— donc — S —
2t 25 2t 2t S t 25

Par ailleurs, p est le reste de la division de n par 2. Finalement on obtient :

(4.3) Si p désigne le reste de la division de n par 2%, 0n a :
u(p) u(p)+1
el P B

En outre, si x X SONE des éléments de { 0,...,25-1 } etsi P(x1 ,...,xs) désigne le pavé
de [0,1] ® défini par :

X1 x1+1 X xs+1
P(XqyeenrXg) = ’5;, o X oo X '2—5',-;5—

dans tout intervalle T de IN formé de 2 entiers consécutifs il existe exactement un

entier n tel que :

(wT(n),...,wT(n+s—1 )) € P(x1,...,xs)
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® Appelons T(s) le couple (t, 7) construit dans ce paragraphe. Nous allons maintenant,
complétement déterminer w, en choisissant T, de la maniére suivante :
(i) Sik=0,1,2 T est I'unique couple (t,7) avect=0.
(i) Sik >3 T, =T([(logk)"/37) o [2] désigne Ia partie entiére de z.
2
Pour k > 3, on auraalors t, = (log k)1/3 ] <(log k)2/3, soit en particulier

t
< ket lim 2 kik=0.

koo

5.- COMPLETE EQUIREPARTITION DE w

® || suffit de montrer qu’étant donnés des entiers p et g strictement positifs et un

g-uplet quelconque (z1 ,...,zq) d’entiers appartenant a {0,...,2p_1} ,ona:

2Pq

1
lim — card
N > o0

n<N, (W(n),...,W(n+q_1))€ P

ol P désigne le pavé de [0,1] 9 défini par :

+ +
P= —21,21 1 X oo X ﬁ’qu
2P P p L

® Soit alors k un entier assez grand pour que :

s=[ (log k)23 ] > max (p,q)
et soit N un entier tel que k< N < 2k+]. Nous allons évaluer :
F = card { n,2k <n< N, (W(n),...,W(n+q_1)) € P} .

® Posons t = t = 52, T= Tk et remarquons que si N + g—-1 < ok+1 ce nombre est

égala:
card {n, 2 < n < N, (wp(n),..,wp(n+q-1)) €P}

Supposons tout d’abord N = 2K + m 28 avec m < 2Kt 11 résulte alors de (4.3) que :

t k
m2° N-2

card { n, K*<n< N, (wT(n),...,wT(n+q—1)) € P} =—
2P oPq

Par ailleurs, si Kimot< N< 2K+ (m+1)%,

card {n, Kimat<n< N, (wT(n),...,wT(n+q—1 ) EP } < 2t
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Finalement on a dans tous les cas :

N—2K

F_——

2Pd

<2t

On en déduit existence d’un réel C tel que si N vérifie 26< N < 2*1 ona:

k t
<c+ Yy 2h

card { n < N, (w(n),...,w(n +g-1)) € P}— —E—
h=0

2Pd

t
Comme 2 k/k -0 quand k > o

k
1 t
—_ (C+ Z 2h)—>0 quand k =
k =
2 h=0

ce qui termine la démonstration.

Remarquons que I'on aurait pu donner de la méme maniére une majoration de la

discrépance dans [0,1] 9 de la suite w.

(Manuscrit regu le 24 février 1981)



