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Résumé : Soit IFq le corps fini a q éléments, q étant un entier impair. Par une méthode analogue
a la «méthode du cercle» on démontre que pour tout polynome M de IFq[X] de degré suffisam-

ment grand, I’équation
(E) M =P, +P,+A2

admet une solution (P1,P2,A) ol P; et P, sont des polyndmes irréductibles de IFq[X] , A un poly-
nome de IFq[X] , ces polyndomes vérifiant les conditions de degré les plus restrictives possibles.
Cette méthode donne une évaluation asymptotique du nombre de ces solutions. Ces résultats

restent valables si I’on exige en plus que le polynome A soit irréductible.

Summary : Let IFq be a finite field with q elements, q being odd. By a method similar to the «cir-
cle method» one can prove that for every polynomial M in IFq[X] , if the degree of M is large
enough, the equation

(E) M =P, +P,+A2

1
has solutions (P1,P2,A) where P; and P, are irreducibles polynomials in IFq[X] and A is a polyno-
mial in IFq[X] , the degrees of these polynomials satisfying the most restrictive conditions which
are possible. This method gives an asymptotic estimate for the number of these solutions. These

results remain true even if one asks the polynomial A to be irreducible.
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I.- INTRODUCTION

Soit IFq le corps fini a q éléments, q étant un entier impair. Certaines analogies entre
les propriétés arithmétiques de I'anneau |Fq[X] des polyndmes a une variables sur le corps IFq et
IPanneau Z des entiers relatifs ont été mises en évidence, notamment en ce qui concerne I’arithmé-
tique additive, les problémes de Goldbach ([11]) et de Waring ([2], [15]) ont été étudiés, et plus
particulierement le probleme de Waring pour les carrés ([3], [4], [5], [6], [7], [8], [9]). I est ac-
tuellement connu que tout polyndme de IFq[X] est représentable comme somme de trois carrés
([71), sans que I'on ait une limitation du degré des polyndmes intervenant dans la représentation,
et que tout polyndome M de IFq[X] de degré «assez élevé» est représentable comme somme de

trois polyndmes irréductibles de IFq[X] de degré au plus égal au degré du polyndome M ([11]).

Nous étudions ici la représentation d’un polyndme de I‘Fq[X] comme somme d’un
carré et de deux polyndomes irréductibles. Un premier résultat a été établi dans [16] ol I'on dé-

montre le théoréme suivant.

THEOREME. Si k est un entier strictement inférieur a la caractéristique du corps IFq, si n est
un entier suffisamment grand, tout polynéme K de IFq[X] de degré nk est représentable comme

somme
= k

P P2 étant des polynémes irréductibles unitaires de degré nk, A un polynéme unitaire de degré
n, aj, ag, a3 des éléments de IFq dont la somme est égale au coefficient du terme de degré nk du

polynéme K.

Il est possible d’obtenir de telles représentations pour des polynomes de degré non

multiple de k, et méme d’avoir des représentations de la forme
- k
K= P;+Py+ A%

les polyndmes P], P2 et A n’étant plus unitaires, mais satisfaisant toujours aux conditions de
degré les plus restrictives possibles ; on peut aussi exiger que le polyndome A intervenant dans
une telle représentation soit irréductible. C’est ce que nous faisons ici dans le cas ol k = 2, ol

nous établissons essentiellement le théoréme suivant :

THEOREME. /I existe un entier Ny ne dépendant que de q, tel que, pour tout entier n = Ny

pour tout polynéme M de IFq[X] de degré 2n ou 2n—1, I’équation

— 2
(E) M=P, +Py+A
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admette une solution (P1 ,P2,A) ou Py et P, sont des polynomes irréductibles de IFq[X] de degré
égal au degré de M, ou A est

(i) soit un polynéme de IF [X] de degré strictement inférieur a n,

(ii)  soit un polynéme de IF [X] tel que A2 soit de degré au plus égal au degré de M,

(iii) soit un polynéme irréductlb/e de IF [X] de degré strictement inférieur a n,

(iv) soit un polynéme irréductible de IF [X] tel que A2 soit de degré au plus égal
au degré de M.

On peut remarquer que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes lorsque le polynome M est de
degré impair, ainsi que les conditions (iii) et (iv). On remarque aussi que I’existence d’une solution
satisfaisant 2 la condition (iii) entraine I'existence de solutions satisfaisant aux autres conditions.
Toutefois nous démontrerons de fagon indépendante les quatre parties du théoréme car la démons-
tration fournit une évaluation asymptotique du nombre de solutions de I’équation (E), et ce nom-

bre varie suivant les conditions exigées.

I1. - NOTATIONS

Nous reprenons les notations introduites dans [11] et nous en introduisons de nou-

velles qui nous permettront d’alléger les calculs.

Soit H un polyndome de IFq[X], son degré sera noté d®H, le coefficient de son terme de
plus haut degré sgn(H) ; I'ensemble des polyndmes de degré strictement inférieur au degré de H,
identifié a I’ensemble des classes de congruence modulo H, sera noté CH, et le groupe multiplicatif
des classes inversibles modulo H sera noté C:' , 'ordre de ce groupe sera noté ® (H). La fonction

® ainsi définie a les mémes propriétés que la fonction d’Euler classique.

On désigne par U I'ensemble des polynomes unitaires. Sur U on définit la fonction de

Mobius u par :

1 siH=1,
uH)={ o0 si H est divisible par le carré d’un polyndme irréductible,

(=1)" si H est produit de r polyndmes irréductibles distincts.

L’ensemble des polyndomes irréductibles sera noté /, I’ensemble des polyndomes de
degré m sera noté Dpy I’ensemble des polyndomes de degré strictement inférieur 2 m sera noté Fmn

’ensemble des polyndomes irréductibles de degré m sera noté Im

Si A, B et H sont des polyndmes, la relation A divise B, (respectivement A ne divise pas

N

B) sera notée AIB, (respectivement A|B); la relation A est congrue 2 B modulo H sera notée

A = B (mod H), le plus grand commun diviseur unitaire des polyndmes A et B sera noté (A,B).
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Sur le corps IFq(X) des fractions rationnelles on définit une valuation v par
»(A/B) =d°B—d°A

si A et B sont des polyndmes non nuls. Le complété de IFq(X) pour cette valuation s'identifie
au corps K des séries de Laurent formelles en 1/X a coefficients dans le corps IFq, la valuation
v se prolongeant a K par

v ( z aSXS)=--Sup{rEZ|ar # 0}.
sEZ

A cette valuation v est associée la valeur absolue | Iv définie par

la |v=q—v(a) si a# 0,
10 1,=0.

Nous noterons simplement | | cette valeur absolue, bien que ce dernier symbole soit aussi utilisé
pour désigner la valeur absolue classique sur le corps IR des réels ou le corps €des complexes, mais

il y a peu de risques de confusion.

On désigne par & I'idéal de valuation, et, pour tout entier relatif j, par ‘@i I'idéal
fteKlvy)>j}.

Les ensembles ‘@j sont des sous-groupes compacts du groupe additif localement compact K Dési-

gnons par dt la mesure de Haar sur Knormalisée a 1 sur P.

Soit e un caractére non principal du groupe additif de IFq. On définit un caractere non

principal E du groupe additif de Ken posant

E( 2, aX’)=elay).
sEZ

L’ensemble des éléments non nuls de IFq, respectivement de IFq[X] , respectivement

de K sera noté IF;, respectivement IFq[X]*, respectivement K*.

Si y est nombre réel, on notera [y] la partie entiére de y.

111. - SOMMES DE CARACTERES

Les cing propositions suivantes ont été établies dans [11] ou se démontrent par des

méthodes analogues.

PROPOSITION l11-1. Pour tout entier relatif j, @l a pour mesure q_j.
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PROPOSITION I11-2. (i) Pour tout polynéme A, E(A) = 1.

(ii) Pour tout polynéme H non nul, si A et B sont des polynémes congrus modulo H,
E(A/H) = E(B/H).

(iii) Siu € P2 E(u)=1.

PROPOSITION 111-3. Soient un entier j = 0,u € Ket b € P. Alors

q-i E(ub) si w»(u)> —j,
(111-1) / E(ut)dt =
b+ .

j 0 si v(u)< —j.
PROPOSITION Il1-4. Sojent u € K { u } la partie fractionnaire de u et j un entier naturel. Alors,

d si w{uh)>,
(11-2) D, E(uB)=
BEFi 0 si V({u})( j.

De cette proposition on déduit un corollaire trés souvent utilisé par la suite :

COROLLAIRE. S/ G et H sont des polynémes premiers entre eux,

(111-3) > E(S R)=0;
, Recy M

ainsi que la premiére «formule de changement de variable» :
PROPOSITION I11-5. Soient un entier j =0, u € P et a € Ktels que j = v(a) = — v(u). Alors,

(111-4) S E@B)=— E(uB).

lal
BeE Fj Be Fj—V(a)

Les deux propositions suivantes sont a la base de la deuxieme «formule de changement de varia-

ble». .

PROPOSITION 111-6. Soient j € ZL et a € K*. Si f est une application localement sommable de K

dans € , alors,

(111-5) / f(at)dt=—]— / f(t)dt.
g) lal 2

j j+v(a)

Démonstration. C’est une conséquence de I'unicité, a constante multiplicative pres, de la mesure
de Haar sur K.



134 M. Car

PROPOSITION 111-7. Soient un entier j = 0 et a € Ktels que v(a) = j . Alors,

(111-6) >, E(@B?)= / E(at?)dt .
BEF, P4
Démonstration. L’égalité (111-6) est triviale si j = 0. Supposons j # 0. Soit m € {O,...,j—1 } . Alors,
/ E@?)dt= 2, E@t?)dt= », E(aB?) / E(2atB+at?)dt .
v(t) =-m BeD, /B+P BED, P

SiIBED, etsitE P,

v(at?) > v(at) > v(atB) > v(a)—m = v(a) —j+ 1,

et,
E(2atB +at?) =1.
Donc,
ji—1 =1
1+5 > E@H=1+ Y E(at2)dt=/ E(at?)dt .
m=0 BED, m=0 Jp(t)=-m P~

Donnons maintenant la deuxieme «formule de changement de variable».

PROPOSITION 111-7. Soient un entier j = 0, H un polynéme tel que d°H< j et u un élément de
P tel que v(u) > j+ d°H. Alors,

1
(11-7) > E(uH2B2) =T Z (uB?) .

Démonstration. On a v(uH2) > j—d°H, d’ou, avec (111-6),

> E(uH2B2) = / E(uH2t2)dt,
P—i+d°H

B& F]_doH

puis, avec (111-5) et a nouveau (I11-6),

1 1
Z E(uH2Bz) =— E(utz)dt = — Z E(uBz) .

Terminons ce paragraphe par la derniere «formule de changement de variable» et son corollaire.

PROPOSITION I111-8. Sojent un entier m = Oet u€ P tels que v(u) > m. Alors,

(11-8) D>, EWB?)=g™ . E@wb2x2™ > E(v).
BED,, bEIF; VEF,
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Démonstration. Si B € Dm, il existe b € IFc’; etVE F2m tels que
B2=b2x2M +v,
donc tels que,
E(uBz) = E(ub2X2m)E(uV),
et il existe exactement g™ polyndmes W de Fom tels que
d°B2-b2X2M-W)< m,
et, pour de tels polyndmes,

E(uV) =E(uW).

*

D’autre part, soient b € IF q

etVe F2m‘ Alors, il existe un et un seul polyndome B tel que
d°(B2-b2X2M-V) < m.

En effet, une telle relation détermine le degré de B égal a 2m et le coefficient du terme de plus

haut degré de B qui doit étre égal a b ; elle exige de plus, que les coefficients bo,...,b b du

m-1’
polyndome B et les coefficients Vor-Vom-1 du polyndome V soient liés par les relations

Vom—1 = 26bp, 1,

et, pour j € { m-2,...,1 ,0} ,

Vit = 20, + >, bb,,
r+s =m+j
i<r<m
i<s<m

ce qui détermine b___,...,b1,bn de fagon unique.
m—1 170

COROLLAIRE. Sous les mémes hypothéses,

qM(g-1) si v(u) > 2m+1,
(111-9) > EwB)=]o si v(u) <2m,
BED, qm z e(ab?) si p(u)=2m+1

be IF; etsia€ IF; est tel que V(u-aX_V(u))>V(U)-
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Démonstration. La premiére assertion est immédiate avec (I11-2). Les deux autres assertions sont

des conséquences de (I11-2) et de (111-8).

IV.- LA METHODE DU CERCLE

Soit n un entier tel que

2

logn logn o 1

(1V-1) n> 33— et 20> (33— 2q(log(a) 2+ ).
logq log q 4

Soit M un polyndme de degré 2n ou 2n—1. Soient i € {n,n+1 } » T fi*et g les applications de &
dans € définies par

(1v-2) fl)= 2. E(ta?),
AEF;

(IV-3) flo= 2 E@?,
PEFiﬁl

(1v-4) gt)= D, E(tP)
PEIljom

Soient

(IV-5) R.(M) = /@ £.()g%(E(-Mt)dt,

(1V-6) R(M) = / g2 (-Mr)dt.

Alors, d’aprés (111-1), R; (M), respectivement R’i"(M) est égal au nombre de solutions de I’équation
- 2
M=P, +P,+A
ou Py et P2 sont des polyndmes irréductibles de degré d°M, ol A est un polyndme de degré stric-

tement inférieur a i, respectivement un polyndome irréductible de degré strictement inférieur a i.

Les intégrales Rn(M) et R’;(M) nous donneront le nombre de solutions de I’équation (E) satisfai-
sant aux conditions (i) et (iii), et les intégrales Ro+1(M) et R;+](M) nous donneront, pour des
polyndmes M de degré pair, le nombre de solutions de I’'équation (E) satisfaisant aux conditions
(if) et (iv).

Posons

(IV-7) 5= [33 log(")].
log(q)
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(1V-8) N =2(n-s).
On appelle fraction de Farey a I'ordre N toute fraction rationnelle G/H telle que

(i)  H est un polyndme unitaire de degré au plus N,
(i) Gecy

Si G/H est une fraction de Farey a I'ordre N, la boule
= G 0
UG/H—{tE P Iv(t—ﬁ)> d°H+N}

est appelée arc de Farey de centre G/H.

Lorsque G/H parcourt I'ensemble des fractions de Farey a I'ordre N, les arcs de Farey UG/H
forment une partition de & . C’est le théoréme 4-3 de [11].

Sur les arcs de Farey UG/H tels que d°H < 2s on saura calculer fi(t) et on aura une bonne appro-
ximation de g(t) et de fi*(t) ; ces arcs seront dits majeurs. Soit Q leur réunion et C’ la réunion

des arcs restants.

Si G/H est une fraction de Farey a I'ordre N, soient

(1v-9) g = / £.(t)g%(DE(-Mt)dt,
Ue/H

et

(1V-10) lg/H(M)= f fi*(t)gz(t)E(—Mt)dt. .
UG/H

Les sommes

/ fOPOEM)dt= D, 2. . lom™
a HeuU GECY
d°H < 25

*0)g2()E(-Mt)dt= D, Sk LMm)
/(;, : HEU  GEC G/H
d°H < 25

. *
donneront de bonnes approximations de Ri(M) et R; (M) ; leurs calculs nous donneront les pre-

miers termes des séries singuliéres ey (M) et G’ (M)* qui seront étudiées au paragraphe suivant.

Lorsque t décrit Cl.’ on a une majoration de fi(t) et de fi*(t) ; si la majoration de fi(t) est assez
simple, il n’en est pas de méme de celle de fi*(t) qui nécessitera I'utilisation d’un crible, ce qui

sera fait au paragraphe VII, et la majoration de sommes doubles, ce qui sera fait au paragraphe VI.
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V. - LES SERIES SINGULIERES G’(M) ET G’ (M)*

Dans ce paragraphe M est un polynome de IF c|[X] fixé.

Si G et H sont des polyndmes premiers entre eux, soient

(v-1) sGHI= 3 E(EAY),
AECy

(v-2) sGH)= 3 E(ZA7).
AEC] H

Si H est un polyndme non nul, soient

(v-3) CMHI= 3. SGHE(-MD,
GEC H

(V-4) C*MH)= 2. SHGHIE(-M).
GEC H

Les deux propositions suivantes se démontrent comme les théorémes 8-4 et 8-8 de [1], avec quel-
ques simplifications pour la derniére proposition permettant d’avoir une égalité au lieu d'une
majoration.
PROPOSITION V-1. Les fonctions H = C(M,H) et H = C*(M,H) sont multiplicatives.
PROPOSITION V-2. Si G et H sont des polyndomes premiers entre eux,
(V-5) IS(G,H) I=1H 12,
M
Si P est un polyndme irréductible ne divisant pas M, on définit le symbole de Legendre (;—) par
M 1 si M est carré modulo P,
('I; ) =
—1 si M n’est pas carré modulo P.
PROPOSITION V-3. Soit P un polynéme irréductible. Alors,
(V-6) siPIM, C(M,P)=0 et C*(MP)=1—1P I,

(V-7) si PJM, C(M,P) = (%) IPlet Cx(M,P)=1+ (-’;-A-) IP1.

Démonstration. Soit u(M) le nombre de solutions de la congruence

M= L2 (modP).
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Alors,

CMP)= 2, D E((AZ-M)G/P)=u(M)®(P) - (IP |- u(M)),
GECp AEC

C(M,P) = (u(M)-1) IP I.
La somme C*(M,P) se traite de la méme fagon.
COROLLAIRE 1. S/ P est un polynéme irréductib/e,
(V-8) IC*MP) IS 1+IPI.
COROLLAIRE 2. S/ H est un polynéme sans facteur carré,
(V-9) ICMH) IS IH I,
(V-10) lcx(M,H) 1< THI12eH)T.
Démonstration. (V-9) est immédiate. Si H est sans facteur carré,

lcxMH) 1= T lcxMP)I< T (+Iph)= T (IPR=1)(P k1),
Pe/InuU PelInU PelinU
PIH PIH PIH

lcxMH) < T (IPR(IPHI)=1H 2/ ®(H).
PE/INU
PIH

PROPOSITION V-4, // existe une constante C1 ne dépendant que de q, telle que, pour tout poly-

néme H de degré au moins égal a 2,
(V-11) ®(H) >C; IH I (log(d®H)) " .
Démonstration. Comme pour le théoréme 5-1, chapitre | de [12] .

PROPOSITION V-5. La série

2
u“(H) C(M,H)
(V-12) G’ M) = c
HeU IHI®2(H)
est absolument convergente ; de plus il existe une constante C2 > 0, ne dépendant que de q,

telle que, pour tout entier T = 2,
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2
(V-13) PH) CMH) | Cya V2.
HEU IHI®2(H)
d°H>T
D’autre part,
(v-14) FMm= T (+E)pi-172),
PEINU P
PYM

et il existe une constante C3 > 0, ne dépendant que de q telle que

(V-15) G (M) > Cs.

M. Car

Démonstration. Si le polyndme H est sans facteur carré, et de degré supérieur a T, d’apres (V-9)

et (V-11),

ICMH) TH 17T @(H) 2 1 < @(H) 2 < C7%(log(d®H))
d’ol,

2 oo
p2(M) C(M,H _ _ _
> (M) C( )|<c12 > (log )2 q h<C20I T/2.
HeEU IHI®%(H) h=T

d°H>T

C2 ne dépendant que de q.

La série G’ (M) est absolument convergente et s’écrit comme produit eulérien

GMm= 1 <1+|TC(ML>,
P

PE/INU (1P 1-1)2

et (V-14) se déduit de la proposition V-3. Enfin,

Gm=> T a-(lPl-)2> 1 (1=(1p1-1)"3) >

Pe/INU Pe/INU
PIM

ce dernier produit est strictement positif ; notons le C3 .

PROPOSITION V-6. La série

(V-16) GO(M)* = Z #2(H)C*(M,H)

HeU IHI®3(H)

s

(-g-127,

est absolument convergente ; de plus, il existe une constante C 4 > 0, ne dépendant que de q,

telle que, pour tout entier T = 2,
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2 *
(V-17) 3 pH) CHMH) | cpa 2.
HEU  IHI®2(H)
d°H>T
D’ ,
autre part, 1 1+(%|_)IPI
o o () ()
PEINU a(P)2//\peinu o(P)3
PIM PAM
e,
(V-19) G M)* >¢5.

Démonstration. Si le polyndme H est sans facteur carré et de degré au moins égal a T, d’apres
(V-10) et (V-11),

|C*(MH)B(H) > | < €74 (log(d®H))* 1H 172,

et (V-17) se démontre comme (V-13). En écrivant G')(M)* comme produit eulérien et en utilisant
la proposition V-3 on obtient (V-18) . Enfin

G’(M)*>( I (1—<1>(P)‘2>< I 1+1—|P|>> Cs.-

PE/NU peinU  &pP)>3
PIM PIM

VL. - MAJORATION DE SOMMES DE CARACTERES
Dans ce paragraphe G et H sont des polyndmes premiers entre eux.
PROPOSITION VI-1. Soit r un entier naturel. Alors,

(VI-1) IS E(CAY) i< sup (g IH 1712 1112,
A€f, H

Démonstration. On majore cette par la méthode de Weyl déja utilisée dans [15] . Désignons par S
cette somme. Alors,

Is12= 3 > E(E@I-AZ)= X X E(S@aB+A?),
A1 EF, A, EF, H A€F, BefF, H

Is12< 3 | 2 E(SpaB+AZ)i= X | > E(SaB)I,
A€fF, BefF, M AEF, BefF, M
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d’ob, avec (I11-3),
si ({GAMHY}) >,
1S12<q" 3 vA)  ob  v(A)=
AEF, 0 si W({GAH})< T

Si d°

H < r, v(A) =1 si et seulement si A est congru 2 0 modulo H.
Sid°H<

T

o]

Sid°H >,

Is12<q" Y viA)=¢" D 1=IHI.

AECy RECY
d°R< d°H-r

5 q2r
IS12< sup [, IH1).
h p(lm )

PROPOSITION VI-2. Sojent a et b des entiers strictement positifs, A une partie de Fa , B une par-
tie de F\, et

Dans les deux cas,

saB)= 3 Y E( A282
A€A BEB

Alors,

Démonstration. L'inégalité de Schwarz donne

154,8) 12< g2 3. 1 3 E( A282 12<q > 1Y E(—A282)|2
A€A BEB AEF, BEB

15(4,8) 12 < ¢? E > s
| EB BZEB By’
oﬁ,pourB1EFb,Bzer,
S22
531,32 Z E ( A (BS -B2 5)).
a

Alors, comme pour la majoration précédente,

Isg. g 12< 20 1 2 E(2—(82 BS) AT) |,
2 AEF, TEF,
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(I11-1) permet d’écrire

G
2¢ ¥ » S p2_p2
'S8,,8,1° < £ (257 (8] - B3

d’od,

'S(A,B) |4 < q2a+2b Z

puis, en procédant comme pour |3 Proposition (V|.1),
GATBvV
15(4,8) 14 < g2a+2b 2 2 2 2 E(aSATBY ).
A€EF, TEF, BeF VEF H

Soit, pour toyt polyndme R

€(R)=
O s »{GRH})< b,
et 5(R) le nombre de solutions (A,T,B) e F. x F. x Fy, de 'équation
R=ATB

Alors, d’aprés (1-1)

'S(A,B) ,4< q2a+3b Z

€(R)8(R),
REF tb—
d’ol,
I5(4,8) 18 < g%ateb (3 SRZ)(Y ew)).
RE€Ftb—o REF 2a+b-2
Posons
e(ab)= > e(R) .
REFatbr
Sid°H<

—~)—+0
e(a,b)=q23+b 2—d H,

sib< d%H < 2a+b-2,

- o]
clab)= 37 ¥ €(LH+R) = g22+b~2-4H 2. R
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. (o] Opy_| —
e(ab) = q22T02-0°H (d°H-b_ 222

si d°H > 2a+b—2,
0
e(a,b) < Z e(R)= qd Hb
ReCy
Dans tous les cas,
2a+b—2

e(a,b) < Sup (q———-

IHI Jq ) q ¢

D’autre part,

E S(R)Z ‘q23+b’
REF4+p-2

d’ou,

2
1S(4,B) |8 < q83+8b Sup (?_H_I_, q"2—b, IH Iq—(2a+2b)> )

De la méme fagon on aurait,

-2
1S(A,B) |8 < q8a+8b Sup (I_‘_‘m’ q-2—a’ IH |q‘<2a+2b)> )

PROPOSITION VI-3. Sojent m, a et b des entiers strictement positifs, A un ensemble de poly-
noémes A tels que a < d°A < a+m, B un ensemble de polynémes B tels que b < d°B < b+m.
Soit

G
TAB)= D, 2 E(—A2B2).
AEA BEB H
d°(AB) < atb+m

Alors,

(VI-3) 1T(4,8) 1< zmqa+b+m Sup( IH |—1/8’ q(a-*-b+m)/4 IH 11/8’ q-(a+b+m)/16 ).

Démonstration. Désignons par T I’ensemble des couples d’entiers (e,) tels que
asa<atm | b< B< atbtma.

Partageons I'ensemble T en ensembles élémentaires C, i définis de la fagon suivante :

R

C11=[a,a+-rzﬂ[ x [ b,b+-’2ﬂ[ﬂl xZ .
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Si i est un entier compris entre 2et h=[logm /[ log 2]+ 1, jvariede 1 a 2i~1 et, si

i-2
j—1=zo 4.2, dj’rE{Oﬂ},
r=

b+m
C34
Ca1
C33
b+ M
2
C3,
C1,1
€22
C34
b
m
a a+ > a+m
_ —i —i
Ci,j—[ai,j’ai,j+ m2 [ x [bi,j’ bi,j+m2 [NZ x Z
ol,
i—2 , i-2 ,
= —T— _ —r—
3;=atm Zo d 2 , bj;=b+m Zo e, 2",

les coefficients dj ret € r étant liés par la relation
)

)

De ce fait, lorsque j variede 1 a 2i—1, ona

(*) aij+bij+m21_i=a+b+m-

145

Le plus grand des nombres a; . + m2 esta+m-— m2—h, le plus grand des nombres b; . +m27

L)

est b + m — m2 M et il nexiste pas d'entier dans les intervalles [a+m-m2 N a+m[et
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b+m-m2™" b+m[.

Les ensembles C ij (1<ig<h 1<j< 1i—1) forment donc une partition de T, et, si pour
).

i€ {1,...,_h}, pour j € {1 20

S= 2 T eas)
(a,B)EC”- AEA BEB
’ d°A=a d°B=8

2[‘1
T(AB)—E > Si
i=1  j=1

La proposition précédente permet de majorer chacune des sommes Si i Compte tenu de I'égalité
).

(*), on obtient
1S.. ] < qa+b+m Sup( IH |—1/8’ q—(a+b+m)/4lH |1/8, q—(a+b+m)/16 ) ;

etilya

h .

3 2T =oh o< om

i=1
sommes S i
PROPOSITION VI-4, Soient m, a, b et ¢ des entiers strictement positifs tels que b<< c, A un en-
semble de polynémes A tels que a< d°A < a+m et B un ensemble de polyndmes B tels que

< d°B < c+m. Soit

G
UAB)= Y, > E(—A2B?).
AEA BEB H
d°(AB) < atctm

Alors,

(VI-4) 1U(A,B) | < (2m+1)q2TetM syp(11 | V8 g~(atetm)/4 | 1/8 (~(atctm)/16)

Démonstration. On partage la somme U(A,B) en deux sommes U1 et U2 ol

G
3 2 E(=AZBY) et U,= D 3 E( A232)
A€A BeBnF, M AEA BEB
c<d°B< a+c+m—d°A

Avec (VI-1) et (VI-3) il vient

10y 1< @TMFC gup( 11 1718, grlatetm)/4 1y 1/8 hq(q=(atm)/8 (=c/8))

q
lU2 | < zmqa+c+m Sup( IH |—1/8, q—(a+c+m)/4 IH |1/8’ q—(a+s+m)/16 ),

d’oli 1a majoration (VI-4).
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G 2
VII.-MAJORATION DE LASOMME 2,  E(=P?)
H
PEINF,,

Dans ce paragraphe m et r sont des entiers strictement positifs tels que
2 -2, ]
m = Sup(8r+1, 2r“(2q(log q) +Z)) ,
H est un polyndme tel que d°H € [4r,2m—4r] et G est un polyndme premier & H. Soit

G
(V1I-1) s= . E(-'_—'Pz).
PEINF,
Pour majorer la somme S nous utilisons un crible semblable a celui utilisé pour majorer des som-

mes analogues portant sur des nombres premiers. (Voir [10] par exemple). Soit

(VI1-2) B = II P.
PEINU
d°P < m/2

Soient D I’ensemble des diviseurs unitaires de B, D’ I’ensemble des polynomes D de D dont tous
les diviseurs irréductibles sont de degré strictement inférieur a 2r et soit D”’ le complémentaire de
D’ dans D.

Si j est un entier naturel, F]* désignera I’ensemble des polynomes non nuls de F‘-.

PROPOSITION VII-1.

G
(VII-3) Is= 2 wo) 2, E(2D2A2) < qm+1)/2
DED AEF__40p
d°D<m

Démonstration. Si u € Fm est premier a B, les facteurs irréductibles de U sont de degré au moins

égal 2 m/2 et U est irréductible. Donc,

G G
Y E(=P)= 2 E(=U),
PE/ H UEFy H
m/2<d°P<m (U,B)=1

et, avec I'identité de Mobius,
G G G
2 E(=U= 3w X E(DUh= 3 ub) X E(ZATDY
UEF,, DED very H DED AEF}_jop!
(U,B)=1 d°D<m DIU d°D<m

d’autre part,
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LY e Sy i< g2,
PE/

d°P<m/2
d’ols la majoration (V11-3). .
Si D est un polyndme de D de degré strictement inférieur a m, soit
G
(VII-4) Sp= 2. , E (—A2p?).
A€F L
Désignons par D0 , respectivement D] I’ensemble des polyndmes D de D tels que u(D) =1, res-
pectivement u(D) =-1.

PROPOSITION VII-2. Pourj€{0,1},

(VII-5) | > Spl<rgmT+q.
DED,
d°D< r

Démonstration. Soit D € Di N Fr . Posons
H'=H/(H,DY) , G =GD%(H,D?).

Les polyndmes H’ et G’ sont premiers entre eux et
G!
Q H’
A€F D
Avec (VI-1) ona '

(o] —_
1Sp | <1+ Sup(@™ 4D (1] 12 11 1/2),

D’autre part,

d°H’ < d°H < 2m—4r et d°H’ > d°H-2d°D = 2r,

donc,

. (o]
ISp 1< 1+q™ r—d"D

et
’ m-r r—1

Y syl X (=t <d 4" Y 1.
DED,NF, pepnf, D! h=0
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PROPOSITION VII-3. Pour j €{0,1},

VIl-6 | Spy | < 2mq™ /2
D
| DED,
r<d°D<m-r

Démonstration. La proposition VI-4 s’applique ici et donne

DGD]-
r <d°D < m—r

Les inégalités vérifiées par m, r et d°H donnent alors (V1I-6).

PROPOSITION VII-4. Soit, pour tout entier k > 0, h(k) /e nombre de polynémes de D’ de degré
strictement inférieur a k. Alors,

(VII-7) h(k) < gk(1=(1/2r)) + 2qr/log’q.

Démonstration. Si D € D’, D est sans facteur carré et tous ses facteurs irréductibles sont de degré

strictement inférieur a 2r. Soit

v=1-(1/2r).
Alors,

< 2 < 2 @IDIY<gY M (+IpITY,
DGD'ﬂFk DGD'ﬁFk PEIﬁF2r

2r—1 .
logh(k)/ak) < 2. log1+IP 1)< > IPIV<Y o1V

PE/INF,, PE/NF,, =
‘ q(1--v)2r
log(h(k)/q"¥) < ————=2rq/logq.
(1-v)log q

La majoration de h(k) s’en déduit.
PROPOSITION VII-5. Pour j€{0,1} ,

(V11-8) | > Sp | < q"/2(g-1)rq2"(log a) 72 qm(1=(1/2r))
D=DND;
m-r<d°D<m

Démonstration. Désignons cette somme par Tj’. Alors,



150 M. Car

] G G
= > > E(=A2D%Y)= D, > E(gAzDz),
DED;ND’ AEF* H AEF} DeDND’
mrT<d°D<m d°AD)< m m-r < d°D< m—d°A

Tl < >, h(m—d°A);
AEFT

la majoration précédente nous donne

_2 -
|Tj,|< q2rq(|ogq) q(I“m)/2fqm Z IA | 1,

%
AEF,
d’ous (VII-8).
PROPOSITION VII-6. Pour j € { 0,1 } ,
(VI1-9) | > Sp | < ra=1)(4m+2)(1+log m)g™ 4.
De Dj nD”

mT <d°D<m
D
Démonstration. Soit Tj’ ’ cette somme. Comme précédemment,

G, 2,2

(VI1-10) = > > £ (=A%D?).

AEFr* DED, N D"
m-r < d°D < m—d°A

Si D € D”, D a w(D) facteurs irréductibles unitaires P tels que d°P > 2r, avec w(D) < m/2r.

Soit K =[m/2r], et, pour k=1,2,....K, soit

G
(VII1-11) = > . > E(—A2D?).
" AEF, DED;ND” H
w(D)=k

m—r < d°D < m—d°A

Posons pour A € Fr ,

0 (A)= 2. 2 E (%A2 P2V,
PE/ VeD;
2r< dP<m/2 mr<d®(VP) < m—d®A
w(V)=k—-1
ou,
D, i j=0,
D. =

—

Do si ]=]
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Alors,
1
(VI1-12) ™ == 2 6, (A).

La somme ®i k(A) s’écrit comme différence 8(1) —©(2) ges deux sommes

oll) = S >, E(ZA2p2y2),
Pe/ VeD, H
2r < d°P < m/2 d°(VP)< m—d°A
w(V)=k-1
et
62 - 3 > E(SA2p2v2).
PED VED; H
2r < d°P < m/2 dP(VP) < m—r
w(V)=k-1

La proposition VI-4 donne une majoration de ces sommes ; si
H’ = H/(H,A2) et G’ =GA2/ (H,A?),

181 1< (2m+1)q™ 9°A sup( 111718 111 1/8 g=(m=d°A)/4 ~(m—d°A)/16),
1002) | < (2m+1)q™ " sup( 11718, |y 1/8 g=(m—1)/4 =(m=1)/16)
dol
101 -0 | < (4m+yqmd°A g4,

et, avec (VII-10), (VII-11) et (V1I-12)

K
1 1
ITI<@mt2) " S <) X — ).
J —~ k *|A
k=1 AEFr

PROPOSITION VII-7. /I existe une constante C 5 > 0, ne dépendant que de q telle que, pour tout
entier r > 0, pour tout entier m = Sup(8r+1, 2r2(2q(log q)_.2 + 1/4), si H est un polynéme tel

que d°H € [4r,2m—4r] , si G est un polynéme premier a H,

G -
(VII-13) 2 E (—P?) I< Cg rm log(m)q™ /4.
pesnF, M

Démonstration. Avec (VI1I-3), (V1I-4), (V1I-5), (V1I-6), (V11-8) et (VII-9), on a
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1
Is| < gm+1)/2, > (g™ + g +2mg™ /2 +
j=0

- qV/2(q-1)rq2ar(los Q) 2qm(~(1120) 1 (g-1)r(am+2)(1-+log m)g™ 74) ;

d'obr (VI1-13).

VIIL. - EVALUATION DE fi(t)
PROPOSITION VIlI-1. Soit u € P de valuation v(u) = i. Alors

() s vlu) > 21, fiu)=q;
(i) s vlu) = Zaveck < i, fjlu) =a¥;

(i) si v(u) = 2k+1 avec k< i, si aest I'élément de IF; tel que
V(u—aX_Zk_1) > 2k+1,

flu=ak 2. eab?).
b€ IF,

Démonstration. (i) est immédiat. Pour avoir (ii) et (iii) on écrit

i1
fu=1+> 2 E(A)
m=0 A€D,

et on applique le corollaire de la proposition I11-8. Si »(u) = 2k,

k=1
=1+ Y aMa1)=d";
m=0

siv(u)=2k+1,etsia€ IF: est tel que v(u—aX_Zk_l) > 2k,

k=1
fu=1+ > a2 el =ak 2 elab?)
‘ m=0 bEIF; bEIF,

M. Car

On remarque que, pour a € IFq*, pour tout entier k > i, pour v € g)k , f(v+aX_k) ne dépend

que de a et de k. Posons

(VIII-1) flv+aX ¥) = p(a k).

G
PROPOSITION VIII-2. Soit t = ﬁ + u appartenant a I'arc de Farey UG/H ot d°H < i. Alors,

(VI11-2) f(t) = 1H 177 5(G,H)f(u).
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Démonstration. On a

flotu= X % E(S+uRLE?)=
H RECy LEF_qo4 H

G
> E (= R%) D, E(u(R2+2RHL+L2H2)

Si RECyetsi LEFi—doH’
»uR?) >N-i+2>2 et  p(uLRH) > N-i+2 > 2,
d’ou, avec (111-7) et (V-1),

G e _
ACEE 2. E(=R}Y) D EuL2H?) =s(GH) IH 1T D E(uL?).
Recy M LeF_yoy LEF,

PROPOSITION VIII-3. Soit G/H une fraction de Farey telle que 2s < d°H < N. Alors, si

(VI1-3) 1£(t) | <qF>.
Démonstration. Lorsque d°H < i, les deux propositions précédentes donnent
I£(t) | < ISGH) ITH 17T g,

et, (VH1-3) se déduit de (V-5).

G
Lorsque d°H > i, v (t —H) > 2(n—s) + d°H > 2n+1, et,
fi(t) = fi(G/H) ;

(V111-3) se déduit alors de (VI-1).

IX. - APPROXIMATION DE g(t) SUR LES ARCS MAJEURS

Les théorémes de répartition des nombres premiers dans les progressions arithméti-
ques se généralisent aux polyndmes irréductibles de IFq[X] . On a les théorémes suivants consé-

quences de résultats établis dans [13] et [14] .
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THEOREME A. Soit, pour tout entier m > 0, n(m) /e nombre de polynémes irréductibles uni-
taires de degré m de IFq[X] . Alors,

qm—2qm/2 < ma(m) < qM.

THEOREME B. Soit, pour tout entier m > 0, pour tout polynéme unitaire H, pour tout polyné-
me K premier a H, II(m,H,K) /e nombre de polynémes irréductibles de degré m congrus a K mo-
dulo H. Alors,

m

-1
| TT(m,H,K) - o) o (d°H + 1)g™2,

m®(H)
THEOREME C. Soit, pour tout entier m > 0, pour tout entier k 2 0, pour tout polynéme uni-
taire H, pour tout polynéme K premier a H, TI(m,H,k,K) fe nombre de polynémes irréductibles P

de degré m, congrus a K modulo H et tels que

(o] o]
d°(x9 P K- x9"Kp) < ¢ + d°k - k.

Alors,
m—k

II(mH,kK) - ——— | < (k + dOH + 1)q™2.
m®(H)

Ce dernier théoréme correspond a une partition des polyndmes irréductibles suivant les différents
restes modulo H, et les différents systemes (am yeros am—k+1) possibles pour les coefficients des k

termes de plus haut degré. Définissons d’une autre fagon une telle partition.

DEFINITION. Soit H un polynéme non nul. Les polynémes A et B sont dits équivalents modulo
RH si
1) A et B sont congrus modulo H,

2) d°(A-B) < N.
La proposition suivante nous donne un systéme de représentants des classes modulo Ry

PROPOSITION IX-1. Soit H un polynéme non nul de degré d°H < 2s, soit w =N — d°H, et,

pour tout entier m = N, soit A m I’'ensemble des polynémes
A=WWYHB +R
ou B décrit Dm N ou R parcourt I’ensemble des restes modulo H. Alors, la réunion des classes

modulo H et des différents ensembles A m ou m = N constitue un systéme de représentants des

classes d’équivalence modulo Ry -
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Démonstration. Remarquons que des polyndmes A et B de degré différents supérieurs ou égaux
a N sont distincts modulo Ry et que des polyndmes A et B de degrés strictement inférieur a N

congrus modulo H sont congrus modulo Ry.
Soit un entier m = N. Les polyndmes de Am sont de degré m. Soient
A=XYHB+R et A’=X“HB'+R’

des polynomes de A S’ils sont équivalents modulo Ry , alors R=R’et d°(A-A’) < N, les po-
lynomes XWHB et XWHB’ ont mémes m — N+ 1 premiers coefficients, il en est de méme des poly-
ndmes HB et HB’ qui sont de degré m — w, et par suite, d°(HB—HB’) < m—w — (m—N) =d°H,
d’oll B = B’. Chaque ensemble Am contient au plus un représentant de chaque classe modulo Ry,

de plus,

Card(4, ) = (g-1)gM IH I.

Or, les polyndmes de D se répartissent en exactement (g1 )qm_N I H | classes d’équivalence
modulo RH . Am est donc un systéme complet de représentants modulo Ry des polyndomes de

degré m.

PROPOSITION 1X-2. Soit t appartenant a I'arc de Farey Ug /H . Alors si A et A’ sont des polyno-

mes équivalents modulo RH ,
E(tA) = E(tA’).

Démonstration. Immédiate.

G
PROPOSITION IX-3. Soit t= ﬁ + u appartenant a I’arc majeur UG/H . Alors,

(1X-1) 18() —f;‘(:’) Glol) | < (q1)(dst)g™,
ou
(g=1) IM I (d°m)7 si v(u)> d°M+1,
(1X-2) G((u)) = —IM I (d°m)7! si v(u) = d°M+1,
0 si v(u) < d°M.

Démonstration. Posons d°M = m. Utilisons le systéme de représentants des classes modulo Ry
donné par la proposition 1X-1. Si A € Am , notons provisoirement P(m;H,A) le nombre de poly-

nomes irréductibles de degré m équivalents a3 A modulo Ry- Alors,

gt) = 2. E(P) = D E(tA)P(mHA) .
PEIm AEAm
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Si A et H ne sont pas premiers entre eux, et si P est un polyndme irréductible congru a A modulo

H, P divise H ; ceci ne pouvant se produire pour des polynomes P de degré m = 2n—1> d®H,

)= O E(tA) P(mHA).
A EAm

(A,H)=1

Si les polyndmes A et P de degré m sont équivalents modulo Ry , ils sont congrus modulo H, et,
0 0
dO(x9"Ap —x9"PA) < m + N =dOA + d°P — (m—N) ;

le nombre P(m;H,A) est donc le nombre II(m;H,m—N,A) intervenant au théoréme C ; d’oll,

N

D EAY 1< (g-1) @™ N &(H) (m—N-+dOH+1)q™ 2.
m®(H) AEA

(AH)=1

g(t) -

Utilisons la définition de A m ©t le fait que d°H < 2s,
N

> E(ER) E(R) 2, E(uXWHB) | < (q-1)(4s+1)g" s,

g(t) -
m®H) gecy H BED,

SiReCy, v(uR) > 1 et E(uR) =1 ;de plus, comme pour le théoréme 3-1, chapitre VI de [12],

on a

2 *E(SR)z“(H)’

RECH
d’ou,
aNu(H) W n+ds
(1X-3) lg(t) - o D E@XVHB) | < (q=1)(ds+1)q"H4s
BED,
Ona

m+1-N > m—N > N=p(XW¥H) > —(u) .

La «premiére formule de changement de variable» donne

(Q'1)qm—N si p(u) > mt1,

2. EuXHB)= 2 Ew)={ -q"N & ) =mt1,
BED, N IXHIBED,

0 si v(u) < m.

La valeur de cette somme ne dépend que de la valuation de u. On pose

Ghlu)=— Y EB)

m
BED,
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d’oti (1X-2) ; (IX-1) se déduit alors de (1X-3).
COROLLAIRE. Sous les mémes hypotheéses,

2 BAH) 5 2 3n+4 -1
(1X-4) | g=(t) ——— G*(¥(u)) | < 2(q—1)*(4s+1)q " *5(d°M)"".

®2(H)

Démonstration. Le théoréme A nous donne la majoration triviale
lg(t) | <(q-1)qM/m;

on conclut avec (IX-1) et (1X-2).

X. - EVALUATION DE £ (t)

L’étude de fi sur les arcs majeurs est semblable a celle de la fonction g. Nous avons
besoin d’une équivalence Ri H donnant une partition de I’ensemble des polyndmes irréductibles
)

plus fine que celle donnée par la relation Ry-

DEFINITION. Soit H un polynéme non nul. Les polynémes A et B seront dits équivalents modu-
lo Ri H si

1) A et B sont congrus modulo H,
2) d°A < i—set d°B < i~sou d°A > i~set d°(A-B) < 2i-2s—d°A.

La proposition suivante donne, pour un polynome H appartenant a Fog41,un systeme de repré-

sentants des classes modulo Ri H-
)

PROPOSITION X-1. Soit H un polynéme de degré au plus 2s. Soient, pour tout entier
re{ i—s,...,i—]} ,

w(i,r) = 2(i-s) —r — d°H,
etA i(r) 'ensemble des polynémes
A= Xw(i’r)HB +R

ou R décrit CH , ou B décrit D2(r +s—i)° Alors, la réunion de Cy et des ensembles Ai(R)

(i=s < r <'i) constitue un systéme de représentants des classes modulo Ri H des polynémes de Fi'
)
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Démonstration. Comme pour la proposition IX-1.

PROPOSITION X-2. Soit t appartenant a I'arc majeur U /H Si A et B sont des polynémes équi-
valents modulo Rin> alors,

E(tA2) = E(tB?).

Démonstration. Immédiate.

DEFINITIONS. Pour tout entier k = 2, soit

k—1
(X-1) o, =(g1) Y dr,
r=1

et soit ¥; l'application de '@N dans @ définies par

o; si v(u)>2i-1,

(X-2) \Ili(u) = o Si vu)=2k avec k< i,
o tak (2 elab)k si
bEIFq

v(u) =2k+1avec k < ietsiaest
'élément de IF, tel que p(u—aX Wy > ().

On remarque que si u = ax () 4 v avec a € IF; et v(v) > v(u), \Ili(u) ne dépend que de a et de

v(u). Posons
(X-3) ¥, (u) = ¢} (a,p(u)).

PROPOSITION X-3. /I existe une constante Ce > 0, ne dépendant que de q, telle que, si
t=G/H + u appartient a I'arc majeur Ug H>

* S*(G»H) i
(X-4) £ (1) - *i ¥ () 1 < Cgs ¥l
Démonstration. On a
i—1
(X-5) fH)=2 s ou S()= D EP).
=1 PEI

Utilisons le systéme de représentants des classes modulo Ri H donné par la proposition X=1. Si
)
re { is,...,i—1 } ,SiAE Ai(r), notons Pi(r,H,A) le nombre de polyndmes irréductibles de degré r

équivalents 3 A modulo R, sir € {1,...,i—s—1} , si R €y, notons pi(r,H,R) le nombre de
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polynomes irréductibles de degré r équivalents a R modulo Ri H - Alors, pour r € { i—s,...,i—1 } ,

S(t)= 2 E(AYp(rHA),
AEAi(r)

(AH)=1

pourr € {d°H+1 yeenyi—sT1 } ,

Il

5(0) = 2. E@RIp{rHR),

RECy
et, pourr € {1,...,d°H } R

S(0) = 2 E(R?py(rHR).

Si A et H sont premiers entre eux, Pi(r;H,A) est égal au nombre II(r;H,2r—2i+2s,A) du théoréme
C, si R et H sont premiers entre eux, pi(r;H,R) est égal au nombre I1(r;H,R) du théoréme B. Donc

en procédant comme pour la fonction g, on obtient pour r € {i—s,...,i—l :' ,
2i—2s—r

s - 2 E (ng) > E(u(R+Xw(i’r)HB)2)9j;(—IF | <
RECH B €Dy (r-+s-i) '

(a=1)® (H)q2( 57 224 25+dOH+1) < 4s(q-1)q2(TF2571)g"/2
SiR ECH ’ siB€E D2(|'+S_i) ,

la deuxieme «formule de changement de variable» donne alors,

. _ 2 v 2(r+2s-) r/2
(x-6) 1S,(1) @(H) RgC = BgDrE(uB ) | < d4s(q—1)q2(rt2s7i)gr/2

De la méme fagon, pourr € {d°H+1,...,i—s—1 } ,

— r
(a1 £ (2R2) < (26+1)g%"72,

rd(H) & ecy, H

(X-7) IS (1) -

et, pour r € { 1,...,d°H },

—1\AF
(X-8) IS,(t) —(q g Z E (ERQ) I< (2s+1)q25qr/2 + A (H),
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ol Ar(H) désigne le nombre de diviseurs irréductibles de H de degré r. On remarque que si
re{t,. i1},

2. E@B?) =card(D) = (q-1)d",
BED,

donc, avec (X-5), (X-6), (X-7), (X-8), le corollaire de la proposition 111-8, les définitions (X-1) et
(X-2), en majorant la somme des Ar(H) par d°H , on obtient

I -eH" 2 E (S R¥0) | < Cgsa™qi/2,
Rec; H

Ce étant une constante qui ne dépend que de g.

Sur @’ on a simplement une majoration de f*i‘(t).
PROPOSITION X-4. // existe une constante C4 > 0, ne dépendant que de q, telle que, sit€ Q’,
(X-9) I£5(t) | < € islog(i)alq 8.

Démonstration. Si t € Q. ’, il existe un arc de Farey UG/H tel que t € UG/H et 2s< d°H <
2n—2s < 2(n+1)—2s. Alors, si A € Fi)

G
E(tA2) =E (—A2).
H
Donc,

fo= 2 E(=8)),
pernfF, H

comme i € { n,n+1 } , et que n vérifie la condition (1V-1), on peut appliquer la proposition VII-7

avec r =[s/2], ce qui nous donne le résultat annoncé.

XI. - APPROXIMATION DE R;(M) ET DE R.'(M)

Posons

JyM) = /c/ fO2OEMYd 5 ) (M) = /a (DX (DE(-Mo)de

Jr(M) = f@ f (g2 (ECMDd J;*M)=/q: fi (gZ(UE(-M)dt.
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PROPOSITION XI-1. On a les majorations :
(XI-1) (M) | < (g-1) IM 1g73(@°M)7T,
(X1-2) 11" (M) 1< C(a=1)is(log )a'q /8 IM 1 (@M)7" .
Démonstration. Sit€ Q., Ifi(t) I< qi_s, d’oll,
M) 1 < q“S/ 1g2(t) 1dt < q“S/ Ig2(t) |dt=q" > Card(l o );
a P d'M
(XI-1) se déduit alors du théoréme A.

De méme, sit€ Q.

If;k(t) 1< Cqis (log i) qiq“(“"/8 ,
et une majoration analogue conduit a (XI-2).
PROPOSITION XI-2. Sojent
(X1-3) Ko(M)=(a-2)q" IM | (d°M) 2,
(X1-4) K" (M) = (g-2)o, IM | (d°M) 2,

et, si M est de degré pair, soient

(X1-5) K41(M) = (a%=2q+p(M))q" IM 1 (d°M) 2,
(X1-6) Kark1 (M) = (@200, + aMa-3+o(M) +2) /) 1M 1@M)2,
od,

2 si sgn(M) estcarré dans IFq ,
p(M) =

0 si sgn(M) n’est pas carré dans IFq .

Alors, sii € { n,n+1 } , pour tout arc majeur UG/H ,

2
(X1-7) 1 /M) = Ky (M) HHSGH) E(- M_;i) | < Cg sqMHE(oM) ™,

| HI®(H)
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2 * .
(X1-8) | I;:G/H(M)— K?(M) % E(-M %) | < Cy Sq2"+65q'/2(d°M)_2,

C8 et C9 étant des constantes qui ne dépendent que de q.

G
Démonstration. Soit t = — + u appartenant a I'arc majeur UG/H . Alors, avec (VI11-2), (1X-4),
(1X-2), (X-1) et (X-2),

2
15020~ 6200 1 < 2 2ast g oM
|H | ®<(H)
2 *
I} (Dg%(1) RN ¥i(u)G2(v(u) | < Cgsa™q"2(q1)% 1M 12 (M) 2.
®3(H)
Posons
(X1-9) K;(M) = £(u)G2(v(u))E(-Mu)du,
v(u) > N+d°H
(X1-10) K(M) = / ¥, (u)G2(v(u) E(-Mu)du.
(u) > N+d°H
Alors,

2
u*(H)S(G,H) £

G ; -
(__ M ___) I < C8 Sqn"H +6S(d0M) 1’
IH | ®2(H)

I M)~ KjM)

*

2 *
#“(H)S (GH) E

(M)
®3(H)

* G . _

Cg et C9 étant des constantes qui ne dépendent que de qg. Pour avoir la proposition il suffit de
montrer que Ki(M) et K?(M) définis par les relations (X1-9) et (XI-10) vérifient les égalités (XI-3),
(X1-4), (X1-5) et (X1-6).

On a vue que G(v(u)) est nul si d°M > p(u). D’autre part, si »(u) > d°M, p(u) > 2n—1, et, d’aprés
la proposition VIII-1 et la définition (X-2),

— AN -
flu)=q" et v (u)=0,.

En remplagant G(v(u)) par sa valeur on obtient
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1\ 2
K,(M)=q" (( M ) / E(-Mu)du +
d°M Z oM+

IMI\2 OM—
<_> 2, / E(M(utbXx M )qu

d°M
"1 im | "Tim |
KM= ()2+ X | el-bsgnM) )= 2 ((q-1)20),
(d° M)2 bEIF, (d° M)
_q .
Kn(M) —(dO M)2 (q—2) ’
et, de la méme fagon,
. o, IM |
K, (M) =(d° "2 (g-2).

Le cas i = n+1 ne nous intéresse que si d°M = 2n ; on a alors, avec la proposition VIII-1,

n+1 2, _1)2
(d*M) Dot

> . o(b,2n+1)G2(2n+1)E(-M(u+bX 2" 1))du,
b€ IF Pynt+1

en remplagant ¢(b,2n+1) et G(2n+1) par les valeurs on obtient

n, .2 -1
S EALRIMLLESS YD N LR}

(d° M)2 bElF; cEIF, (d° M)
q"IM | 2, -1 3 2
KppiM) =—— (@1)?+q" 2 . elblc®—sgn(M)).
(d°Mm) cEIF, bEIF
q q
Soit p(M) le nombre d’éléments c € IFq tels que sgn(M) = 2. Alors,
n
q IMI -
Kpq(M)= ((a1)2+q 7 (p(M)(a=1) = (a-p(M)) ),
Ooag)2
(d°Mm)
n
q' M|
Kns1(M) =—— (a° =29 +p(M)).

(d°M)

163
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Avec la définition (X-4) il vient

0.1 IM12(g1)2
K M) = '/;) E(-Mu)du +

(M) 2n+1
2, ¢*(b,20+1)G2(2n+1)E(M(u+bX 2" ))du,
d’ou,
o 1 IM1(g1)%q7"! n -
n+1 a IM
Ky 41 (M) = T ot T X el ——etan(Mb)
(d°M) beIFg n cEIFY (d°Mm)

* IM g~ n
Kn+1(M) = oqz Oy + 0, 2 cl-bsan() +— 2 elb(csgn(M))

(d°M) beEIF, n bGIF’a
cE IFH
* M lq_l 2 n
Ko41M)= (0p4+1(@ 1)~ 0, +a"eM)(a1) - (@-1-p(M))) ),
(d°m)?
. M
Ko M) = (0,(a=2) + q"(a=3+p(M)+2/q))/n).
(d°M)>

On a les minorations :
(XI-7) Koy M) > (@2 IM | (d°M)72,
(x1-8) K(M) > (a-2)(a-1)a ™ o" IM In " (d°M)77,
(X1-9) K11 M) > (@2)g7 2" IM 7T @M 2

PROPOSITION XI-3. /I existe des constantes C]O et C” , ne dépendant que de q, telles que,

pour tout polynéme M de degré 2n ou 2n—1,

(X1-14) IR, (M)~ K, (M) G°(M) | < Cqo K (M)n ™2,

*

(X1-15) IRE (M) = KE(M)G (M) "1 < Cqq K (M),

et, pour tout polyndme M de degré 2n,
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(X1-16) IR, (M) =K 41 (M) CM) | < C;o K (Mn 22
I
* * * * -
(X1-17) IR, (M) =K1 (M) G (M)*1 <Cqq Koy q(M)n .
Démonstration. Avec la proposition précédente, (XI-1) et (V-13) on a

| R;(M) = K;(M) (M) | < K;M)Coq >+ (q=1) IM I q"3(d°M) " +

n+i+6s
Co—— 2. (),
d°m HEU
d°H < 25

d’ou, avec (XI-3) et (XI-11),

r

- g1 -
IR,(M) = Ki(M)G’(M) | < K;M)(Cyq ° + o d°Mq S+ c85q105+" d°M/. M | (q-2)),
et (X1-14) et (X1-16) se déduisent du choix de s.

De la méme fagon, avec (XI-2) et (V-17),

*

IR; (M)~ K} (M)G (M) "1 < K} (M)C4a >+ C;(qD)islog()aa /8 1M 1 (M) " +

C95q2n+65qx/2(doM)‘-2 Z ®(H),
HeU
d°H < 25

et, avec (XI1-12) et (X1-13),
IR (M) = K] (M)G (M) "1 < K} (M)(C 4 + Cla%(a1)/a-2)iZslog(i)dMa 8 .
+Cola’/a2)a'® 2,
ici encore (XI-15) et (XI-17) se déduisent de (IV-7).

Cette derniére proposition achéve la démonstration du théoreme et montre que les nombres

Ri(M) et R;‘(M) sont asymptotiquement équivalents aux nombres strictement positifs Ki(M) G)(M)
*

et K; (MG M)".

NOTE DE LA REDACTION

«En raison d’une erreur matérielle du secrétariat de rédaction, la démonstration impri-
mée de la proposition VI-2 est incompléte. Un erratum sera publié dans le fascicule 3-4, 1981».
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