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SOMMES DE CARRES ET D’IRREDUCTIBLES DANS IFq[X]

Mireille Car (1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol I I I,1981, P.129 à 166

(1) Laboratoire de Mathématiques, Faculté des Sciences et Techniques de Saint Jérôme, rue Henri
Poincaré, 13397 Marseille Cédex 4 - France.

Résumé : Soit IFq le corps fini à q éléments, q étant un entier impair. Par une méthode analogue
à la «méthode du cercle» on démontre que pour tout polynôme M de IF q[X] de degré suffisam-
ment grand, l’équation

admet une solution où Pi et P2 sont des polynômes irréductibles de IF q[X] , A un poly-
nôme de IF q[X] , , ces polynômes vérifiant les conditions de degré les plus restrictives possibles.
Cette méthode donne une évaluation asymptotique du nombre de ces solutions. Ces résultats

restent valables si l’on exige en plus que le polynôme A soit irréductible.

Summary : Let IFq be a finite field with q elements, q being odd. By a method similar to the «cir-
cle method» one can prove that for every polynomial M in IF q[X] , , if the degree of M is large

enough, thé equation

has solutions (Pl ,P 2,A) where Pi and P2 are irreducibles polynomials in and A is a polyno-
mial in the degrees of these polynomials satisfying the most restrictive conditions which

are possible. This method gives an asymptotic estimate for the number of these solutions. These

results remain true even if one asks the polynomial A to be irreducible.
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I. - INTRODUCTION

Soit IF q le corps fini à q éléments, q étant un entier impair. Certaines analogies entre

les propriétés arithmétiques de l’anneau IF q[X] des polynômes à une variables sur le corps IF q et
l’anneau Z des entiers relatifs ont été mises en évidence, notamment en ce qui concerne l’arithmé-

tique additive, les problèmes de Goldbach ([11]) et de Waring ([2], [15]) ont été étudiés, et plus
particulièrement le problème de Waring pour les carrés ([3], [4], [5], [6], [7], [8], [9]). Il est ac-

tuellement connu que tout polynôme de IF q[X] est représentable comme somme de trois carrés
([7]), sans que l’on ait une limitation du degré des polynômes intervenant dans la représentation,
et que tout polynôme M de IF q[X] de degré «assez élevé» est représentable comme somme de
trois polynômes irréductibles de IF q[X] de degré au plus égal au degré du polynôme M ([11 ]).

Nous étudions ici la représentation d’un polynôme de IF q[X] comme somme d’un
carré et de deux polynômes irréductibles. Un premier résultat a été établi dans [16] ou l’on dé-
montre le théorème suivant.

THEOREME. Si k est un entier strictement inférieur à la caractéristique du corps IFq, si n est
un entier suffisamment grand, tout polynôme K de IFq[X] de degré nk est représentable comme
somme

P1, P2 étant des polynômes irréductibles unitaires de degré nk, A un polynôme unitaire de degré
n, a~, a2, a3 des éléments de IFq dont la somme est égale au coefficient du terme de degré nk du
polynôme K.

Il I est possible d’obtenir de telles représentations pour des polynômes de degré non

multiple de k, et même d’avoir des représentations de la forme

les polynômes PZ et A n’étant plus unitaires, mais satisfaisant toujours aux conditions de
degré les plus restrictives possibles ; on peut aussi exiger que le polynôme A intervenant dans

une telle représentation soit irréductible. C’est ce que nous faisons ici dans le cas où k = 2, où

nous établissons essentiellement le théorème suivant :

THEOREME. Il existe un entier no, ne dépendant que de q, tel que, pour tout entier n > no,
pour tout polynôme M de IF q[X] de degré 2n ou 2n-1, l’équation



admette une solution où P~ et PZ sont des polynômes irréductibles de IF q[X] de degré
égal au degré de M, où A est

(i) soit un polynôme de IF de degré strictement inférieur à n, ,

(ii) soit un polynôme de IFq[X] tel que A soit de degré au plus égal au degré de M, ,
soit un polynôme irréductible de de degré strictement inférieur à n,

(iv) soit un polynôme irréductible de IFq[X] tel que AZ soit de degré au plus égal
au degré de M. .

On peut remarquer que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes lorsque le polynôme M est de

degré impair, ainsi que les conditions (iii) et (iv). On remarque aussi que l’existence d’une solution

satisfaisant à la condition (iii) entraîne l’existence de solutions satisfaisant aux autres conditions.
Toutefois nous démontrerons de façon indépendante les quatre parties du théorème car la démons-

tration fournit une évaluation asymptotique du nombre de solutions de l’équation (E), et ce nom-

bre varie suivant les conditions exigées.

Il. NOTATIONS

Nous reprenons les notations introduites dans [11 ] et nous en introduisons de nou-

velles qui nous permettront d’alléger les calculs.

Soit H un polynôme de IF q [X], son degré sera noté d°H, le coefficient de son terme de
plus haut degré sgn(H) ; l’ensemble des polynômes de degré strictement inférieur au degré de H,
identifié à l’ensemble des classes de congruence modulo H, sera noté CH, et le groupe multiplicatif
des classes inversibles modulo H sera noté l’ordre de ce groupe sera noté ~ (H). La fonction
~ ainsi définie a les mêmes propriétés que la fonction d’Euler classique.

On désigne par U l’ensemble des polynômes unitaires. Sur U on définit la fonction de

Môbius ~u par :

L’ensemble des polynômes irréductibles sera noté l, l’ensemble des polynômes de

degré m sera noté Dm, l’ensemble des polynômes de degré strictement inférieur à m sera noté Fm,
l’ensemble des polynômes irréductibles de degré m sera noté 1 m.

Si A, B et H sont des polynômes, la relation A divise B, (respectivement A ne divise pas
B) sera notée A IB, (respectivement la relation A est congrue à B modulo H sera notée

A = B (mod H), le plus grand commun diviseur unitaire des polynômes A et B sera noté (A,B).



Sur le corps IFq(X) des fractions rationnelles on définit une valuation v par

si A et B sont des polynômes non nuls. ° Le complété de IF pour cette valuation s’identifie

au corps K des séries de Laurent formelles en 1/X à coefficients dans le corps IF q’ la valuation
v se prolongeant à K par

A cette valuation v est associée la valeur absolue 1 Iv définie par

Nous noterons simplement 1 1 cette valeur absolue, bien que ce dernier symbole soit aussi utilisé

pour désigner la valeur absolue classique sur le corps IR des réels ou le corps Cdes complexes, 
mais

il y a peu de risques de confusion.

On désigne par ~ l’idéal de valuation, et, pour tout entier relatif j, par ;~j l’idéal

Les ensembles 9. sont des sous-groupes compacts du groupe 
additif localement compact K Dési-

gnons par dt la mesure de Haar sur Knormalisée à 1 sur ~.

Soit e un caractère non principal du groupe additif de IFq. On définit un caractère non
principal E du groupe additif de Ken posant

L’ensemble des éléments non nuls de respectivement de respectivement

de K sera noté IF*q, respectivement IFq[X]*, respectivement K*.

Si y est nom bre réel, on notera [y] la partie entière de y.

III. - SOMMES DE CARACTERES

Les cinq propositions suivantes ont £t£ établies dans [1 1 ] ou se démontrent par des

méthodes analogues.

PROPOSITION 1 1 1 - 1 . Pour tout entier relatif j , ,#. 
i 
a pour mesure q -j.



PROPOSITION I I I-2. (i) Pour tout polynôme A, E(A) =1. .

(ii) Pour tout polynôme H non nul, si A et B sont des polynômes congrus modulo H,

E(A/H) = E(B/H~.
(iïl)SiUE ~2,E(u)=1. .

PROPOSITION I I I-3. Soient un entier j > 0, u E Ket b E ~. Alors

PROPOSITION I I I-4. Soient u E la partie fractionnaire de u et j un entier naturel. Alors,

De cette proposition on déduit un corollaire très souvent utilisé par la suite :

COROLLAI RE. Si G et H sont des polynômes premiers entre eux,

ainsi que la première «formule de changement de variable» :

PROPOSITION I I I-5. Soient un entier j > 0, u E ;~ et a E K tels que j > v(a) > - v(u). Alors,

Les deux propositions suivantes sont à la base de la deuxième «formule de changement de varia-

ble». ,

PROPOSITION I I I-6. Soient j E 71 et a E K~. Si f est une application localement sommable de K

dans CI: , , alors,

Démonstration. C’est une conséquence de l’unicité, à constante multiplicative près, de la mesure

de Haar sur K.



PROPOSITION 111-7. Soient un entier j > 0 et a E K tels que v(a) > j . Alors,

Démonstration. L’égalité (III-6) est triviale si j = 0. Supposons j ~ 0. Soit m ~ { 0,...,j-1}. Alors,

Si B~Dm et si t ~ ,

Donc,

Donnons maintenant la deuxième «formule de changement de variable».

PROPOSITION I I I-7. Soient un entier j > 0, H un polynôme tel que et u un élément de

~ tel que v(u) > j + dOH. Alors,

Démonstration. On a v(uH2) > j--d°H, d’où, avec (I I i-6),

puis, avec (I I I-5) et à nouveau (I I I-6),

Terminons ce paragraphe par la dernière «formule de changement de variable» et son corollaire.

PROPOSITION I I I-8. Soient un entier m > 0 et u tels que v(u) > m. Alors,



Démonstration. Si B E Dm, il existe b E IF*q et V E F2m tels que

donc tels que,

et il existe exactement qm polynômes W de F2m tels que

et, pour de tels polynômes,

D’autre part, soient b E tF et V G F 2m Alors, il existe un et un seul polynôme B tel que

En effet, une telle relation détermine le degré de B égal à 2m et le coefficient du terme de plus
haut degré de B qui doit être égal à b ; elle exige de plus, que les coefficients 

polynôme B et les coefficients ~...,v~ i du polynôme V soient liés par les relations

et, pour m-2,...,1,0 ~ ,

ce qui détermine de façon unique.

COROLLAI RE. Sous les mêmes hypothèses,



Démonstration. La première assertion est immédiate avec (III-2). Les deux autres assertions sont
des conséquences de (1 I I-2) et de (1 I I-8).

IV. - LA METHODE DU CERCLE

Soit n un entier tel que

Soit M un polynôme de degré 2n ou 2n-1. Soient n,n+1 ~ , fp f. et g les applications de 9
dans C définies par

Alors, d’après (I I I-1 ), fi (M), respectivement R~(M) est égal au nombre de solutions de l’équation

où Pi et P2 sont des polynômes irréductibles de degré d°M, où A est un polynôme de degré stric-
tement inférieur à i, respectivement un polynôme irréductible de degré strictement inférieur à i.

Les intégrales Rn(M) et nous donneront le nombre de solutions de l’équation (E) satisfai-
sant aux conditions (i) et (iii), et les intégrales Rn+ 1 (M) et (M) nous donneront, pour des

polynômes M de degré pair, le nombre de solutions de l’équation (E) satisfaisant aux conditions

(ii) et (iv).

Posons



On appelle fraction de Farey à l’ordre N toute fraction rationnelle G/H telle que

(i) H est un polynôme unitaire de degré au plus N,

(ii) G E CH.

Si G/H est une fraction de Farey à l’ordre N, la boule

est appelée arc de Farey de centre G/H.

Lorsque G/H parcourt l’ensemble des fractions de Farey à l’ordre N, les arcs de Farey UG/H
forment une partition de :~. C’est le théorème 4-3 de [11 ] .

Sur les arcs de Farey UG/H tels que d°H ~ 2s on saura calculer fi(t) et on aura une bonne appro-
ximation de g(t) et de f*i(t) ; ces arcs seront dits majeurs. Soit Q leur réunion et la réunion

des arcs restants.

Si G/H est une fraction de Farey à l’ordre N, soient

Les sommes

donneront de bonnes approximations de Ri(M) et R. (M) ; leurs calculs nous donneront les pre-
miers termes des sénés singulières G~(M) et G~(M)* qui seront étudiées au paragraphe suivant.

Lorsque t décrit on a une majoration de et de si la majoration de est assez

simple, il n’en est pas de même de cette de fi*(t) qui nécessitera l’utilisation d’un crible, ce qui
sera fait au paragraphe et la majoration de sommes doubles, ce qui sera fait au paragraphe VL



V. - LES SERIES SINGULIERES N~ (M) ET N~ (M)*

Dans ce paragraphe M est un polynôme de IFq[X] fixé.
Si G et H sont des polynômes premiers entre eux, soient

Si H est un polynôme non nul, soient

Les deux propositions suivantes se démontrent comme les théorèmes 8-4 et 8-8 de [1 ] , avec quel-

ques simplifications pour la dernière proposition permettant d’avoir une égalité au lieu d’une

majoration.

PROPOSITION V-1. Les fonctions H - C(M,H) et H - C~(M,H) sont multiplicatives.

PROPOSITION V-2. Si G et H sont des polynômes premiers entre eux,

M

Si P est un polynôme irréductible ne divisant pas M, on définit le symbole de Legendre (- ) parP

PROPOSITION V-3. Soit P un polynôme irréductible. Alors,

Démonstration. Soit u (M) le nombre de solutions de la congruence



Alors,

La somme C*(M,P) se traite de la même façon.

COROLLAIRE 1. Si P est un polynôme irréductible,

COROLLAI RE 2. Si H est un polynôme sans facteur carré,

Démonstration. (V-9) est immédiate. Si H est sans facteur carré,

PROPOSITION V-4. Il existe une constante C~ ne dépendant que de q, telle que, pour tout poly-
nôme H de degré au moins égal à 2,

Démonstration. Comme pour le théorème 5-1, chapitre 1 de [12] . .

PROPOSITION V-5. La série

est absolument convergente ; de plus il existe une constante C2 > 0, ne dépendant que de q,
telle que, pour tout entier T > 2,



D’autre part,

et il existe une constante C3 > 0, ne dépendant que de q telle que

Démonstration. Si le polynôme H est sans facteur carré, et de degré supérieur à T, d’après (V-9)

et (V-11 ),

C2 ne dépendant que de q.

La série G~(M) est absolument convergente et s’écrit comme produit eulérien

et (V-14) se déduit de la proposition V-3. Enfin,

ce dernier produit est strictement positif ; notons le C3 .

PROPOSITION V-6. La série

est absolument convergente ; de plus, il existe une constante C4 > 0, ne dépendant que de q,

telle que, pour tout entier T > 2,



D’autre part,

Démonstration. Si le polynôme H est sans facteur carré et de degré au moins égal à T, d’après

(V-10) et ~V-11 ),

et (V-17) se démontre comme (V-13). En écrivant Q~(M)* comme produit eulérien et en utilisant
la proposition V-3 on obtient (V-18). Enfin

VI.. MAJORATION DE SOMMES DE CARACTERES

Dans ce paragraphe G et H sont des polynômes premiers entre eux.

PROPOSITION VI-1. Soit r un entier naturel. Alors,

Démonstration. On majore cette par la méthode de Weyl déjà utilisée dans [15] . Désignons par S

cette somme. Alors,



d’où, avec ~I i l-3),

Si d°H ~ r, v(A) = 1 si et seulement si A est congru à 0 modulo H.
Si d°H ~ r,

Si d°H > r,

Dans les deux cas,

PROPOS ITI ON V l -2. Soient a et b des entiers strictement positifs, A une partie de F~ , B une par-
tie de F ~ et

-

Alors,

Démonstration. L’inégalité de Schwarz donne

où, pour B~ E B2 E ,

Alors, comme pour la majoration précédente,



~~ ~ ~-1 ) permet d’écrire

- "

puis, en procédant comme pour la Proposition (Vl- 1 ),

Soit, pour tout polynôme R

et ô(R) le nombre de solutions (A,T,B) E Fax Fa x Fb de l’équation

Alors, d’après ~I 

Posons

Si 



Dans tous les cas,

D’autre part,

De la même façon on aurait,

PROPOSITION VI-3. Soient m, a et b des entiers strictement positifs, A un ensemble de poly-
nômes A tels que a  dO A  a+m, B un ensemble de polynômes B tels que b  d°B  b+m.

Soit

Alors,

Démonstration. Désignons par T l’ensemble des couples d’entiers (a,~i) tels que

Partageons l’ensemble T en ensembles élémentaires définis de la façon suivante :



Si i est un entier compris entre 2 et h = [log m / log 2] + 1, j varie de 1 à et, si

les coefficients dj,r et ej,r étant liés par la relation

De ce fait, lorsque j varie de 1 à 2~ 1, on a

Le plus grand des nombres a’ ; + m2 ~ est a + m - m2 h, le plus grand des nombres bi,j + m2
est b + m - m2 et il n’existe pas d’entier dans les intervalles [a + m - m2 h , a + m [ et



Les ensembles 
~ (1  i ~ h, 1 ~ j ~ I* ) ) forment donc une partition de T, et, si pour

i~)l,..,h(,pour)~)l,...,2’~(, ,

La proposition précédente permet de majorer chacune des sommes Si,j. Compte tenu de l’égalité
(*), on obtient

etilya

sommes °

PROPOSITION VI-4. Soient m, a, b et c des entiers strictement positifs tels que b  c, A un en-

semble de polynômes A tels que a ~ dO A  a+m et B un ensemble de polynômes B tels que
b  d°B  c+m. Soit

Alors,

Démonstration. On partage la somme U(A,B) en deux sommes U~ et U2 où

Avec (Vl-1 et (VI-3) il vient

d’où la majoration (VI-4).



VII. - MAJORATION DE LA SOMME E (G H P2)

Dans ce paragraphe m et r sont des entiers strictement positifs tels que

1

H est un polynôme tel que d°H E [4r,2m-4r] et G est un polynôme premier à H. Soit

Pour majorer la somme S nous utilisons un crible semblable à celui utilisé pour majorer des som-

mes analogues portant sur des nombres premiers. (Voir [10] par exemple). Soit

Soient D l’ensemble des diviseurs unitaires de B, D’ l’ensemble des polynômes D de D dont tous

les diviseurs irréductibles sont de degré strictement inférieur à 2r et soit D" le complémentaire de

D’ dans D.

Si j est un entier naturel, Fj~ désignera l’ensemble des polynômes non nuls de Fj.

PROPOSITION VII-1.

Démonstration. Si u E Fm est premier à B, les facteurs irréductibles de U sont de degré au moins
égal à m/2 et U est irréductible. Donc,

et, avec l’identité de Môbius,

d’autre part,



d’où la majoration (V))-3).

Si D est un polynôme de D de degré strictement inférieur à m, soit

Désignons par respectivement D~ l’ensemble des polynômes D de D tels que ~u(D) =1, res-

pectivement jn(D) = -1.

PROPOSITION VI I-2. Pour j E ~ 0,1 } ,

Démonstration. Soit D E Fr . Posons

Les polynômes H’ et G’ sont premiers entre eux et

Avec (Vl-1 on a

D’autre part,

donc,



PROPOSITION VII-3. Pour j ~ {0,1},

Démonstration, La proposition VI-4 s’applique ici et donne

Les inégalités vérifiées par m, r et d°H donnent alors ~VI I-6). .

PROPOSITION VII-4. Soit, pour tout entier k > 0, h(k) le nombre de polynômes de D’de degré
strictement inférieur à k. Alors,

Démonstration, Si D E D’, D est sans facteur carré et tous ses facteurs irréductibles sont de degré
strictement inférieur à 2r. Soit

Alors,

La majoration de h(k) s’en déduit.

PROPOSITION VI I-5. Pour j E ~ 0,1 ~ ,

Démonstration. Désignons cette somme par Alors,



la majoration précédente nous donne

d’où 

PROPOSITION VII-6. Pour j E ~ 0,1 ~ ,

D

Démonstration. Soit cette somme. Comme précédemment,

Si D E D", D a w(D) facteurs irréductibles unitaires P tels que d°P > 2r, avec w(D)  m/2r.

Soit K = [m/2r] , et, pour k = 1,2,...,K, soit

Posons pour A E Fr ,



Alors,

La somme 0. ~,k ~A) s’écrit comme différence 0 ~~ ~ - 0~2~ des deux sommes

La proposition VI-4 donne une majoration de ces sommes ; si

d’où,

PROPOSITION VII-7. Il existe une constante C5 > 0, ne dépendant que de q telle que, pour tout
entier r > 0, pour tout entier m > 2r2(2q(log q) 2 + 1/4), si H est un polynôme tel
que d°H E (4r,2m-4r] , si G est un polynôme premier à H,

Démonstration. Avec (VII-3), (YII-4), (VII-5), (VII-6), (VII-8) et (VII-9), on a



d’où (VII-13).

VIII. - EVALUATION DE 

PROPOSITION VIII-1. Soit u ~  de valuation v(u) > i. Alors

Démonstration, (i) est immédiat. Pour avoir (ii) et on écrit

et on applique le corollaire de la proposition I I I-8. Si v(u) = 2k,

si p(u) = 2k+1, et si a E est tel que > 2k+l,

On remarque que, pour a E !F* pour tout entier k > i, pour v f(v+aX ) ne dépend
que de a et de k. Posons

PROPOSITION VH!-2. Soit t = 2014 
+ u appartenant à l’arc de Farey UG/H où d°H  !. 



Démonstration. On a

d’où, avec (III-7) et (V-1),

PROPOSITION VIII-3. Soit G/H une fraction de Farey telle que 2s  dOH  N. Alors, si

Démonstration. Lorsque i, les deux propositions précédentes donnent

et, (VIII-3) se déduit de (V-5).

(VI I I-3) se déduit alors de (V!-1).

IX. - APPROXIMATION DE g(t) SUR LES ARCS MAJEURS

Les théorèmes de répartition des nombres premiers dans les progressions arithméti-

ques se généralisent aux polynômes irréductibles de IF q[X] . On a les théorèmes suivants consé-
quences de résultats établis dans [13] et [14].



THEOREME A. Soit, pour tout entier m > 0, le nombre de polynômes irréductibles uni-

taires de degré m de iFa[X] , Alors,

THEOREME B. Soit, pour tout entier m > 0, pour tout polynôme unitaire H, pour tout polynô-
me K premier à H, le nombre de polynômes irréductibles de degré m congrus à K mo-

dulo H. Alors,

THEOREME C. Soit, pour tout entier m > 0, pour tout entier k > 0, pour tout polynôme uni-

taire H, pour tout polynôme K premier à H, II(m,H,k,K) le nombre de polynômes irréductibles P
de degré m, congrus à K modulo H et tels que

Alors,

Ce dernier théorème correspond à une partition des polynômes irréductibles suivant les différents

restes modulo H, et les différents systèmes (am ,..., am_k+1 ) possibles pour les coefficients des k
termes de plus haut degré. Définissons d’une autre façon une telle partition.

DE F I N ITION. Soit H un polynôme non nul. Les polynômes A et B sont dits équivalents modulo

RH si

1 ) A et B sont congrus modulo H,

La proposition suivante nous donne un système de représentants des classes modulo RH.

PROPOSITION IX-1. Soit H un polynôme non nul de degré 2s, soit w = N - d°H, et,
pour tout entier m > N, soit A m l’ensemble des polynômes

où B décrit R parcourt l’ensemble des restes modulo H. Alors, la réunion des classes

modulo H et des différents ensembles A 
m 

où m ~ N constitue un système de représentants des
classes d’équivalence modulo .



Démonstration. Remarquons que des polynômes A et B de degré différents supérieurs ou égaux
à N sont distincts modulo RH et que des polynômes A et B de degrés strictement inférieur à N

congrus modulo H sont congrus modulo RH.

Soit un entier m > N. Les polynômes de A m sont de degré m. Soient

des polynômes de A m. S’ils sont équivalents modulo RH , alors R = R’ et d°(A-A’)  N, les po-

lynômes XWHB et XWHB’ ont mêmes m - N+1 premiers coefficients, il en est de même des poly-
nômes HB et HB’ qui sont de degré m - w, et par suite, d°(HB - HB’)  m - w - (m-N) = d°H,
d’où B = B’. Chaque ensemble A m contient au plus un représentant de chaque classe modulo RH ,
de plus,

Or, les polynômes de D m se répartissent en exactement 1 H 1 classes d’équivalence
modulo RH . A m est donc un système complet de représentants modulo RH des polynômes de
degré m.

PROPOSITION IX-2. Soit t appartenant à l’arc de Farey . Alors si A et A’sont des polynô-
mes équivalents modulo RH ,

Démonstration, I m méd iate.

G
PROPOSITION IX-3. Soit t =-+ u appartenant à l’arc majeur . Alors,

Démonstration. Posons d°M = m. Utilisons le système de représentants des classes modulo RH
donné par la proposition IX-1. Si A notons provisoirement P(m;H,A) le nombre de poly-
nômes irréductibles de degré m équivalents à A modulo RH. Alors,



Si A et H ne sont pas premiers entre eux, et si P est un polynôme irréductible congru à A modulo

H, P divise H ; ceci ne pouvant se produire pour des polynômes P de degré m > 2n-1 > d°H,

Si les polynômes A et P de degré m sont équivalents modulo RH its sont congrus modulo H, et,

le nombre P(m ;H,A) est donc le nombre intervenant au théorème C ; d’où,

Utilisons la définition de A m et le fait que d°H  2s,

Si R ~ v(uR) > 1 et E(uR) = 1 ; de plus, comme pour le théorème 3-1, chapitre VI de [12],
on a

On a

La «première formule de changement de variable» donne

La valeur de cette somme ne dépend que de la valuation de u. On pose



COROLLAI RE. Sous les mêmes hypothèses,

Démonstration. Le théorème A nous donne la majoration triviale

on conclut avec (IX-1 ) et (IX-2). 
’

X. - EVALUATION DE f~(t)

L’étude de f~ i sur les arcs majeurs est semblable à celle de la fonction g. Nous avons
besoin d’une équivalence Ri,H donnant une partition de l’ensemble des polynômes irréductibles
plus fine que celle donnée par la relation RH .

DE FI N ITION. Soit H un polynôme non nul. Les polynômes A et B seront dits équivalents modu-

lo Ri H si

1 ) A et B sont congrus modulo H,

La proposition suivante donne, pour un polynôme H appartenant à F2s+1 , un système de repré-
sentants des classes modulo R~~H . .

PROPOSITION X-1. Soit H un polynôme de degré au plus 2s. Soient, pour tout entier

et A ~ (r) l’ensemble des polynômes

où R décrit CH , où B décrit D2(r+s-i). Alors, la réunion de CH et des ensembles A i(R)
( 1-s  r  1 ) constitue un système de représentants des classes modulo R i,H des polynômes de Fi.

,



Démonstration. Comme pour la proposition IX-1. .

PROPOSITION X-2. Soit t appartenant à l’arc majeur . Si A et B sont des polynômes équi-
valents modulo , alors,

Démonstration, Immédiate.

DE F 1 N I TI ON S. Pour tout entier k > 2, soit

et soit ~~ l’application de dans ~ définies par

On remarque que si u = + v avec a E tF et v(v) > v(u), ’I1i(u) ne dépend que de a et de
v(u). Posons

PROPOSITION X-3. Il existe une constante C~ > 0, ne dépendant que de q, telle que, si

t = G/H + u appartient à l’arc majeur , -

Démonstration. On a

Utilisons le système de représentants des classes modulo Ri u donné par la proposition X-~1. Si
r E ~ i~s,...,i-1 ~ , si A E notons P.(r,H,A) le nombre de polynômes irréductibles de degré r

équivalents à A modulo R. si r E ~ 1,...,i --s-1 ~ , si R E Cu , notons p.(r,H,R) le nombre de



polynômes irréductibles de degré r équivalents à R modulo Ri, H. Alors, pour r G ( 1-s,...,i-1 ) ,,

pour r E ~ d°H+1,...,i-~+1 ~ ,

et, pour r E ~ 1,...,d°H ~ ,

Si A et H sont premiers entre eux, Pi(r;H,A) est égal au nombre n(r;H,2r-2i+2s,A) du théorème
C, si R et H sont premiers entre eux, pi(r;H,R) est égal au nombre II(r;H,R) du théorème B. Donc
en procédant comme pour la fonction g, on obtient pour r E ~ i-s,...,i-1 ~ ,

la deuxième «formule de changement de variable» donne alors,

De la même façon, 

et, pour r E ~ 1,...,d°H ~,



où dr(H) désigne le nombre de diviseurs irréductibles de H de degré r. On remarque que si

r E f 1,..., i-s-1 ~ ,

donc, avec (X-5), (X-6), (X-7), (X-8), le corollaire de la proposition !H-8, les définitions (X-1 et

(X-2), en majorant la somme des A (H) par d°H , on obtient

C6 étant une constante qui ne dépend que de q.

Sur C~’ on a simplement une majoration de 

PROPOSITION X-4. Il existe une constante C~ > 0, ne dépendant que de q, telle que, si t ~ C~,’,

Démonstration. Si t E C~,’, il existe un arc de Farey UG/H tel que t E et 2s  d°H .

2n-2s  2(n+1 )-2s. Alors, si A E F~ ,

Donc,

comme i E { n,n+1 ~ , et que n vérifie la condition (!V-1), on peut appliquer la proposition VI I-7
avec r = [s/2], ce qui nous donne le résultat annoncé.

XI. - APPROXIMATION DE R.(M) ET DE R~(M)

Posons



PROPOSITION XI-1. On a les majorations :

Démonstration. Si t~ ’, f.(t) t  d’où,

(X 1-1 ) se déduit alors du théorème A.

De même, si t E C~.’,

et une majoration analogue conduit à (XI-2).

PROPOSITION XI-2. Soient

et, si M est de degré pair, soient

Alors, si ~ ~ n~n+1 ~ ~ ,pour tout arc majeur ,



C ~ et C~ étant des constantes qui ne dépendent que de q .

Démonstration. Soit t * G H + u appartenant à l’arc majeur UG/H. Alors, avec (Vl l l-2), (lX-4),

(lX-2), (X-1 ) et (X-2),

Posons

Alors,

Cs et Cg étant des constantes qui ne dépendent que de q. Pour avoir la proposition il suffit de

montrer que K.(M) et Ki * (M) définis par les relations (XI-9) et (XI-10) vérifient les égalités (XI-3),
(XI-4), (X)-5) et (XI-6).

On a vue que G(v(u)) est nul si d°M ~ v(u). D’autre part, si v(u) > d°M, v(u) > 2n-1, et, d’après
la proposition VII (-1 et la définition (X-2),

En remplaçant G(v(u)) par sa valeur on obtient



et, de la même façon,

Le cas i = n+1 ne nous intéresse que si d°M = 2n ; on a alors, avec la proposition VI I I-1,

en remplaçant cp(b,2n+1 ) et G(2n+1 ) par les valeurs on obtient

Soit p(M) le nombre d’éléments c G IFq tels que sgn(M) = c2. Alors,



Avec la définition (X-4) il vient

On a les minorations :

PROPOSITION XI-3. Il existe des constantes et C11 , ne dépendant que de q, telles que,

pour tout polynôme M de degré 2n ou 2n-1,

et, pour tout polynôme M de degré 2n,



Démonstration. Avec la proposition précédente, (XI-1 ) et (V-13~ on a

et (XI-14) et (XI-16) se déduisent du choix de s.

De la même façon, avec (XI-2) et (V-17),

et, avec (XI-12) et (XI-13),

ici encore (XI-1S) et (XI-17) se déduisent de (lV-7).

Cette dernière proposition achève la démonstration du théorème et montre que les nombres

R,(M) et R. (M) sont asymptotiquement équivalents aux nombres strictement positifs ~(M) )
et Ki (M)~(M)*.

NOTE DE LA REDACTION

«En raison d’une erreur matérielle du secrétariat de rédaction, la démonstration impri-
mée de la proposition Vl-2 est incomplète, Un erratum sera publié dans le fascicule 3-4, 1981 ».
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