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Résumé : On donne un résultat d’homogénéisation pour une classe de problémes non linéaires de
diffusion stationnaire ol les coefficients de diffusion dépendent de la fonction inconnue. Les dé-
monstations sont basées sur une méthode de type énergie et ont pu étre obtenues grace a une

approximation sur les coefficients.

Summary : We give homogenization results for a class of non linear stationary diffusion problems
where diffusion coefficients depend on the unknown function. Proofs are based on an energy

method and have been obtained with the help of an approximation on the coefficients.

INTRODUCTION

De nombreux auteurs ont étudié ces derniéres années des problémes d’homogénéisa-

tion dans le cadre linéaire.

Pour une revue sur le sujet on pourra consulter [2] ainsi que la bibliographie de cet

ouvrage et L. Tartar [13].

Dans le cadre non linéaire, les résultats sont plus fragmentaires et sont obtenus soit
pour des perturbations non linéaires raisonnables d’un opérateur linéaire, soit pour des non-

linéarités particulieres. Voir par exemple [2], [3], [10], [11], [12].
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Nous étudions, dans cet article, une classe de problémes non linéaires de diffusion
stationnaire ou les coefficients de diffusion dépendent de la fonction inconnue de maniére
Lipschitzienne, et montrons que la méthode d’énergie due a L. Tartar peut étre utilisée ici comme
dans le cas linéaire.

Plus précisément, nous montrons que tout revient 2 homogénéiser une famille d’opé-
rateurs linéaires de coefficients aij(.,)\), dépendent d’un paramétre A, ce qui conduit a une famille

d’opérateurs homogénéisés de coefficients qij()\) donnés par les formules usuelles de [2] .

Les coefficients du probléme non linéaire homogénéisé du probléme initial sont alors

qij(u) ol u est la solution du probléme homogénéisé.

Pour obtenir ce résultat nous utilisons une méthode de régularisation des coefficients

et des propriétés d’interversion de limites.

Bien entendu, mais cela n’est pas fait ici, le résultat obtenu s’étend aux équations

d’évolution de diffusion en suivant les méthodes de [2] .

Le plan de cet article est le suivant :

I.- POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DU RESULTAT

Il.- DEMONSTRATION DU THEOREME |

Il. - QUELQUES LEMMES

IV.- DEMONSTRATION DU THEOREME Il DANS LE CAS DE COEFFICIENTS
REGULIERS

V.- DEMONSTRATION DU THEOREME Il DANS LE CAS GENERAL

l. - POSITION DU PROBLEME ET ENONCE DU RESULTAT

Soit £ un ouvert borné de IR". On désigne par I' la frontiére de © que I'on suppose

trés réguliére. On introduit
n

un «rectangle» de IR" et I’'on dira qu’une fonction ¢ de IR™ dans IR est Y-périodique, si elle admet

la période Yg dans la direction y , k = 1,2,...,n. Ceci posé, on se donne pour i,j E{1,2,...,n} des

coefficients de comportement . -

A

a; YN —— aij(y,)\)

IR" x IR — IR
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vérifiant

i) PourtoutA€IR,y~> aij(y,k) est mesurable et Y-périodique

ii) 1l existe B > 0 tel que | ail-(y,)\) | < B, p.p. en y, pour tout A et pour tout
ije{1,2,.,n}

iii) Ilexistek > O tel que
1 < l2j;(y,N) —a(y) | < k Iem
pour tout y € IRM et pour tout A,uEIR

iv) Il existe a, > Otel que
*
aij(YJ\)EiEj > a, } 12 )

pour tout £ € IR", p.p. en y, et pour tout A € IR.

Soit € > 0 destiné a tendre ultérieurement vers zéro. On suppose que £ a une struc-

ture e€Y-périodique et I’on définit les coefficients aei]- dans £2 par :

X
(2) aﬁ (X,)\) = aij(?, )\).

On consideére alors le probléme de diffusion non linéaire :

Probléme Pe :

On cherche u€, oie solution de

0
- — of=f
aXi !
ou€
€ - ;€ €
(3) o =aj; (x,u )axj
UG'F=O.

Aprés avoir montré que ce probléme P, posséde une solution au moins, pour tout € > 0 (Théo-

réme 1), on s’intéresse 2 la limite de ces solutions lorsque € tend vers zéro (Théoréme 2).

On introduit maintenant les notations :

dp 0y
(4) ay(h;w,w)=[aij(y,k)§; a—y_dy

(5) E(\00) = f o () o2 22 gy
Q

* La répétition de I'indice indique une sommation.
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et I'espace
(6) W(Y) ={ plp€e H! (Y), traces de ¢ égales sur les faces opposées de Y } .

On prolonge alors les fonctions ¢ € W(Y) a IR par Y-périodicité de sorte que (en notant encore

¢ le prolongement obtenu) ¢ € H}oc(an).

Onaalors :

THEOREME 1.

i) Sous les hypothéses (1), (2) sur les coefficients et
(7) feL?(a),
il existe au moins une solution au Probléeme Pe’ c’est-a-dire u€ vérifiant

(8) ute H]0 (Q), a€(u€;u€,v)="yv) pour toutv E HL (Q)

ol (f,v)=f f(x) v(x) dx.
Q

ii) En outre, il existe p > 2, tel que si f € w P(Q), alors :

ué e W;’p(Q)
(9)

Il grad u€ll <clfl
w

LP(Q) “Lp()

ou C et p ne dépendent que de n, 2, o, .
Le résultat principal de cet article annoncé dans [1], est alors contenu dans le

THEOREME 2. Lorsque € tend vers zéro, il existe une sous-suite u€ telle que
(10) W€ ~ u dans W) P(Q) faible
ou u est une solution de

1,
uEW P(Q)

(?) ] ou
—-——(qij(u) —) =1 dans ,

aXi aXJ

les qij()\) étant donnés par les mémes formules que dans le cas linéaire [2] , \ étant considéré
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comme un parameétre, c’est-a-dire :
1 . .
- el . — .
(11) qij(k)—IYIaY()\,x)\ yi M yl) (1Y l=mesure de Y) ;
ou les x;\sont donnés par
(12) XREW(Y), 2*(\ ;X -y;,9) =0, VpeEW(Y)

@0, ¥)=alx; vy, ).

1. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1
1) On rappelle les résultats suivants :

Soient bij € L™(£) avec
(13)
3a>0, by >als 12, vieR"

Alors pour g donné dans H™1 ()

il existe ¢ unique solution dans Hg(ﬂ) avec

(14) 2 30
/ by — L gx=< gy >, vy eH!(q).
Q

ij a—xJ axi

De plus, d’aprés un théoréme de Meyer (cf. [2] et [8] )

il existe p > 2 tel quesi g€ wl P(Q) la solution de (14) vérifie ¢ewg»P(Q)

avec
(15)
ol <Clgl _
¢ W;»p(Q) & W 1,P(Q)
ol on définit
16 gl _ = Inf lhl
(16) 8w pg) LP(Q)

g=Div h

Le nombre p ne dépend que de a, de Sup |bij |, de & et de n. La constante C dépend des mémes

quantités que p.

Remarque 1. i) On n’a pas de contrdle de p tel que (15) ait lieu. On sait qu’en général (n > 2)

on ne peut avoirp > n.
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ii) On peut noter que si g € L2(Q) alorsg € W—1’p(Q) si

10’ 1 1 2
whP(Q), (—+ — =1) est contenu dans L“(Q2)
P P
ce qui a lieu pour
9 b < g T 1 1
SPsSAY, q* 2 N
c’est-a-dire pour
2n
2< p < —2 si n> 2.

Sin=2, LZ(Q) c, wl P(Q) quel que soit p.

2) Démonstration du théoréme 1 - Premiére étape (voir aussi [6] )

Siw e LYRQ), g > 1 et si on choisit bf':-( )= ag(x w(x)) il résulte de [4], [9] que

X > be (x) est mesurable et vérifie (13). Ainsi il existe u€, unique, tel que

wen! (@)
(17)

au¢ 9
/ aj; xw(x))——— a—: dx= < fv > VvEHL(Q)
] i

etilexistep > 2tel quesif€E w! P(Q) alors u€ € Wl*p(Q) avec
18 [RvAT <Clfl _
ue L@ W@
ol p et C sont des constantes indépendantes de w et €.
Deuxiéme étape
La premiére étape permet de définir une application T€ telle que
(19)

de LP(Q) dans W) P(Q).

Comme W;’p(ﬂ) C,LP(Q) avec injection compacte, ug= T€(w) reste dans un borné de W;’p(ﬂ),

donc dans un compact de LP(Q) lorsque w décrit un borné de LP(Q).
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Si I’on montre le :

LEMME 1. S/ une suite { L } m € N ©st telle que,

(20) w, ELP(Q), w, > w dans LP(Q) fort,
alors
(21) U, = Te(wm) >u=T¢w) dans Wg'p(ﬂ) fort.

On peut appliquer a T€ le théoréme du point fixe de Schauder, ainsi

il existe u€ € Wg'p(ﬂ) tel que u€ = T¢(u€)
(22)

I v utll <CIlfl _ )
LP() wP(Q)

Démonstration du lemme 1. Considérons une suite L € LP(Q) telle que W, converge vers w dans
LP(R) ; alors U = Te(wm) et u = T¢(w) satisfont :

ae(wm Uy, V)= < fy >, pourtout vE Wg(Q)
(23)

af(wiu,v)=<fy >, pour tout vEWg(Q).

Par différence

af(w

m U WV =a%(wy su,v) —af(wiu,v)
c’est-a-dire
ou ov
€ ‘U — = € —a€ —_ —
a“(wp, U, —u, V) / (au(wm) a”(w)) e dx
Q j i
il en résulte que, d’aprés (15), (16) :
(24) IV (u.,—u)l <C. Z Il a&(w )—a-e-(w)a—u I
m LP() TmT S ok LP(R)

i j
Comme w,, = w dans LP(Q) fort, Wy, ~ Wen mesure. Alors, les 3 vérifiant les conditions de
Carathéodory * il résulte de[ 9] que aﬁ-(wm) - aiej(w) - 0 en mesure, cette quantité étant majorée

* f:(x,\) > f(x,)) satisfait aux conditions de Carathéodory si
i) pour tout A€ IR f(.,A) : x = f(x,\) est mesurable
ii)  pourtout x € IR" f(x,.) : X > f(x,A) est continu.
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au

indépendamment de m, puisque | aij(x,k) | < B. Comme par ailleurs, | o | Pe L1(Q), nous
X.
allons montrer : ]

. oo z
si o, € L (Q), o Il Lo < M, converge en mesure vers zéro, alors

(Q)
(25) pour toute Y € L! ()

«.pm\Ide—>0.

Or pour § > 0, soit

EN’5={xEQ;I¢n(x) | <8 pour m = N},

Les ensembles mesurables EN 5 croissent avec N et
’

mes EN,6 - mes  lorsque N > + o
de sorte que
lf cpmwdeQ/ |l[/m|]cp|dx+/ Lo, 1 ¥1dx
f UEN,& UEN,&
<5/ lwldx+Mf Iy ldx.
Q (e |

N,5

Pourn > 0 donné, on peut trouver & indépendant de N tel que

n
syl <=
vl 2

(Q)
8 ainsi fixé, on peut choisir N assez grand de sorte que

. n
| =
M/ﬁ leIdx<2

EN,s

car mes EN,6 - 0 lorsque N ~ + oo,

On en déduit (25), d’ol1 il résulte que le second membre de (25) tend vers zéro lorsque m = + 0

et la démonstration du lemme 1 est ainsi achevée. n
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ll. — QUELQUES LEMMES

Considérons une fonction 8 : (y,A) = B(y,A) de IRn IR 2 valeurs dans IR et véri-

fiant :
i) B(y,\) est Y-périodique en y pour tout A € IR
(26) i) BELT(R"x IR)
iii) il existe k > 0, tel que IB(y,\) =B(y,u)| < k I\ul Vy€EIR", VAuEIR.
On introduit
X
B (x,\) =ﬁ(? Y
(27) :
B =— A)dy.
B(\) ™ /; Bly,\)dy
On aalors :

LEMME 2. On suppose que B vérifie (26), alors, V p = 1

(28) / 'Be(x,np(X))—ﬁe(x,\l/(X))lpdx<kp/ lo(x) =¥ (x)IPdx Vo ELP(Q)
Q Q

i axi

) 0 a
(29) / 12 ol P l—‘ilpdx<k9/ 1< 1Pax, veewlP@).

LEMME 3. On suppose que B vérifie (26), alors

si o€ > ¢ dans LP(Q) fort
(30)
B(..0€) > Blo) dans LP(R) faible.

Démonstration du lemme 2.

i) L’inégalité (28) est immédiate grace a (26,iii).

ii)  Par densité de 2(Q2) dans W;’p(ﬂ), il suffit d’établir (29) pour p € 2(Q).
De plus, quitte a remplacer g(.,A) par B(.,\) = B(.,0) on peut supposer §(.,0) =0.

Ainsi de (28), ol I'on choisit Y(x) = ¢(x+h), h = (0,0,0,...,h;,0,0,...,0) h, >0 (ala jeme place),
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on déduit :

f [?e(x,w(X+h))—ﬁ€(x,¢(X))]p <P /
Q h; Q

o(x+h) —p(x) [P

hj
or (voir par exemple [9]) :
B ()~ Bol) tend dans 2°'(2) vers f | i’i eLP(Q)
h. ON A=p Ox;

: )
(car si B vérifie (26), on aa—ie L™(IR" x IR)) et :

-—-———‘p('+h)_¢(') > B_ga- dans LP(Q).

hi aXi

On en déduit alors (29). L]
Démonstration du lemme 3. D’aprés la structure périodique de §2 on peut écrire :
Q :JYq, quI elYl.
En introduisant la fonction caractéristique xzde Yg , 29 € LP(Q) on associe ¢, par

1
-~ Ae —
= = d
(31) % qu eq Xar  Peq em/Y o(x)dx
q

et I'on note que

(32) ‘T"e - ¢ dans LP(Q) fort pour € 0.

Maintenant pourpet Yy € 2 () ona:

/ BE( ,we(X)wX)dx—Z / B (x 0¥ dx = Ze / Blyspe o)V lygteyldy,

Yq € Yq
de sorte que
(33) f B%(x,0¢(x)) ¥(x)dx ~ / B(v) ¥ dx lorsque €0
Q Q
) 1 1
résultat qui s’étend par densité 2 9 € LP(Q), ¥ €LP (Q), (=+==1).
p P

Ainsi si € = ¢ dans LP(Q) fort, on peut écrire :
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(34) / [B€(¢€)—ﬁ(cp)]wdx=/ (B(p,) — Ble))y dx + / [65(¢) — B%(pe)1 ¥ dx
Q Q Q

Le premier terme de (34) tend vers zéro d’aprés (33) et le second terme est majoré en valeur
absolue par

€_g_ | gl
d’aprés le lemme 2, terme qui tend vers zéro en vertu de la définition de ¢€ et de (32). D’oli le

lemme 3. ]

Remarque 2. En fait la conclusion du lemme 3 est valable avec des hypothéses plus faibles sur g :
la condition de Lipschitz (26 ;iii) n’est pas indispenseble ; I’hypothése 8 € L™°(IR" ;COB(IR))=l= ol
CPB(IR) est I'espace des fonctions continues bornées sur la droite, est suffisante. Pour le voir on
approchera f par une suite 60 de fonctions de I’espace C1 (IRn x IR), avec ﬁo - B dans
LP(Y ; CO(IR)) lorsque 8 — o=, ots C°(IR) est muni de la topologie de la convergence uniforme

sur tout compact.

IV. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2 DANS LE CAS DE COEFFICIENTS REGULIERS
IV.1. - Premiére étape
Soit u€ solution de (3). Avec les hypothéses (1) on a d’apres (9) :

i) u€ reste dans un borné de Wg'p(Q)

€

du

i) of= lej(x u€) Fo reste dans un borné de LP(£).
X.

J

Ainsi on peut extraire des sous-suites, encore notées u€ et oie (i=1,2,...,n) telles que :

u€>u dans W;’p(Q) faible et dans LP(Q) fort
(36)

of = 0, dans LP(Q) faible i€{1,2,..,n}.

* .
On rappelle que si E est un espace de Banach de norme notée I Il £ on note LAY ; E)
1 < g < + o0 I'espace des (classes de) fonctions f mesurables dans Y pour la mesure de Lebesgue

de IR" i valeurs dans E, telles que If(t) Il g dt < + o0 si 1 <g<+ o et
Y

supess Il f(t) I £ <+ o05i @ =+ o0, Muni de sa structure d’espace naturelle LY(Y;E) est un espace

tey

de Banach.
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et o; satisfait a

00

(37) —4f=0 ausensde D'(Q).
Bxi

1V.2. - Deuxiéme étape

On introduit maintenant une fonction w : (y,A) = w(y,\) par

(38) W(Y:A) = P(Y) - X(YJ\)

oli P est un polyndme homogéne de degré 1 et ot la fonction

X : (y,A) > x(y,A)

est 'unique solution de

def
X = x(A)EW(Y), f x(y,\)dy =0 pour tout A€ IR
(39) Y

ay(A; X\~ P,¢) =0 pour tout ¢ € W(Y).

On introduit aussi

ow
—(yy)\) ) ] = 1,2,...,n.

Les Cj sont Y-périodique en y € IR" pour tout X € IR et satisfont a

a
41 — C.=0.
(1) v G

Nous allons maintenant faire une hypothése supplémentaire de régularité sur les coefficients 3jj-

Pour cela, soit :
1.00 co ov o
WHT(IR) = <classe desv ;vE L (IR), E)IEL (IR)%.

Tout élément de W]’°°(IR) est représenté par une fonction continue bornée sur IR et lipschitzien-

ne sur IR. Muni de la norme

ov
)

ly W) lv |L°°(IR) +

L=(IR)

W1’°°(IR) est un espace de Banach contenu avec injection continue dans I'espace C°B(IR) des

fonctions continues et bornées sur IR.
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Si en plus de (1) on fait I’hypothése
(42) 2. €CTB(IR" ;WH(R))  ije {1,2,...n
j

ot C*B(R" ; W1’°°(IR)) désigne I’espace des fonctions de classe C* sur IR™ & valeurs dans

oo 2 e 4 2
W1 »"(IR) dont toutes les dérivées sont bornées, alors on a le :

LEMME 4. Si les 3 vérifient (1) et (42), les fonctions x et C]- sont des fonctions B particuliéres
Vérifiant (26).

Supposons avoir montré le lemme 4 et introduisons

wE(x,\) =€ w(ei, N =P(x) —€ x(%, N
(43) .
CE(xN) = 2£(x ) - (x\)
] ) “ ) aXi )

D’aprés (41) Cje vérifie

d ] ov
_— 6 =—C¢ | — (- 1)p
(44) C] (x,v) = CJ (x,A) | o pour tout v E W ’P(€2)

d; =

ol quelle que soit la fonction K(x,\), on introduit la notation

d ] oK ov

(45) —Kxyv)=— KxN I +—xN)| .—.
Il résulte alors du lemme 3 que
(46) Cl-e(.,ue) »Ei(u) , j€ { 1,2,...,n} dans LP(Q) faible
et du lemme 2 que

d €( €
(47) —_ Cj (.,u®) reste dans un borné de LP(2) pour toute > 0

de
et donc que

d e ¢ d .

(48) — C5(.,u®) > — C.(u) dans LP(Q) faible.

dx. J dx. J

] ]
Il résulte alors de [(46) - (48)] et de la compacité de I'injection de W1'p(9) dans LP(Q2) que

(49) Cje(.,ue)ecj(u) dans LP(Q) fort, j=1,2,..n.

Drapres le lemme 4, (y,\) > x(y,\) est majorée par une constante indépendante de y € IR" et de

X
A€ IR ;il en est donc de méme de x(—, u€) ce qui entraine que
€
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(50) w€(u€) > P dans LP(Q) fort.

De méme, x étant une fonction g particuliére,

] X ou
—x (=, | .— reste dans un borné de LP(R)
oA € A=u€  OX;
Il en résulte que
owe ou€ ox X ou®
(51) — .—=—e—-)£(—, PNR .— = 0 dans LP(Q) fort lorsque € = 0.
_ oA A=u€ 0x; o\ € A=u€ 0X;

IV.3. - Troisiéme étape
Soit p € 2 () ; nous pouvons prendre v = ¢ w€ dans (8), ce qui donne :

X ou€ 9 X ou d
(52) f ai]-(—, u€) — %» w€ dx + / aij(—’ ué) — —(w).pdx= / fo w€ dx
Q € an aXi Q € aXJ dXi Q

c’'est-a-dire

) ou€ d au€
f oie—ﬁ wedx+/ Cje(ue)—cpdx+/ oie—we(x,?\) | .—dx=f fo wE dx.
Q 8x| Q aX] Q oA )\___UE 8x| Q

Si on fait tendre € vers zéro, il résulte de (36), (49), (50), (51)

oy - ou
(53) 0, P -—dx + Cj(u) @ — dx = f o P dx.

Comme d’aprés (37) on a

(54) / g, i (ng)dx=/ foPdx
Q 9 Q

de (53) - (54) on déduit :

oP - ou
(55) 0; — pdx =/ C.(u) ¢ —dx, pour tout 9 € 2 ().
Q aXi Q ) aXi

Alors le choix P(y) =y, donne les formules (11) et le théoréme 2 est démontré sous réserve de

vérifier le lemme 4. ]

1V.4. - Démonstration du lemme 4

i) Notons tout d’abord ceci :
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Soient %; i,j € { 1,2,...,n } vérifiant

i) y-> aij(y) est Y-périodique
(56) ii) o; € C™B(IR")

i) o(y)EE > ay 1812, 0y >0, VEEIR", VyeR".

Alors si P est un polyndme homogéne de degré 1, il existe (en raison de la Y-périodicité et d’aprés
les propriétés de régularité locale * des problémes elliptiques), une fonction Y-périodique unique
0 :y->0(y) telle que 8 € C™(IR") et vérifie

2] [an2]
ay; %ty an - ay; %Y BYJ'

/ 0(y)dy =0
Y

Alors d’apreés la régularité locale * on a :

+ 7 r>1

e I
H 2

(57)

6l 13

L2 S

oll (k =1,2,3) ne dépend que de n, |Y |, Max
i

oP

—-—l,Max le: | - ,0<m<r1.
ay; I i b ocMy

Comme d’apres le théoréme de Sobolev, pour tout m € IN, il existe r € IN tel que

r my n
il résulte de (58) que

58 vmeIN, ol _ <
(58) ) S Mm

oP
ou 7v,, est une constante qui dépend de n, m, | Y |, Max — |, Max e I |
" n i Wil i kW)
O<k<r—1,r>;+m.

ii) Ceci posé si a; € C*(IRD ;W1’°°(IR)), on peut appliquer les résultats du i) avec
aij(Y) = aij(y)\), 8(y) =x(y,A) en notant que d’une part

Max la.(y,A\) | < Max la.ll | _
i i o MY WRT(R)

* voir par exemple [7]
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Lo0X
et que d’autre part x = 5 vérifie

d ax d d
- T a(Yr}\) - = é-(YJ\) - (P_X)
ay; oy ay; U vy

. 0
aij(YJ\) = a—)‘\ aij(YJ\)

équation ayant les mémes propriétés que celle vérifiée par x.

I résulte alors de (58) appliquée avec m =0 que I'on a (les C désignant des constantes

diverses ne dépendant que de | Y |, n, Max— ,sup | a; Il , k convenable

o o i ck(y ; Wh(IR))
mais ne dépendant pas de A) i)
Ixly,N)l < C VyeER", VAER
(59)
ox
Ia(y,k)|<c VyeR", VAEIR

ce qui établit que x vérifie (26).

Le fait que les Ci définis par (40) vérifient (26) est alors immédiat, d’ol le lemme 4.

Remarques 3.
i) Le lemme 4 n’est pas économique relativement aux hypotheses sur les 8- Nous
n’avons pas jugé utile de minimiser les hypothéses pour obtenir (59).

ii)  Notons cependant que sous I’hypothese

2; € L*(IR" x IR), aij(y,)\)sizj > o ltl?

on peut, en adaptant légérement un raisonnement de [5], obtenir
X € L(IR" x IR).

. vérifiant (1) on n’obtient seulement que :

Avec aij

oo a [ o]
XxELZ(R" x IR) et a—’;\eﬂ(Y;L (IR))

ox o0
I’estimationa € L™(Y ; L™(IR)) ne s’obtient que si on est assuré d’avoir :

ox
S_E LI(Y ; L™(IR)) i=1,2,..,n, q > n.
Yi
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V. - DEMONSTRATION DU THEOREME 2 DANS LE CAS GENERAL

En notant que les a; vérifiant (1) sont dans I'espace L°(Y ; W1’°°(IR)), on peut les

approcher dans I'espace LI(Y ; whe (IR)) (g9 a choisir) par des fonctions aiej dans

C”B(IR"; W1’°°(|R)) espace des fonctions de classe C™ dans IR" 2 valeurs dans W1’°°(IR) eta

dérivées bornées sur IR".
V.1. - Résultats d’approximation
Introduisons une fonction j : y = j(y) possédant les propriétés suivantes :
i€ 2(R"),ijly) =0, jly)=0 pour lyl>1

fn jly) dy=1
IR

et, pour toutd > 0

(60)

) 1T .y
(61) 10(y>=5;;<;)

on régularise alors les coefficients 3 (vérifiant (1)) par convolutioneny :

(62) 2 (y\) = / 9 (y—) a0 dg
ij n ij
IR
on a alors immédiatement
(63) 18y, —a(ym)| < K Inul

a?i(.,)\) est Y-périodique
(64)
%N < B

(65) a%(y,?\)zisj > a 1£12 , pour tout £ € IR" ettout AEIR

c’est-a-dire que les coefficients a?j satisfont (1) ; donc, pour tout > 0 :

(66) a‘i’j eL=(Y ; WI™(IR)).

Par ailleurs, si DP désigne une dérivation d’ordre peny= (y1,...,yn) ona

DP 20 (y\) = DP i (y-£) a;(&1 )
IR"
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d’oll

IDPad(y )l < 8 f _1DPf(y)idy=p,(6,p)
(67) IR

pour touty € IR" et pour tout A€ IR
et

a p.6

(68)

pour tout y € IR et pour tout A € IR.
Ainsi

pour toutf > 0, a € C™B(R"; wh (IR))
(69)

ij €{1,2,...n}

En outre on vérifie que

>
(70)
/ [sup |a (y,N) «(y,)\) 119 dy - 0 lorsque 6 — 0.
Y
donc
a‘i’j > ay; dans LY(Y ; C° B(IR))
(71)

lorsque 8 = 0, pour i,j € { 1 ,2,...,n}.
Maintenant a u€ vérifiant (8) et (36), associons ub€ I'unique solution de

i) a0€ (u€ ,u‘9 v)= <fyv> pourtoutv€H1(Q)

(72)
. 0,e 1,p 0,e
i) utew PQ), IIvul <CIfl _
) 0"t TV i) whP(Q)
ol I'on a posé
X oy av
(73) ao’e(w;w,V)=f a%(—— ¢) — — dx.
Q € ax 0x;

Ainsi :
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LEMME 5. q étant choisi dans (71) par
(74)

alors pour § >0 :

i) u0,e - u€ dans H(])(Q) fort, uniformément par rapport a €

0,e
X au”’ ou€
i) o) =, u€) of (u) = af ) —
axj xj
dans L2(.Q) fort, uniformément par rapport d €.

Démonstration du lemme 5
Point i)

De (63) et (8) on obtient en posant

(75) Ue,ezue,e_ue
ae’e(ue ; Ue’e,v) = a%(u€ ;uf,v) - ao'e(ue , V) pour tout v € H! (Q) choisissant v = U0,e’
on obtient :
ou¢ 2
a_ I vude I| [a (xue)— (xu)]——.— udo€ gx
° dxj  Ox;

ce qui grice a (74) est

ou
an

-a_ U6,€

< () - 2 €(ue) — b,
Xj

LI(Q)

LP(Q) L2(@)

d’oll compte-tenu de (72)

0,e < €(€) — .60/,
Ivu “%n\cglwm)%(wuz

L4(&2
(76) (2)
ol C=une cte > 0.
Mais
def
Iaﬁ(x,ue) - ag’e(x,ue) 4 dx < o8 [sup la::(y,\) — -(y,?\) %y =c @Y
j ij ij % 17
Y AEIR
(77)

C1 =cte > 0
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De (76), (77) on déduit (C, étant une constante > 0 indépendante de (6,€))

0,e
(78) I umsl o,

<c, IMaxd?11a 5 ¢ 90
L2(9) 2 i orsque

d’aprés (70) ; d’ol le point i).

Point ii)
0,e 0,e €
ou”’ ou”’* du
J€(11€) — o € (€ = (20,6 — 2E +a€ ——
0? (u) 0 (u®) (a” a|]) Ox: a'l] l:ax_ ax,]
J J J
donc
0 2 0, u€ 0,€ |2
(79) le¥€-gf | < 2| || (%€ a8 +8 I vuYE )
) i i LZ(Q) (u u) axj L2(Q) L2(SZ)
Mais
O, 2 0, p
ou’’ 2 ou’’ 2/
(a?-’e— ,el) 2 </ |aiaj’e—aie"qu /q[/<|"_| dx] P
(80) < C.[Max q>9 ]2/q

ij
C cte > 0 indépendante de (¢,0).
[car u?€ reste dans un borné de W;’p(Q) d’aprés (72)] .

On obtient donc, compte-tenu de (78), (79), (80) :

(81) lloe (u€) - o (ué)l 2 S < C IMax tbe 12/a 5 ¢ lorsque 6 >0
i

C étant une constante > 0 indépendante de (8,€) ; d’oli le point i) du lemme (5). L]
Du lemme 5 nous allons déduire le :
LEMME 6. Sous les hypothéses du lemme 5, lorsque (8,€) = (0,0) dans IR x IR :

i) u?€ >y dans H;(Q) faible et dans LZ(Q) fort

ii) aﬁ’e(ue) -> oi(u) dans L2(Q) faible.

Démonstration du lemme 6

i) (( , )) désignant le produit scalaire dans H;(Q) on peut écrire

vveH (@), H((uhe=um)l < 1u8€—uE I v i+ 1 (- uv)l.
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Soit 7 > 0 ; d’aprés le lemme 5, on peut choisir Oo(v) indépendant de € avec

0<6<6 = lude—yel< i
o 2 0l

D'aprés (36) u€¢ - u dans Hg(ﬂ) faible, donc on peut trouver eo(v) tel que
0 <e<eyv) = I((u~uy)l < /2.

Ainsi, pout toutn > 0, pour toutv € HJ(Q) on peut trouver (60,00) tel que

0<6<0,
(82) = (WE-uv)i<n

0<e<eg,
d’ol le point i) du lemme 6.

Démonstration analogue pour le point ii). n

*

Maintenant, comme uo'e est uniformément bornée en (8,¢) dans Wg’p(ﬂ) p>2

(donc dans HA(Q)), on peut pour 6 fixé, extraire une sous-suite €'(8) = O telle que I'on ait :

0, 0

i) u "s>u? dans H;(Sl) faible et LQ(Q) fort
(83)
i) 09€ ol dans L2(Q) faible (i=1,2,..,n)

on en déduit alors le
LEMME 7. Sous les hypothéses des lemmes 5 et 6 et (83), lorsque 6 -0

i) u0—>u dans Hg(Q) faible et L2(Q) fort

i) oie ~>0;(u) i=1,2,.,ndans L2(Q) faible.

Démonstration du lemme 7. Le lemme 7 exprime une propriété d’intervention de limites. Pour

fixer les idées, soit

€= {en } ne N lasuite € telle que I'on ait (36)

——————————

* ol € est choisi tel que (36) ait lieu
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et

€= {en,} peIN M > nlasoussuite extraite vérifiant (83).
Pour toutv € H;(Q), on peut écrire :
(¥ = u) = (0 = uP€ ) + (W =P w)) + (W0 ~u€) + (W - uv)).
Pourn > 0 donné, on peut
1°) d’aprés le lemme 5, choisir 0,(v) indépendant de €, €’ tel que

n
0 <6 <6,(v) implique I((u€-uy)) I <7
29) D’aprés la convergence faible de u€ vers u dans Hg(ﬂ,), trouver no(v) € IN tel que

n > ng(v) implique H((u€—uw)) | < %

1
0

supposer (quitte a changer de 0 etn ) que pour 0 < 6 < 6 (v),n’ > n > n (v)ona:

3°) D’aprés le lemme 5 et la convergence faible de u€ vers u dans H ' (£2), on peut
(W€ —udew) 1< 2.
4
Car

)

((uf),e’ - ue’e,v)) = ((uﬂ,e’ -u€ )+ ((ue’ —u€v)) + ((u€ - UG’G»V)) ).

4°) Enfin, d’apres (83), 8 étant fixé < 0,(v), on peut trouver n;(6,v) tel que

n’ > n > nq(0,v) onait l((u‘9 —uo’e’,u)) | < %-

Ainsi, pour 0 < 6 < 60 etn > Max(no,n1) on aura simultanément les conclusions des points

19 2 49 ci-dessus. Donc :

VVEHI(Q), ¥n >0 36 telque0 <0 <6
(84)

implique |((u6 -uv))l <nq

ce qui établit le point i).

Démonstration analogue pour le point ii) ; d’ol le lemme 7. .
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Désignons maintenant par
0 — _.0
(85) W7 (y,\) =P(y) =x" (y,A)

I'unique solution de

0

] aw

-— | abyn -—] =0
an ” ay;

(86)
(LN EW(Y), / X2 (y,\)dy =0
Y
et posons
o, . owl
(87) LlyN) =ad(y,N) — (y).
] ) ayi

Alorson ale:
LEMME 8. Lorsque 6 -0

i) xo( 5A) = x(.,\) dans H! (Y) fort uniformément par rapport a \.

ii) dj?(u) —>Ej(u) dans L2(Q) fort.

Démonstration du lemme 8
i) De
a9 x 0 =ad(h; P )
ay(\5x, 0) =ay(A;P, )
vérifiées pour tout ¢ € W(Y), on a par différence

ae(R;xe—x,so)=ay(7\;W,¢)—ae(k;W,cp)

0

et par choix de ¢ =~ — X, on obtient

ow a(x? —x)

O )12 O(y) - a. - ==
a, IV (" =x) I L2(v) </; (af(y,A) = a(y,\) o or dy

1 1 1
d’ou on déduit pour — + — =—
q p 2

23
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ow

1/
aouv(xe—x)uLz(Y) <Z[ (sup 12y ~a;1)9 dy ] i o

iLy A

LP(Q)
Prenant pour p, celui de I'estimation de Meyer (cf. [2], [8] ) relative a (39), pour lequel on a :

aw
E)yI

oP

(88) sup

A

(C cte indépendante de )
LP(Y)

Lp(Y)

ona

0_ <c of
sup 1 V (x X)“LP(Y) <C.®

(89) Ccte > 0 indépendante de A,

1
o = [Max/ (sup (a?j - aij))q dy:l fa - 0 lorsque 6 = 0 d’aprés (70)
Y A

d’oli le point i) du lemme 8.

ii) De
il N aw?
1 ))=W-| ij(y,U(-))a—y-i-(v,U(-))dy
et
— 1 W
Glull =137 v aij(y,U(-))a—yi(y,U(-))dy
on déduit

2
(90) IIC‘9 C(u ) 2L2(Q) |Y||;/S; K |J(Y,u(x))—a (y,u x))|2|—y (yu(x))| 2dy dx +

X’ ax
+// [%(Y, X)]zl— y,u (x))——— y,u( |2dydx]
QJY YI E)yl

1
en procédant comme dans le i) et en utilisant (89) ona si— +—=-~

P q 2

2 2,0W 2 )
i Ia”—al|—l dy < af(u) ~a;(w)1 Y)‘

dy; Lp )
< C. (®%)2 >0 lorsque § > 0

(C cte indépendante de A,6) .
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De sorte qu’en utilisant (89), on déduit de (90) que

I C? (u) - Cj(u) I <C. %50 lorsque 8 = 0.

L2(@)

(C1 constante > 0 indépendante de 8) ; d’oli le lemme 8. L

V.2. - Démonstration du théoréme 2

On part de (72), ot I'on peut prendre

(91) v=pWEW®) | feL?(q)
ol
vE 2 (9Q)
(92)
X
w0,e(ue) =ewd (=N , wo(y,)\) donné par (85).
€ A= u€
on obtient

0 d
0?’€(ue) a we'e(ue)dx + a?’e(ue)¢ _ we’e(ue)dx = fo wo'e(ue)dx
Q Oxi Q dx; Q

or
d a X a X ou€
— W= =W (=01 =W (S =
dx; 0x; € A=y A € =u- 0X;
d’ou
0,e
0 ou”’
(93) / 0?’e(ue) . wo'e(ue)dx +/ Cj@,e(ue) . pdx +
Q a)(l Q aXJ
0,e € |
ow™? au
+ o-e'e(ue)gp I —dx = fo wo’e(ue)dx
: G 3
Q A=u€ %% Q

) 0,e
X ow”’’
(ot ¢ (u) =a% (=, u)

€

(x,u®)).

D’apres les résultats du § IV, on a pour 0 fixé > 0 :

25
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i) wO,e(ue) -9 dans L2(Q) fort

aw(),e €

ou
(x\) | .—-0dans L2(Q) fort

i) cj"’e(ue) > cf’(u) dans L2(Q) fort

d 0 ou¢ d —3
iv) _c;.":“-‘(ue) -— cj@»e(x,x) | —— cj"(u) dans L2(Q) faible.

dx; =€ 0% dx

On peut alors passer a la limite pour & > 0 fixé dans (93) lorsque € = 0 en utilisant (83) et (94) ;

on obtient :

(95) o — Pdx+ Cj (Wyp—dx= fo Pdx.
Q % Q 0 Q

Mais lorsque 6 >0
i) o? - ai(u) dans L2(Q) faible (lemme 7)
(96) i) u® > u dans H1(Q) faible (lemme 7)

o

iiii) -C_jé(u) —>E;(u) dans LZ(Q) fort (lemme 8)

on peut donc passer a la limite lorsque 8 = 0 dans (95) pour obtenir

oy -_— oP
(97) oi(u) — Pdx + Cl-(u)np— dx = fo Pdx.
Q aXi Q aXJ' Q
Comme
) oP
foPdx= 0| — P+o — | dx
Q o Lo Oxi
on aboutit a
—_ ou oP
(98) Cj(u) — pdx = 0, — ¢pdx
Q aXJ Q aXI

d’olr la conclusion de théoréme 2. ]

Remarque 4. 1| résulte de (71) et de la remarque 2, que 'on peut, en approchant les coefficients
a;; par des coefficients a?]- réguliers qui convergent dans LI(Y ; CO(IR)) ot C°(IR) est muni de la

topologie de la convergence uniforme sur tout compact, démontrer le théoreme 2 pour des coef-

ficients a; Y-périodique dans IR" et vérifiant

(99) 3 € L¥(Y ;C°B(IR))  i,j=1,2,...,n.
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Note ajoutée a la correction des épreuves

Remarque 5. M. ARTOLA a démontré récemment (note a paraitre) que sous les hypothéses du

théoréme 1 ci-dessus il y a unicité de la solution des probléemes Piet P2.
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