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Résumé : On une méthode générale, indépendante de la dimension de il, pour estimer dans

C~ (S~) les solutions d’équations d’évolution semi-linéaires de la forme

Cette méthode est également applicable à certains systèmes de réaction-diffusion et permet alors

d’étudier simplement le comportement des solutions lorsque t -~ + ce.

Summary : We lay down a general method, independant of the dimension of Q, to estimate the

C~-norm of u(t,~), where u satisfies a semilinear evolution equation of the form

The same principle can be applied to some reaction-diffusion systems, then allowing a simple
treatment of asymptotics of solutions as t -~ + ce.
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INTRODUCTION

Dans toute la suite, S~ désignera un ouvert borné de 1 Rn, à frontière r = ôS~ de classe

C2, et A l’opérateur Laplacien dans S~.
Il est bien connu que les équations semi-linéaires de la forme

avec divers types de conditions aux limites, possèdent un effet régularisant sur la donnée initiale,

qui en général persiste jusqu’à l’explosion éventuelle de la solution lorsque t -~ Tmax.

Si la solution est globale (dans C(Q) par exemple), il peut néanmoins être délicat du

point de vue technique de démontrer que la solution reste très régulière pour t > 0, et encore plus

d’obtenir des estimations uniformes dans pour t -~ +ce.

Si on se limite aux méthodes faisant intervenir les espaces de Hilbert lorsque

n est grand on n’arrive à estimer la solution dans C1 (S~) qu’au prix de complications techniques
considérables, et aussi (ce qui est plus grave) d’hypothèses de régularité supplémentaires sur r et f.

Dans ce travail, nous élaborons une méthode INDEPENDANTE DE LA DIMENSION

pour estimer la solution dans les classes C(Q) et C1 

Les seules hypothèses de régularité nécessaires sur f sont celles qui assurent l’existence

locale d’une solution dans C(Q).

On montre alors que si u(t) est bornée pour t > 0 dans C(Q) alors u est bornée :

[1,+ ce[ -~ C1 (S~) et donc U u(t) ~ { est précompact dans 

Dans la pratique, le bornage de u(t) dans C(Q) peut s’obtenir par l’utilisation combi-

née de propriétés particulières de f, et d’un procédé itératif dont l’ingrédient de base est exposé
dans la section 2 (Théorème 2.1 ).

Le champ d’application naturel de ces méthodes est celui des systèmes paraboliques
du type réaction-diffusion qu’on rencontre en Chimie ou en Biologie.

Dans la dernière partie de ce travail, nous examinons en détail un système de deux

équations paraboliques couplées qui généralise en dimension > 1 un modèle de propagation des

épidémies traité dans [23] par G.F. Webb.

Grâce au résultat de bornage des trajectoires dans C1 X C1 (S~), le comportement

à l’infini des solutions peut être analysé par une application élémentaire du «principe d’invariance»

de La Salle.

Bien que l’inégalité de base (Théorème 1.1 ) repose sur la théorie des semi-groupes ana-

lytipues dans LP(Q) et les inégalités de Nirenberg-Gagliardo, nous pensons que la méthode, relati-
vement simple sur le plan conceptuel, devrait s’appliquer à la plupart des systèmes paraboliques
usuels.



0. - QUELQUES NOTATIONS ET RAPPELS

Soit Q comme dans l ’introduction, et A un opérateur linéaire positif, suppose maximal

monotone, dans L (~2).

Pour p e [1,+oo[ , on définit un opérateur Ap dans par son graphe G(A ) dans
X 

On dira (par abus de langage) que A est m-accrétif dans tous les LP (pour p E [1 ,+ce[ ) si A p est
m-accrétif dans LP pour 1  p  +ce.

On peut alors vérifier que pour tout p > 1, on a

On définit les sous-espaces vectoriels suivants de L 1 (il)

Dans toute la suite, on supposera que A est tel que

Dans ce cas, il est clair que D~(A) C C1 (S~), ceci quelle que soit la dimension de Q. On pose

X = fermeture de D~(A) dans C(Q)

Y = fermeture de D~(A) dans C~ (St)

Les espaces X et Y, respectivement fermés dans C(Q) et C~ (n) seront munis de la norme-trace qui i
en font des espaces de Banach réel. On utilisera de plus les notations suivantes

- Si u E la norme de u dans LP est notée Il u Il pour P E [1 ,+ce[
- Si u E la norme de u dans Wm,p est notée Il u Il 

m,p pour p 
E [1,+oo] et



- Les normes dans et C~ seront notées !! !! ~ et !! ~ ~ respectivement.

Si Z est un espace de Banach quelconque et a E !R, on notera par ,Z) l’espace des fonc-

tions continues ~ : [a,+ ce[ -~ Z telles que reste bornée dans Z pour t > a.

Enfin, une fonction mesurable f : !R~ -~ Z est dite appartenir à la classe 

1. UNE ESTIMATION LINEAIRE INDEPENDANTE DE LA DIMENSION

Soit A comme dans la section 0, un opérateur m-accrétif dans tous les et

le semi-groupe de contractions engendré par - A dans L’(~).

THEOREME 1.1.0/7 suppose que A vérifie (OJ ) et que " 
est un semi-groupe analytique dans

pour tout p E [2,+ce[ .

pour tout U G et tout t > 0, on a 
" Y, et les estimations sui-

vantes sont satisfaites

Démonstration. Il est classique que u 0 E pour tout t > 0. Pour démontrer les esti-

mations, on remarque d’abord que pour tout p > 2, on a

et comme Dp(A) CL. W2~p(S2), il en résulte



D’autre part, rappelons une version récente (cf. [14], p. 37) des inégalités de Nirenberg-Gagliardo.

Soit m E lN et p, r deux réels > 1.

Si u E on a u E CV(Q) pour tous les v E lN tels que v  m - n/p. En outre, si 0 E [0,1 ]
est tel que

n n

Appliquons d’abord cette formule avec v = 0, m = 2, p = r =-+ e. Si on pose 0 = - , alors
2 n+e

En combinant (1.3) et (1.4) appliquée à u = é t A u , puisque Il u Il 
r 
~ Il u~ Il 

r 
on obtient

immédiatement (1.1 ).

Si on prend d’autre part v = 1, m = 2, les conditions d’application de (1.4) se réduisent à p > n,
et dès que -  6  1 ~ on peut trouver r G R pour le uel (1.4) est satisfaite.

2-n/p 
p p q ( )

En combinant (1.3) et (1.4) comme précédemment, on obtient cette fois

pour tout 8 E ---,1 1] et t E J0,1 ] .
2-n/p

Il suffit donc de choisir p assez grand pour obtenir (1.2) avec e arbitrairement petit.

2. - EQUATIONS LINEAIRES AVEC SECOND MEMBRE

Le résultat le plus remarquable de la section 1 est que le semi-groupe e t A envoie X
dans Y pour tout t > 0, avec une norme dans £(X,Y) qui est INTEGRABLE au voisinage de t = 0.

Ce résultat, ’ indépendant de la dimension n de S~, va nous permettre de démontrer des estimations
dans la classe C1 (S~) pour certaines équations d’évolution semi-linéaires du type «diffusion».

Un deuxième outil fondamental pour établir ce type de résultats est l’obtention d’un résultat pour
les équations linéaires avec second membre.



Dans cette section, on désigne par E et F deux espaces de Banach réels, munis de normes respecti-

vement représentées par les symboles 1 1 et Il Il, et tels que

On considère un opérateur linéaire L dans E, qui engendre un semi-groupe T(t) fortement continu

dans E tel que

- Pour tout t > 0, T(t) E C F.

- Il existe a, 0  a  1 tel que

TH EO R E M E 2 , 1 Soit p > 1/1-03B1, f G ) et u une solution (faible) sur de

Alors, si u est bornée : -~ E, on a en fait u (t) E F pour tout t > 0, et

Démonstration. De l’inégalité (2.1 ) et de la propriété de semi-groupe linéaire de T(t), on déduit

aisément que pour tout 03C6 ~ E, G ;F).

D’autre part, quitte à remplacer t par bt et (2.2) par une équation analogue, il suffit de

vérifier que u(t) E F pour t > 1 et u E ,+~;F). Pour tout t ~ 0, on peut écrire

l’intégrale étant absolument convergente dans E. La démonstration du théorème 2.1 s’appuie sur

un lemme.

LEMME 2.2. e E et g e ;E), posons

De plus ,~ ; E X L p (0,1; E ) -~ F est continue.



Démonstration du lemme 2, 2.

- Si g est en escaliers sur [0,1 avec g = 0 sur [1-~,1 ] et r~ > 0, il est clair que la fonc-

tion : [0,1 ] -~ F définie par J - T(a) g(l-a) est fortement mesurable et, presque partout sur

[0,1 ] on a

La fonction J - T(a) g(1-o) est donc intégrable sur ]0,1] comme fonction vectorielle à valeurs
dans F. On en déduit que dans ce cas ,T (~p,g) E F, avec

d’où finalement puisque (0,1 ),

- Dans le cas général, il suffit d’approcher g dans par une suite de fonctions

en escaliers

Comme :T dépend linéairement de 03C6 et g, grâce à (2.4), on obtient

Donc lorsque n -~ ~j converge dans F vers un certain y E F. D’autre part il est clair

que ~T : E X L~ (o,1;E) -~ E est continue.

Donc lorsque n -~ g- convergne dans E vers J’ Puisque F CL. E, on en
déduit que ~ (~p,g) = y E F.

Finalement, l’estimation (2.4) reste valable pour g quelconque dans LP(0,1 ;E), et puisque g- est

linéaire, on en déduit que ~ : E X ;E) - F est continue.

Fin de la démonstration du théorème 2.1. La formule (2.3) et le lemme 2.2 appliqué avec 03C6 = u(t)
et g(a) = f(t+o) montrent que u(t) E F pour tout t > 1.

Si u E L~(IR+,E) et f E Sp(IR+,E), p > 1/1--a l’estimation (2.4) montre de plus que u(t) est borné
dans F pour t > 1. 

Finalement, l’application T -~ f(. + T ) étant continue : IR+ ~ Sp(IR+,E) dès que f E Sp(IR+,E)
et p > 1, on déduit facilement la continuité de l’application u(t) : [1,+ce[ - F de celles de
u(t) : [0,+ce[ - E et ~T : E X F.



3. - APPLICATION A CERTAINS PROBLEMES PARABOLIQUES SEMI-LINEAIRES .

ou bien

Il est connu (cf. [4] , [6] ) que dans les deux cas - L est m-accrétif dans LP(Q) pour 1 ~ p  +ce,

et et L est analytique dans LP(Q) pour 1  p  +ce.

De plus, la restriction de - L à X est un opérateur m-accrétif. On a

- Considérons d’autre part une fonction f continue :

pour tous [t,x;u,v] E IR+ X S~ X 1R2, où C est bornée sur les bornées de IR+ X IR+, et
k ~ L1loc ( IR ).

Il est alors bien connu que pour tout uo E X, l’équation

admet une (unique) solution locale u E C([o,b [ ; X) telle que u(0,x) = uo(x), qui vérifie l’équation
en un sens classique pour 0  t  8 et les conditions aux limites choisies sur [ X r.

- Le but de cette section est d’établir que, moyennant des hypothèses simples sur f, la

solution u(t,x) reste bornée dans C1 pour t > 1 (par exemple).

Pour établir ce résultat, on utilisera uniquement les théorèmes 1.1 et 2.1 en conjonction avec des

méthodes standard en théorie des problèmes paraboliques.



THEOREME 3.1. Supposons que f vérifie les conditions

Alors, pour tout 8 > 0 on a u(t) E (S2)),

Démonstration. Vérifions d’abord que u est solution globale dans X et u E 

Pour cela, posons M = Il u et D = Sup C,M }.
Si 13+(u) = (u-D)+ et u E on sait que

D’autre part, d’après la théorie hilbertienne, il est bien connu que u(t/) E D2(L) pour presque
tout t E ]0,Tmax[. En multipliant (3.2) par 13+(u) et intégrant sur S~, on voit donc que pour
presque tout t E ]0,Tmax[,

Or la condition (3.3) implique en particulier

On voit donc que la fonction t ~ 03A9 | (u(t,x)-D)+| 2dx est décroissante au sens large. Comme

(par construction) on a (u(0,x)-D)+ = 0, on en déduit

En répétant ce raisonnement avec (u+D) = /(u), on conclut que

On applique ensuite les théorèmes 1.1 et 2.1 avec E = X, F = Y et

f(t) (x) = f~t,x,u(t,x)) C 

Ceci termine la démonstration du théorème 3.1.



Remarque 3.2. Le théorème 3.1 est commode dans les applications car il montre que U ~ }

est précompact dans X, sous des hypothèses de régularité très raisonnables sur f. Ces hypothèses

pourraient d’ailleurs être encore affaiblies, notamment en ce qui concerne la dépendance en t.

La proposition suivante, dans le même esprit que le théorème 3.1, nous sera utile dans la section 4.

PROPOSITION 3.3. Au lieu de (3.3), on suppose

Si u est une solution globale de (3.2) telle que

Démonstration. Il 1 suffit de vérifier que u E car alors la propriété (3.4) et les théorèmes

1.1 et 2.1 permettent de conclure comme pour la démonstration du théorème 3.1. On sait d’autre

part (cf. [4] ) que pour tous (p,q) tels que 1 ~ p  q  et cp E LP(Q), on a et L ~p E 

pour tout t > 0,et

inégalité valable ~ t ~ ]0,1].

Pour la suite de la démonstration, distinguons deux cas

1er cas .- n = 1. Il suffit d’appliquer le théorème 2.1 avec E = L~(n), F = X et
f(t)(x) = C (~2)).

En effet, l’inégalité (1.1 ) appliquée avec e =2014 montre que (2.1 ) est vérifiée avec a = 2/3.

On obtient donc u E et puisque la solution u(t) est globale dans X, u 

2ème cas : n  2. On définit la suite finie  n-1 par

Par applications successives du théorème 2.1 avec



et f(t)(x) = f(t,x,u(t,x)), on obtient au bout de n-1 itérations que u E 

[Grâce à (3.5), à chaque pas (2.1 ) est vérifiée avec a = 1/2, et grâce à (3.4) on a

f(t,x,u(t,x)) E L°°(IR+,E)] .
n

Ensuite, grâce à l’estimation (1.1) appliquée avec e = -, on peut utiliser une dernière fois le

théorème 2.1 avec E = L n(Q), F = X et f(t)(x) = f(t,x,u(t,x)) E (ici a = 2/3).
On en conclut que u ~E ce qui achève la preuve.

Remarque 3.4. La technique ci-dessus pourrait également être utilisée pour démontrer l’existence

globale de solutions (respectivement, de solutions régulières) pour certains problèmes paraboliques
semi-linéaires.

Des idées analogues à la proposition 3.3 sont développées dans [2] dans un cadre plus général.

4. - ETUDE D’UN SYSTEME PARABOLIQUE INTERVENANT EN BIOLOGIE

Soit Q comme précédemment et h G C1 > 0: Le système d’équations aux
dérivées partielles

où a, b > 0 sont des coefficients de diffusion, généralise entre autres un modèle proposé dans [23] ]
pour l’étude de la propagation des épidémies.

I est tout-à-fait classique de vérifier, par des méthodes standard, que pour toutes vo > 0
données initiales dans X = C(Q), le système (4.1) possède une solution globale unique
u(t) E C(IR+,X), v(t) E C(IR+,X) telle que u(t,x) > 0, v(t,x) > 0, et que la solution vérifie les
conditions aux limites pour t > 0.

Deux questions naturelles, et dont la résolution en dimension > 2 demande davantage d’effort,
sont l’existence d’estimations uniformes dans C(Q) pour t > 0, et le comportement des solutions
lorsque t -~ + ce.



Ces deux questions sont résolues par le théorème suivant.

THEOREME 4.1. Pour tous E X X X tels que 0, 0, l’unique solution [u,v] de

(4.1 ) telle que u(o) = uo et v(o) 
= 

vo est telle que

De plus, il existe une constante û > 0 telle que

Démonstration. Pour x E S~ et t > 0, posons f(t,x,u) = - u v(t,x) h(u), d u E IR. Il est clair que f

vérifie (3.1 ) et (3.3) avec C=0.

D’après la première partie de la démonstration du théorème 3.1, on a donc

En intégrant la première équation de (4.1 ) sur il, on voit aussi que la fonction : t ~ ~ u(t,x)dx

est décroissante, et tend donc vers une limite lorsque t -~ + ce : 
~

De même, en additionnant les deux équations de (4.1) et en tenant compte des conditions aux

limites, après intégration sur S~ on obtient :

On en déduit que t étant décroissante, tend également vers une limite lorsque

t ~ +00. En combinant ce résultat avec (4.6), on obtient



En intégrant (4.6bis) sur [O,t], on trouve

De (4.7) et (4.8) on déduit Q = 0, donc

Puisque u E et v G (S2)), on peut appliquer la proposition 3.3 à la deuxième
équation de (4.1 ). On en déduit

En particulier, U { v(t) } est précompact dans X, et en combinant avec (4.9), puisque v > 0
t~0

on en déduit

Puisque U J est précompact dans X, soit T -~ +ce une suite telle quen

En désignant par T(t) le semi-groupe engendré par L = a A avec conditions aux limites de Neumann
dans X = C(Q), on peut écrire pour tout t ~ 0

En tenant compte de (4.10) et (4.11), on en déduit :

D’autre part, grâce à l’effet régularisant, on peut multiplier la 1 ère équation par u(t) pour t > o, et
on obtient que t ~ II u(t) II 2 est décroissant. En combinant avec 4.12 il vient

2 ( " )’

Pour t > fonction T(t)u* = vérifie



En multipliant (4.14) par et en intégrant sur X Q avec 0  a  ~i, on obtient :

ce qui, en combinant avec (4.13), donne

Finalement, on conclut = T(t)u* = u*, indépendant de x. En comparant avec (4.12) et

(4.6), on voit alors que u* = u.

D’après (4.11 ), cela signifie que pour toute suite ~-n -~ on a

et ceci achève la démonstration de (4.5).

Montrons enfin que si u ~ 0, alors û > 0. En effet, si û = 0, il existe t~ E IR+ tel que

En utilisant la 2ème équation, on en déduit facilement

Donc v E L~ (IR+,X), et comme u E la 1ère équation montre alors que
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