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Résumé : On étudie les formes intégrablescw sur €™, 0 dont le (n—1) jet @1 est tangent a une
dxi

action linéaire générique de € "_1, i.e 5n—1 est du type X1 X E)\i —_, >\i € (I—{O}. On s’inté-
X:
i

resse notamment au probléme de la détermination finie et on établit le fait que w est elle-méme

tangente a une action commutative (pas toujours linéarisable), ceci lorsque les >‘i sont distincts.
Ce type de singularités joue dans la théorie des feuilletages singuliers un role analogue 2 celui

des singularités de Morse dans le cas des fonctions. C’est ce qui motive leur étude.

dxi

Summary : Integrable forms w = wp—q + ... with (n—1) jet of type Wn-1 = Xq. Xy ZN —,
x.

A € C- { 0 ; are studied. We give results of finite determinacy and we prove that if the 7\i bre

distinct w is tangent to an abelian action. These singularities, in theory of singular foliations,

are analogous to Morse functions in theory of functions.

0. - INTRODUCTION

L’objet de ce travail est I’étude des «perturbations» des formes intégrables tangentes
a des actions linéaires commutatives naturelles. Un germe de 1-forme w (&, analytique ou

holomorphe) a I'origine de K™ (ot K = IR ou C) est dit intégrable lorsque w A dw =0. Lorsque w
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ne s’annule pas a I'origine, le théoréme de Frobenius classique assure I’existence de (n—1) champs
de vecteurs commutants dont I'intégration donne les feuilles du «feuilletage» F défini par w.
Nous nous proposons ici de donner des critéres pour que subsiste un résultat analogue en présence

de singularités.

D’une fagon générale, soit w un germe de 1-forme holomorphe intégrable a I’origine
de K". Nous dirons que w est tangente a une action de groupe s'il existe une algébre de Lie & de

champs de vecteurs ( €& ® analytiques ou holomorphes) de dimension finie sur K telle que :

1) w(X)=0 pour tout X dans &

2) dim G, = n—1  pour x dans un ouvert dense.

L’intégration des champs de % conduit a un groupe G de germes de difféormorphis-
mes qui agit naturellement sur K" 0. Les feuilles du feuilletage singulier ?w[M,M] sont alors

les orbites de dimension n—1, suivant G, des points de K".

Avant d’énoncer nos résultats, donnons quelques exemples bien classiques.

se8 2

Le premier exemple est donné comme il a déja été dit par le théoréme de Frobenius.
Vient ensuite le phénoméne de Kupka-Reeb [K] ; on autorise ici w a s’annuler : w(0) = 0, mais
dw(0) # 0. Le théoréme de Darboux assure alors I’existence de coordonnées (x1,...,xn) dans les-
quelles dw s’écrit dw = dx A dx2 (en effet dw A dw = 0) ; 'intégrabilité implique alors que w

ne dépend que de deux variables :
w= A(x1,x2)dx1 + B(x; ,x2)dxé
On obtient une action de K"—] en intégrant I’algébre commutative :
d a a a
Y =K {B ——-A — ,— .., —
ax1 ax2 ax3 axn

Dans ces deux exemples, la propriété «&tre tangent a une action» est déterminée par un jet d’ordre
fini de w. Dans cet ordre d’idée voici un résultat qui a été prouvé indépendemment par les deux
auteurs (A.L.N. avec C. Camacho dans [C.L.]) :

Soit w = w,, + ... un germe de forme holomorphe intégrable a 'origine de c3 ;on
suppose que le premier jet non nul jvw =w, de w en 0 est d’ordre au moins 3 (¥=> 3) et que 0
est une singularité isolée de dw,,. Il existe alors un germe de difféomorphisme ¢ : C 3, 0D tel
que ¢*(w) = w,. De plus w est tangente a une action du groupe affine (puisqu’un calcul simple

prouve qu’il en est ainsi pour wV).

Il y a en fait plus surprenant [C.L] : soit w un germe de forme holomorphe intégrable
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en 0 € C", n > 4. On suppose qu’il existe un plongement i :C3, 0—>¢€", 0 tel que O soit une
singularité isolée de dc, ol I'on a posé & = i*w. Alors w est triviale au-dessus de @, i.e il existe

une submersion ¢ : €C",0 > ¢3,0 telle que w = Y*@.
Venons en maintenant aux formes tangentes a des actions commutatives génériques.

On se donne dans € " une algebre de Lie & de champs linéaires commutants engen-

drée par les champs A, ,...,An_1 , dim 91 =n—1. Nous ferons les hypothéses génériques suivantes

sur 91 :

1) les champs A; sont simultanément diagonalisables, de sorte que dans des coordon-

nées diagonalisantes X1 Xpy la forme

i dx1 A A dxn

W1 =ip iAo

n dxi

YL gttt oy —
secrit wn_1 —~x1 eee Xn .Z ai -x—.
i=1 i

2) les a; sont deux a deux distincts et non nuls.

Notons d’emblée que les «plans de coordonnées» x; = 0 sont des séparatrices de En_].
Une premiéere condition d’indépendance entiére des 3 intervient lorsque I’on recherche les courbes
solutions de 6n—1 , i.e les applications y : €,0>C"0 , v= (71,...,7n) telles que 7*Gn_1 =0;
comme c’Jn_] est homogene, on peut supposer les % homogenes, i.e :
o€ C, P € IN

L

)
Les solutions contenues dans les plans X; = 0 étant déja envisagées, supposons les o # 0. Lorsque
I'on explicite y*&,_1 =0 il vient :

t(z Pi)—1

o .. .2 ap;=0

De sorte que lorsque les a; sont IN indépendants, toutes les courbes intégrales holo-
morphes de Gn_1 sont contenues dans les séparations canoniques (xi =0).

Disons que w_; est non-résonnante si la condition (*) suivante est satisfaite :

1
(*) il existe un couple d’indice (i,j) tel que ai/ 3 n’appartiennent pas a Z UiU Q,.

Un premier résultat formel, qui s’apparente aux théorémes de linéarisation formelle des champs,

(bien qu’il n’en découle pas directement) est le :
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THEOREME 1 (de conjugaison formelle). Soit w un germe de forme intégrable holomorphe a
'origine 0 de € N (ou plus généralement une forme intégrable formelle) dont le n—1 jet en O est :

dx.

i
_ ai=/=aj¢0 pour i #j.

X;

|, W@ =X X 2y

n—1 i

Si ‘.‘Jn—l est non résonnante il existe un difféomorphisme formel ¢ =id + ... tel que ¢* &;’n_] =w.

Lorsque n = 2, le théoréme 1 est impliqué par le théoréme de linéarisation formelle
d’un champ de vecteur dont la partie linéaire a ses valeurs propres non résonnantes (condition (*)).
Pour n quelconque (*) est une condition de non résonnance a la Poincaré portant cette fois sur
lalgébre de Lie & des champs linéaires annulés par ‘—"_n—l' De_s conditions de petits diviseurs
apparaissent déja dans le cas n = 2 pour obtenir la linéarisation holomorphe, il n’est donc pas

étonnant que des conditions analogues apparaissent dans ce contexte :

THEOREME 2 (de conjugaison holomorphe). Soit w un germe de forme intégrable holomorphe
dx.

a I'origine de €" dont le n—1 jet est o—.;n_1 =Xq - X z G — + 3 # 0 pour i # j. Sous réserve
X:
i

que I'une des conditions a,b,c qui suivent soit satisfaite, il existe un germe de difféomorphisme

holomorphe ¢ tel que w = ¢* w4
a) il existe un couple (i.j) tel que a; [ 3 £ IR

b) tous les a; sont alignés, i.e. (a],...,an) = (b, ,...,bn) avec b; € IR, mais les b; ne sont

pas tous de méme signe et vérifient la condition (*).

c) les 3 sont alignés, i.e. (a1,...,an) = >\(b1,...,bn) od les b; sont réels tous de méme

signe, et il existe un couple (bi,b j) satisfaisant une condition diophantienne :

1
Ikb; — 2, |> ———
I k+0l€

pour tout (k,2) dans IN2 - { (0,0) } ; € est un réel positif.

En utilisant les résultats de [L] et [CL], on obtient un résultat de persistance des

singularités des formes w__ :

COROLLAIRE. Soit w une forme intégrable holomorphe définie sur un ouvert U de € N contenant
n dx.
— i
W=® =X - X, .21 3 = vérifie la condition a) ainsi que = 2, % 0 (on
i= i

1

0, telle que "~

dit que &)"n_1 est non dicritique). Alors si S est une forme intégrable suffisamment proche de w,

dy.
il existe un point p de U et des coordonnées Y1rYp €1 P telles que 2 =y ... Yn z ai — au
Yi
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voisinage du point p. Les ai sont des nombres complexes voisins des 3.
Disons qu’une forme intégrable w est tangente a une action commutative, si I'on peut
réaliser le feuilletage singulier &, définie par w au moyen d’un algébre de Lie (de dimension
finie) & de champs de vecteurs commutants (i.e. Z = @ ). Ceci est notamment le cas lorsque
I’on peut écrire W =iy iy ... i (vol) o les X; sont des champs commutants.
X] X2 Xn_] ]
D’aprés ce qui précede une forme w = Gn_] + ... satisfaisant aux hypothéses du théo-

réme 2 est tangente @ une action commutative (linéarisable).
dxi
=)\.x1 ...anki —X— ol les
i
kj € Z sont sans diviseurs communs. On peut d’ailleurs résorber le-coefficient A par une homothé-

Lorsque c—on_1 est résonnante on peut écrire Gn_1

tie. Dans ce cas, il est possible d’établir un résultat de «formes normales» :

THEOREME 3. Soit w un germe de forme intégrable holomorphe a I'origine de C" telle que :

dx.
— ]
i"w=% 17X X Tkj = K €Z, kj#k#0 pouri#]

n—
X

a) Lorsque tous les k; sont de méme signe w est holomorphiquement conjuguée a

W1 S et seulement si w posséde une intégrale premiére formelle (faible au sens de [M,M] ).

b) Lorsque les ki ne sont pas tous de méme signe w est conjuguée a une forme inté-
grable polynomiale 6n—1 +P, j"-1 P =0, tangente a une action commutative non linéarisable
en général dans le cas résonnant.

dx.

i
W =X] e Xy z b, — ol les bi sont réels posi-

X

Une étude plus précise du cas j"_1

tifs permet alors d’énoncer le :

THEOREME 4. Soit w un germe de 1-forme holomorphe intégrable dont le n—1 jet est :

dx.

i
=Xq - X Eai——, ai=f=aj¢0 pouri#j

n
XI

“n-1

Alors w est tangente a une action commutative.

.Pour terminer nous énongons une généralisation du phénoméne de Kupka-Reeb qui

dit que les formes Bn_] + ... n’admettent que des extensions triviales :

THEOREME 5. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable a I'origine de € M Supposons
qu'il existe un plongement i : Cn,o ->C m’o n<m tel que :

dx

k
=X ...anak X akaéaQ#O pour k # 2

.n—1/,. -
it (i*w) = @1
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11 existe alors un germe de submersion F : C m’O -C" otel que w= F*(i*w) ; w ne dépend donc

que de n variables et est tangente a une action commutative.

En utilisant les récents travaux de Marc Chaperon [Ch] on adaptera ensuite les résultats

2 2 » (o]
précédents au cas réel C .

|. - DETERMINATION FINIE FORMELLE DES FORMES NON RESONNANTES
Le but de ce chapitre est d’établir le

THEOREME 1. Soit w un germe de forme intégrable holomorphe a I’origine 0 de € " (ou plus
généralement une forme intégrable formelle) dont le (n—1) jet en O est
dx.

i
=Xq e anai -, aiaﬁaj#O pouri¥j.

X

j w= an__]

Si an—] est non résonnante, il existe un difféomorphisme formel ¢ =id + ... tel que ¢p*w = 6n—1'

Démonstration. D’aprés la condition de non résonnance (*), il existe deux indices io tels que

1 .
. . U— U . = .
a'o/ aJo ¢EZ Z Q. - Supposons que (|o , ]0) (1,2)

o

Ecrivons formellement w = Z W ou chaque j est une forme homogéne de de-
j=n—1
gré j. Nous allons construire par induction des difféomorphismes fno fp=idef, =f 108,

avec g (x) =x + A_(x), A, homogene de degré m, qui vérifient "M 2 £ w=G .. 1lest
m m m m n—1

clair que ce procédé nous conduira a un difféomorphisme formel ¢ = lim fm répondant a la ques-

tion. m

Supposons que I’on ait construit fQ—n+1 , £>n—1. Nous avons
fﬁ_n+] w= Gn_‘l + ‘JJQ + .ee
ou Wy est homogéne de degré L. Il nous faut trouver :
8on+2(X) =x+ 8 1 1o(x)

de sorte que :

fmn+2 @ =8 nt2 (Fnt1(@) =T +wgyq + .
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avec Wy 1 homogene de degré 2+1.
Nous avons :

.Q( *

8 nt2 2@ = @p1 g (©p—)

+L
Dgn+2

ol LAQ_n+2(5n_]) est la dérivée de Lie de @ n—1 Suivant le champ de vecteur z > AQ_n+2(z).

Nous devons donc résoudre I’équation : LAQ (@, _]) ~ wy. Ecrivons
n

—n+2
. My M
wy = z b;lx”dxi M= (k) x“=x]1 ...xnn
1<i<n
lul=2 _
dx.
: i
= Z x"_( Z oi.czj—>= Z o,
lol=Q+1 1<i<n X lol=Q+1
i _
avec 0; . cl _ba—e" l-—(O,...,O,l,O,...,O).
De la méme maniére écrivons :
n dxi
w Xq o X a, —
n—1 1 n i
i=1 Xj
dxiAdxj
dw 1 =Xq . X Z (aj—ai) —
i<j i 7
dx-Adx.
. . l J
dewq = Z x?. Z 0, 0; (clo—c:J)—-x_
lol=0+1 i<j Xi %

Le condition d’intégrabilité implique I’égalité :
wWp—q Adwg +wy A d‘—"’—n—1 =0
soit :

0= 2. xot(1,..1) > [ai 0. Uk(c )+aok° (co 5)4_
1= g+1 i<j<k L'’
o i<j

dxi A dxj A dxk

24.9;9; (cJ — ) + oic (ak—a ) + 9 o (a2 ) + N (a —a. )]

Xi.Xj.Xk

et donc :
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ik . .
(]) Qg = oi . C:, [(ak—])aj - (01—1 )ak] + Ojcja [(Oi—] )ak - (Ok_] )ai] +
okcs; [(aj—l)ai - (oi—1)aj] =0 Vijk, Vo, lol=8+1

Nous cherchons Ag_ 1 5 sous la forme suivante : AQ—n 2= z Ao , avec A o homogéne de degré
2—n+2, de sorte que LAo Gn_1 = ag. Remarquons d’abord que si 0; = oj =0 alors o = 0. En
effet, d’aprés (1) pour toutk :
0y - cE(aj—ai) =0 e 0. c(l§= 0 k#ij
dxk
Or o, = x?. kz_:1 O - c"; —x—k— . Dans ce cas nous prendrons Ao =0.

Supposons maintenant qu’il existe un i unique tel que 0; = 0. Il vient alors pour tout j i, k # i :
(2) o) - clé [aj + (01—1) . ai] =0; cJ(7 [ak + (ok—1)ai]
Nous cherchons alors Aa sous la forme :

0
A0=7\.x“ — avecu=0-(1,.,1) +¢
axi

Nous avons :
) dxk
LAO Gn_] =xx°¢ Z (ak + (ok—1)ai) —
k k

L’égalité L (—"’-n—l =a, sera réalisée si pour tout k :
o

Aay + (0, ~1)a) = o} . o

a % <
Si i = 2 la condition — ¢ Z assure que a; + (0]—1)a2 # 0 et \=——————— convient d’aprés
les égalités (2).
a 0) cg
Sii=1, on utilisera la condition — & Z et on prendre \ = ————————
a a12+(02—1)al1
4
Sii#1,i# 2, comme — n’est pas rationnel positif, 'une des deux quantités a; + (01—1)21i ou
a
2
a, + (01—1)ai est non nulle ; s'il s’agit par exemple de la premiére nous prendrons
o, c)
1%

)\=——+(——1)— quantité qui convient puisque Qlik =0 pour tout k.
ay+Ho—1)q

Etudions enfin le cas ol tous les 0; sont supérieurs ou égaux a 1. Nous recherchons
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cette fois Aa sous la forme :

Nous avons :

dx
— k
Ly @pq=x°.2. 2. (& + (0~ 1)a)d, —
g Kk ] Xk

'l . —_ e . . .
et I’équation LAo W1 =@, s'écrit maintenant :

(ak+(ak-1 )aj)dj , k=1,.,n

j=1
Introduisons les notations suivantes :
by
= 0. j = : = - .
.bj 9 Cg» b Sk Akj 3 + (o) 1)a,
bn

La matrice (Akj) est de rang supérieur ou égal a 2 ; en effet il existe k tel que Ok = 2 puisque

lol= 01t ... +0,=n+1 ;alors I'un des deux mineurs :

Ati Ay

= (aj—ai) [(ok—1)a]—(01—1)ak]
Aki Akj .
Agi Ay

= (aj_ai) [(ok—T)az-(az—Uak]
Ai o A

est non nul puisque a1/a2 Q.-

D’autre part pour tout i,j,k,2,m on a

i j k
- _ ijk _
AQi AQ] bQ = (aj ai) .20‘ =0
Aml Amj bm

Le vecteur b est donc dans I'image de (Akj)‘ Q.E.D.
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Il. - DETERMINATION FINIE HOLOMORPHE DES FORMES NON RESONNANTES EN
PRESENSE DE PETITS DIVISEURS

Comme on peut s’y attendre I’nomogenisation formelle des perturbations des formes

N

non résonnantes ne va pas toujours conduire a une homogénisation holomorphe ; pour s’en

convaincre il suffit de se placer en dimension n =2 ou les formes Gn_1 s’écrivent :
Wy =2 ydx+a2xdy

Pour étre assuré de la 1-détermination finie on demande usuellement que I’'une des trois conditions

suivantes soit réalisées :

a) le quotient a; / a, n’est pas réel.
b) a; / a, = X\ € IR mais la condition (*) de non résonnance est satisfaite et A est
négatif.

c) a / )=, ol u est un réel positif vérifiant les conditions diophantiennes :

v (i) € N2

i lijl€

Suivant 'usage les conditions a) et b) définissent le domaine de Poincaré c) celui de Siegel.

Ceci se généralise de la fagon suivante :

THEOREME 2. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable a I'origine de C€" dont le (n—1)
Jet est

dx.

i
=Xq ...anai -;-, ai?ﬁajaéo pour i #j.

Sous réserve que I'une des conditions a) b) c) suivantes soit satisfaite, il existe un germe de difféo-

morphisme holomorphe ¢ tel que w = ¢* & n—1-

a) il existe un couple (i,j) tel que a;/ 3 ¢IR.

b) tous les a; sont alignés, i.e. (29 ,...,an) = )\(b] --by3) 0dl les b; sont réels tous de méme
signe et vérifient (*).

c) les a; sont alignés, i.e. (aq,...,a;) = )\(b1,...,bn) ou les b, sont réels de méme signe et

il existe un couple (bi,b j) satisfaisant des conditions diophantiennes :

kb= 2bl>
I k+81€

pour tout (k,2) € IN? - { (0,0) } ; € est un réel positif.
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Démonstration. Dans quelque hypothése a, b ou ¢ que I’on soit, la condition (*) de conjugaison

dxi
formelle est vérifiée ; w est donc formellement conjuguée a 'cf;n__] =X] e Xy X a; —. Intro-
X

duisons les objets suivantes pour a € Al (n) : |

D, ={XEx(n), «(X)=0}
Dy={Xexn, «X)=0}

D4(0)={X(0),x€D,}, i'D,={i'x, x €D, }

Si a est intégrable D , (resp. Da) est une distribution involutive au sens de [C1] . D’apres le théo-

réme 1, il existe un difféomorphisme formel qui envoie D, sur DG . Il en résulte que :
n—
.1 LA
D .=j D= .
J Yo W1

De la platitude de 0n sur @, , nous tirons les égalités :

11 D(‘,=l1 Dw=l] D

n—1

Remarquons maintenant que j] D, est engendré par les champs linéaires :

n
Al)= D A
i=2
et par A(t) = e (t),...,)\n(t)) le spectre de A(t),
a n

ti.
3 i=2

La condition (*) étant satisfaite, supposons que ap/ayet ay/ a; n’appartiennent pas a Z U Q.

Nous avons les lemmes suivants :

LEMME 1. L’ensemble = des t € C"! e que \(t) vérifie les conditions de non résonnance de

Poincaré :
R n
<), 0>-2(0) = k; (1) . o =N(t) #0

pourc €IN", 1ol>2, jE1 ...n], est un ensemble résiduel.
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LEMME 2. Sous les hypothéses a) ou b), il existe t € " ter que I'enveloppe convexe des (t)

dans le plan complexe ne contienne pas 0 dans son intérieur.

Des lemmes 1 et 2 on tire le résultat suivant : dans les cas a) et b) il existe t tel que le
champ A(t) € j1 D, vérifie les conditions de non résonnance de Poincaré et tel que O ne soit
pas dans I’enveloppe convexe des 7\i(t). Notamment il résulte du théoréme de linéarisation de

Poincaré qu’un champ de vecteur holomorphe ayant A(t) pour 1-jet est linéarisable.

LEMME 3. Sous I’hypothése c) il existe t tel que les valeurs propres du champ A(t) vérifient des

conditions de petits diviseurs.

|<>\(t),0>—>\j(t)|> , VOEIN" lol=2, j=1..n

lol®
Preuve. Supposant que (io,jo) =(1,2) : I kby — fb,|l > ——— , nous recherchons t sous la
€
forme : I+l
b b b
2 3
t= (t2,...,tn) = (— — , =S — ., =S ) ot sEIR.
b1 b1 b1

Nous avons alors :

b.
Si Z 4= 0 on peut prendre s =1 puisque le couple (b1,b2) vérifie des conditions de petits
>3 b1 b.
diviseurs. Nous supposons donc 8= Z ;J- #0.Soitu= (“1""’“n) un multi-indice Z p; > 1, ot
i>3 by

tous les K; sont positifs sauf éventuellement un valant — 1 ; nous avons :

b
2
I<At), u> 1=y —py — +s[—p BHuz+...+p 1l

—u][3+p3+...+yn

Isl
I<Alt), u> l=——1biy— b, [-+b
Is| 1 1 —p1B+p3+...+p
|<A(), n>1> —— —+b, - 1
oyl e ls (bykyH1b))

Soit m un entier positif fixé ; I’ensemble ¢ des u € IR tels que :

M,m
—Hq 3+y3+...+un 1

=
lul™

(3)

u+b

(b]#z_ﬂ] bz)
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2
est I’extérieur d’un intervalle I# m= [u,u’] de longueur u'—u = ———_ Si m est choisi assez grand
)
lul™
1 .
la série Z converge ; il existera alors u, tel que I'inégalité (3) soit vraie pour tous les p.
wo b b
.1 _ 2 Z i )
Si so—u— et h(to) =\ ~Sy b—, 1,55 | nous avons :
o 1 =3 1
So 1

I<Atu> > — ———.
'b]l |“|m+e

SicgEINT;lgl>2 et p=0-¢ ona:

So 1 S0 1 1
=

<At ),0>—A(t)] = = =
o> 7H00 lul™e byl jgymte =5

pour a assez grand. g.e.d.

Soit maintenant un champ X € Dw tel que j1X = A vérifie ou bien des conditions de
1
petits diviseurs | = A0y — A | = —————— dans le cas c) ou bien les conditions des lemmes 1
7 oyt ta ®

et 2 dans les cas a) et b). Comme ix w =0, utilisant la condition d’intégrabilité de w il vient :
wA ix dw=0
et d’aprés le théoréme de division de Saito [S] :
ix dw="fw, f€O,.

En remarquant que iy dw__; = f(0) . ‘—"’_n—1 nous avons f(0) = trace A # 0 puisque A n’a pas de
résonnances.
. X 1 A
Soit Y le champ —. Visiblement j'Y = — vérifie les mémes conditions aux valeurs

(0
propres que A. En outre, nous avons : ©)

LY"":iY dw=w

tracej]Y=+ 1.

Des théorémes de linéarisations de Poincaré et Siegel [Sg] résulte I'existence d’un systéme de coor-
données dans lequel Y = B = j1Y. Utilisant alors le fait que trace B =1 et que B n’a pas de réson-
nance, on montre par un calcul direct (cf [C2] ) que dans ces coordonnées w est homogéne de
degré n—1. En combinant le théoréme 2 et un résultat de [C.L.], on obtient un résultat de persis-

tance des singularités '(En__].
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COROLLAIRE. Soit w une forme intégrable holomorphe définie sur un ouvert U de C N contenant
0, telle que

dxi

=Xq e anai T

i w=wng
on suppose que Zo—n_] Vérifie a) du théoréme 2 et est non dicritique, i.e. T N # 0. 5/ Q est une
forme intégrable définie sur U suffisamment proche de w, il existe un point p € U et des coordon-
nées yq,-,Y, enp telles que au voisinage de p on ait :

dy;

L=y, ...ynEai _—; aiEC.

Yi
Démonstration. D’aprés [C.L.] si § est suffisamment proche de w il existe un point p € U tel que
jg—z Q=0;ieQ,p =Z3’n_] + ... ou c—o;j_] est une forme homogéne proche de (TJn_1. On prouve
alors dans [L] que le cone tangent Pn en p de w;,_1 est du type (c’est ici qu’intervient I’hypothése

z 3 #0) : Pn =¢q1 -9, ou les @; sont des formes linéaires.

De sorte que G’n—1 s’écrit :

d;
- p— )
WL =] ¥, z 3
%
Comme 5;1_1 est voisin de 6n—1 un certain quotient ai/ aj’ sera non réel. On conclut

en utilisant le théoréme 2.

Il. - STABILITE DU LIEU SINGULIER ET DE L’IDEAL J(Bn_ﬂ

Dans ce court chapitre la lettre K désigne I'un des corps IR ou € ; le lemme qui suit
permet de présenter des démonstrations élémentaires des théorémes 3, 4, 5 ; sa démonstration
fait appel a des techniques trés différentes de celles utilisées dans le reste de ce travail. Aussi le

lecteur pourra I’admettre sans nuire a la compréhension des chapitres suivants.

LEMME FONDAMENTAL. Soit w un germe de 1-forme intégrable a I'origine 0 de K" de classe
C" (r = o ou analytique réel si K = IR, r=holomorphe si K =C). Supposons que le n—1 jet de w
soit égal a :
dx.
n—1 —

. l . .
j W=&,_1 =X, ..:anai-):-,aiEK—{O},aiaéaj pour i #j.
i

Alors les lieux singuliers S(w) = { x,w(x) =0 l et S(w, 1) = U (xi == 0) sont C" difféomor-

phes. i#j
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Notamment les idéaux & (w) et .#(w,_q) des composantes de w et w1 respectivement, sont

C" conjugués.

La démonstration s’appuie sur divers résultats de [C.L ] que nous allons mentionner.

Tout d’abord voici quelques notations et définitions :

-Si V est un ouvert de K" contenant 0, .# "(V) désigne I’ensemble des formes inté-

grables de classe C" définies sur V.

- Définition. Soit w € Z"(V) et p une singularité de w telle que jls—] (w) =0,
jg(w) = Wy Nous dirons que p est une singularité réguliére d’ordre k si la condition suivante est

satisfaite ; soit aj une forme homogene de degré j, 0 <j < k-1, vérifiant :

alors o= Osijsk—2et aj = La(wk) si j = k=1, ol a est un champ de vecteur constant sur K"

et La la dérivée de Lie suivant a.

-Siw € £ (V) nous désignons par M, (w) I’ensemble des singularités réguliéres

d’ordre k de w dans V et par Mﬁ(w) I’ensemble suivant :
Miw) = {pEM(w), dimImL Kw)=2]
k p k\«@/) Jp
ou L j';(w) est I'opérateur linéaire :a€ K" - Lajlg(w).

PROPOSITION A [CL]. M&(w) est une C'"-sous variété de codimenskon 2 de V ; de plus il existe
un voisinage U de Mﬁ(w) dans V tel que :

UNMiw) ={qeu, 15‘1 (w) =0},
La variété Mﬁ(w) est localement stable par petites perturbations de w dans & (V).

COROLLAIRE A [CL] Soit w_, ¢€K™, une famille C" d’éléments de Z"(V),V C K", et
p E ME(w 0)' Alors il existe des voisinages U de p dans K", W de 0 dans K™ et une application
h : W - U de classe C" telle que :

a) pour tout cEW, h(c) € ME(wC)

Bne)=acy, K (w) =0},
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PROPOSITION B [CL] . Soit w=w, + ... + w une forme intégrable polynémiale, w; homogéne
de degré j. Si wy est réguliére, il existe une translation f(x) = x + a telle que f*(w) = Wy -

PROPOSITION C [CL]. Soit w € £ "(V), p € V. Supposons qu'il existe un plan K% passant par
pEV tel que p € Mﬁ(w | KQ), ie. j';(w | KQ) = ak est réguliére. Si dak £0alors p € Mﬁ(w),

| _ -k _ £ ges
e jp (w)=0et jp(w) = w, est réguliére.

n dxi
PROPOSITION D [CL }. Soit w =&, 4 + RE€FT(V),0€V C K", &1 =x;.., Z i
3 €K, aivéaj#O, j0_1(R)=0.A/orsO€M2_1(w). i=1 i

Plan de la démonstration du lemme. Soit | = (j1,...,js) un sous-ensemble de (1,...,n) tel que
i1 <..< is nous désignons par # | le nombre d’éléments de J et par Ej le sous espace vectoriel

de K| engendré par les vecteurs e:

J],...,ej (ei étant la base canonique de K"). Pour #] =0 i.e.

s
J =0 on pose E¢= 0.

Nous allons prouver qu’il existe, pour chaque ] C (1,...,n) tel que # ) = n—2, une
sous-variété de classe C" A] tangente en 0 a I'espace EJ , contenue dans le lieu singulier S(w).
Ceci entrainera I’existence d’un germe de difféomorphisme C" f : K", 0 > K",0 tel que jg) f=id
et f(EJ) = AJ pour tout J, # ) =n—2. La forme n = f*w est telle que :

a) J-n—l n =J-n—1 w= an_1
b)sm> U E

#]=n"2

U EJ est définie par Iidéal des germes de fonctions C' engendré par les mondmes
#)=n2
x‘l cee x
n /\ , ye e —_— AN N
=X;. Il en résulte que n s’écritn = W1 +2Z X;.n; ol les n; sont des germes de formes
X.

i
C" nuls en 0. L’idéal .# (n) des composantes de 1 est alors égal a celui des composantes de wn1
puisqu’une matrice inversible fait passer de I'un a I'autre. Nous avons # (n) = #(w,_¢) = (x/\l)
etdoncS(n)= U EJ =S(w,1)-

#)=n2

Démonstration de I'existence des AJ et de f. Nous choisissons un voisinage U de O sur lequel est
définie un représentant du germe w, noté encore w. Pour chaque entier s, 0 <'s < n—2 considérons

I’affirmation (s) suivante :

(s) : Il existe un voisinage US de O, US C U, et pour chaque J C(1,...,n) #) =s, une sous variété
C de US , tels que :
n

3 = N — j
c) Aj est tangenteaEJ enOetAJ CN,NUg, Y, #) =s,0uN j—L,J,..S M]._](w).
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d U AJestdifféomorpheéUSﬂ U EJ'
#]=s #]=s

La démonstration du lemme résultera alors de I’affirmation (n — 2).

Preuve de (s) 0< s< n—2. Elle se fait par induction sur s =0,...,n—2.

Pour s = 0, d’aprés les propositions D et A, Mn 1(w) est de dimension 0 ; donc si U |

est un voisinage suffisamment petit de 0, on a :
fo} =M"_,(w)n Uo=Eg

Supposons (s) démontrée pour 0 < s < k=1 < n—2. D’aprés I’hypothése d’induction

nous pouvons supposer que

n .
. U M}_1(w)nuk_1 > U E)NU_
j=n—k+1 # J=k-1

apreés un changement de coordonnées convenable.

Ecrivons w = 5n—1 + R, 10 (R) =0 ; d’aprés la définition de Ml _1(w) nous avons

pour chaque point p € U E] nuU_q, J" k= ]( R) = 0 (il est en effet clair que
# J=k-1

]g_k_1 (@,—1) = 0). Nous voulons prouver (k).

1. - Désignons par x = (y,z) = (v, oYK 5 L1t ) les coordonnees de K" et par i le plonge-
ment de K"K dans K" défini par i (z) (c,z) oic= C1-C €St un point de KK La forme |*(w)

dz
ié‘(w) = Oy 2y Z 3 —Z— + z RJ c,z) dz
j=k+1 i =kt

est une forme intégrable de K"K 3 parametre ¢ € KK

2. - Effectuons I'éclatement z = p . u ol p = ¢ ... ¢, U= (uy 41, ). Aprés éclatement, i¥(w)
s'écrit :

du.
_ .n—k+ J
w.=p" k ]”k+1 unEaj T+p2 Rj(c,pu) du
J
3.-Comme j™ k= ](R) Ole IongdeEj,#J=k—1 etjg_](R)=0,ona:

R (c,pu) = (c €q - - U) =pn~k 'Ii'j(c,u)

avec Tij(O,u) polynomial de degrés n—k—2 en u. Ainsi W se laisse écrire :
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w =pﬂ—k+1 (

c w

n—k—1

+ Z ﬁj(c,u)dui) = pk+1 ":c

j=k+1

oUW =W, + ...+ W—k—1 ©st polynomiale intégrable, w; étant la composante homogene de

du.
i

0, . 7~ _
d”ide Wt Wy 4 1 =Uyq .Uy ' 2 3 —u—
j=k+1 i
Kn_k

4. - D’aprés la proposition B il existe un unique point a € tel que jg_k_2((3c=0) =0etaest

une singularité réguliére d’ordre n—k—1 de aczo. En appliquant le corollaire A on obtient des voi-
sinages Uy de.c= 0, U, de a et une application p : U] = U, de classe C" tels que p(c) est I'unique

singularité réguliere d’ordre n—k—1 de 25c dans U, ; de plus

plc)={a€ Uy, ig"k"z(ac) =0}

5. - La variété de Uy X U, paramétrée par ¢ - (c,p(c)) est Péclatement de la variété A, paramé-
o
trée par ¢ > (c,p.p(c)), p = ¢y ... ¢, J, = (1..k) variété qui est tangente au sous espace

Ej = { (c,0), c € Kk} . Comme p(c) est une singularité réguliére de Sc , z(c) = p . p(c) est une
o
singularité réguliére de la forme i*(w) ; il résulte alors de la proposition C que le point (c,z(c))

est une singularité réguliére de w d’ordre n—k—1 dés que p = €] - € # 0. Lorsque I'un des G

est nul il est clair que (c,z(c)) € E; , # ] < k-1 et d’aprés I’hypothése d’induction (c,z(c)) est
J

n—

une singularité réguliére d’ordre plus grand que n—k—1 et donc j(c k(_c2))(w) =0 pour tout c € E]

)Z o
i.e. en tout point de AJ .

o
Pour chaque J = “1»--"jk} , j] <..< jk nous podvons ainsi construire des variétés

AJ définies sur un certain voisinage Uk , paramétrées par des applications du type :
c€E EJ - (c,zJ (c)) ou KM= E] X E’J\ j\= (1,...,n) = J. Ceci prouve le point c).

6. - Nous redressons maintenant les U A )

#])=k

Soit y - (y,zj (y)) la paramétrisation de AJ et fJ (y,z) = (y,z—zJ (), Jo= (1,...,k).
o o Jo o

1. fj envoieAJ surEJ.

o o o

2. fJ laisse invariant les axes EI , #1<k-1etles Ej ,#) =k, ) # Jo ; ceci résulte
o

du fait que-zJo(y) =Y Yy P(y).

La composition f = fJN 0..0 fJ detousles f, , # ] =k, envoie alors U AJ sur | E]'
o
# )=k # =k

Ceci achéve la preuve du lemme fondamental.

De lemme fondamental on déduit facilement le :
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COROLLAIRE. Soit w = CJ‘n_] + ... un germe de forme intégrable de classe C" en 0 € K",
X; _
j"—1 w = Gn_1 =Xq e X > 3 ‘X—.', 3 * aj # 0. Si A est un champ linéaire annulant W1,

i
il existe un germe X de champ de vecteurs C" ayant pour 1et A et tel que w(X) =0.

En effet, d’aprés le lemme nous pouvons supposer que & (w) = J(Gn_1) quitte a

faire agir un difféomorphisme C". Nous pouvons trouver un champ Y, j1 Y =0 tel que
w(Y) =—w(A).

Mais il est clair que w(A) € a2, J(Gn_l) =42, Z(w) et donc un tel Y existe.

En utilisant le corollaire on peut montrer directement, i.e. sans utiliser le théoréme 1,

le théoréme 2. (Mais ce n’est pas une méthode plus rapide ! ).

IV. - PERTURBATIONS DES FORMES RESONNANTES ET ACTIONS COMMUTATIVES SOUS
JACENTES

§ 1. - Perturbation des formes résonnantes

dx.

— i
Lorsque Wpo1 = Xp - X z 4y — , g #* 3 # 0 est résonnante tous les quotients

n

i
3 / 3 sont dans Z U —i U Q . Quitte a multiplier les a; par une méme constante (ou bien a
faire un changement de coordonnées x — p . x) on peut supposer que :

dx.

—_ i
Whq =Xq e X z ki x_|

ou cette fois, les k; sont des entiers relatifs premiers dans leur ensemble. Deux éventualités se
présentent :

k k
a) les k; sont de méme signe et le mondme x11 xnn est une intégrale premiére de

b) les ki ne sont pas de méme signe, i.e. quitte a changer les indices :
(k‘l )'")kn) = (p‘l )'"ps) —qS+] )"'J_Qn)

ou les p; et qj sont des entiers positifs. Puisque 6n—1 est résonnante, nécessairement tous les

quotients p; / g sont dans IN U % .
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Nous avons le :

THEOREME 3. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable a I'origine de € N telle que

dx.
.n—1 - _ _l _ . 4.
j w=wh 1 =X ...anki Xi’ kiEZ {0},ki¢kipour|¢1
a) Si tous les k; sont de méme signe w est ho/omorph/quement conjuguée a “’n—]
si et seu/ement si w posséde une intégrale premiére formelle f (faible au sens de [M,M] i.e.
wAd f =0).

b) Si les ki ne sont pas de méme signe w est conjuguée a une forme intégrable poly-
nomiale w,_q + P, j“—1 P = 0, tangente a une action commutative (non linéarisable en général

lorsque & ,_, est résonnante).

Démonstration. La partie a) se déduit trés facilement des résultats de [M,M] (On peut trouver les

détails dans [C,] ). Etablissons la partie b).

Le Corollaire du lemme fondamental dit que j]Dw = j1D5 : ; dans j]Dw on peut
n a
trouver un champ A = Z >\ X; a— n’ayant pas de résonnances «positives» i.e.
i=1 X
n
kZ1 i A =0, i, >0 =i =0 Vk

Un tel champ ne peut alors présenter qu’un nombre fini de résonnances qui seront du type sui-

vant :
n
A= > i N avec =0 Zi>2
k=1
En fait de tels champs constituent un ensemble résiduel de j1Dw . Les ki n’étant pas de méme
signe, on peut choisir une base A1,...,An_] de j]Dw telle que :

1) A est «contractant» (i.e. spectre Ay C f z,Rez<0 ;)

2) les Ai n’ont pas de résonnance positives (dans le sens précédent)

3) les A]- ont les mémes résonnances, i.e. si )\j (7\], )\ ) est le spectre de A ,on

a P’équivalence : il existe € tel que
N -<f, >=0 <= —<AKi >=0 Vk=1,.,n1.
o o Jo o

N
La condition 3) signifie que les opérateurs crochets [A-] :x(n) O ont méme noyau
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et méme image. Soit X; €D, tel que j1X1 =Aq.

A A A
D’apres [Cq] on peut trouver des €léments XgyesX—1 de D tels que :
A A A
X],X2,...,Xn_] engendre D(‘J
.=A. j=1,..,n1
A
[X1,Xj] =0 pourj=1,..,n1

A
(X1 est holomorphe alors que les X]- sont a priori formels).

Puisque le champ A est «contractant» et n’a qu'un nombre fini de résonnances nous
savons depuis Poincaré qu’il existe une mise sous forme normale (holomorphe) polynomiale, i.e.

qu’a un changement de coordonnée holomorphe prés on peut écrire :
X =A;+P,
ol P, est un champ polynomial, j1 P, =0, contenu dans le noyau de A; :[A,,P.]=0. Notant
1 1 1 130 A

que Ker [A; ] et Im [Aq:] induisent une décomposition en somme directe de A2 x(n) nous

écrivons :
g(\—A+P+N
I TR R

A
ol Aj + Pj , j1P,- =0, est la composante de Xj sur Ker [A1, .]=Ker [Aj’ Jet N]- la composante

de Xj sur Im[A4,]. Nous avons
A —
0= [X1,Xj] = [P1,Pj] + [A1+P1,Nj]
De I'identité de Jacobi, il ressort clairement :
[P1,Pj] € Ker [A], ]
et en écrivant Nj =[A, ’Yj] :
et par suite [A1+P],Nj] €lm [A1, }

Il en résulte :
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0= [P1,Pj] = [A1+P1,Nj] .
Comme Ni €lm [A1 , ] il est facile de constater que Nj =0.
A . re .
Ainsi tous les champs Xi sont mis simultanément sous forme normale polynomiale :
X=X =A +P. ; P.EKer[Ay,]=Ker[A
iTNTH i i er [ 1;]— er[j,]
AN
et donc sont des champs convergents engendrant D, donc Dw .
La «distribution» D _ est involutive au sens de [C] ; il existe donc des f]ka € O, tels
que:
XX, 1= £ X,
En appliquant une fois encore I’'identité de Jacobi il vient :
- - Q
0= [XP[Xj’Xk]] =Z X (fjk) - Xg
et puisque X1,...,Xn_1 est une base du module libre Dw :
X{(f2)=0 VK,
1 ]k K% .
Mais le champ A4 n’ayant pas de résonnances positives les f'}zk sont nuls et [Xj,Xk] =0.

Soit w = iX] e iy (dx1 AL A dxn) alors @ est une forme polyndmiale intégra-

ble tangente a une action commutative de Cn_1 et w est conjuguée a @. g.e.d.

Remarque. Comme I'a suggéré I'un des référés, on peut prouver une partie de b), en procédant
comme dans le théoréme 2 : On cherche un champ X1 convenable tel que LX w =w et on nor-
malise X] . On constate que la normalisation rend w polynomiale. Mais trouver des champs

commutants tangents a w n’est alors pas tout a fait immédiat.

§ 2. - Actions commutatives sous jacentes

Une conséquence immédiate des théorémes 2 et 3 est la suivante : Soit w une forme

intégrable sur €",o telle que

dx.
.n—1 _ __l . .
j W= X e X 23 , ai#:aj#O pouri#j;

Xj
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si les g / 3 ne sont pas réels positifs alors w est tangente a une action commutative. Pour généra-

liser ce résultat au cas ol les a; sont quelconques, nous utiliserons un :

LEMME D’EXISTENCE DE VARIETES INVARIANTES. Soit w un germe en 0 € C" de forme

intégrable, avec :

dx.
— 1 . .
in 1w=<3n_1=x1 ...anai x_-, aiaﬁaj pouri#j et ai>0.
i

/I existe n variétés holomorphes Fj de codimension un, F i tangente a Xj = 0 et invariantes par w

en ce sens : si ¢ est l'inclusion de Fj dans C", wi"w =0.

Preuve. Soient SopenSp des nombres réels positifs. Le champ linéaire
, ) n ) _ )
A =— (s2a2 + ..+ snaln)x1 K +a 'Zz S; X a annule la forme w _; . Puisque les a; sont
i i= i A’
distincts on peut choisir des 5; de telle fagon que trace A’ # 0 ;si A=

onaiydw 4=
trace A’ A0

trace A.w__1 = o'3n_1 . Nous choisissons de plus les s; de telle sorte qu'ils soient indépendants

n—1
sur Z et vérifient des conditions de petits diviseurs ; si K sbhoyenibyy SONE les valeurs propres de

A nous avons :

1) Mojewesbhy, sONE indépendants sur Z et vérifient des conditions de petits diviseurs.

2) Ky est négatif et les autres K; sont positifs. Soit X un champ holomorphe ayant

pour 1-jet A et annulant w ; nous avons iy dw = Ly w=f. wol fE O, (0)=1.Le champ

X
Y =?- a pour 1-jet A et vérifie
LY w = iY dw=w.

Puisque Mg est négatif et les autres M positifs, le champ Y posséde une variété invariante holo-
morphe F; tangente a Xq = 0 ; nous allons montrer que F1 est invariante par w. Par un premier
difféomorphisme, on peut déja ramener F1 sur (x1 =0) ; a ce moment le champ Y s’écrit :

) n )

Y(XpyeeX ) =Xq .07 —+ o —
1%n 171 i .
ax] i=2 axi

Soit Y1 la restriction de Y 2 I’hyperplan invariant X7=0:

n

0

Y, (x2,...,xn) = .22 ai(O,x2,...,xn) -—
-~ i =

axi

Soit Wy la restriction de w a Xy = 0 ; nous avons clairement LY Wy =wy. Maintenant puisque

les K i = 2...n, (qui sont les valeurs propres de j1Y1) vérifient Jes conditions de petits diviseurs
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on peut, quitte a faire agir un difféomorphisme de I’hyperplan Xy = 0, supposer que
n 3

Y1 = Z M X — . Comme les M i = 2 sont positifs indépenants sur Z, la condition
i=2 Xi

Ly, wq=w, implique que wq est homogeéne de degré n—1. Ainsi w coincide avec la restriction

a (xq = 0) de la forme homogeéne & ; il en résulte que wy =0 et (xq = 0) est une variété in-
variante de w. On peut répéter cette manipulation parallélement a chaque (xi = 0) pour obtenir

le résultat souhaité.

Moyennant ce lemme nous sommes en mesure d’établir le :

THEOREME 4. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable a I'origine de €" dont le n—1
jetest:

dx.
-n—1

i
i w=5n_1=x] ...anaiT, aiaﬁajaﬁO pour i #j.
i

Alors w est tangente a une action commutative.

Démonstration. 11 suffit d'établir le résultat dans le cas ol les a; sont des réels positifs. Dans un
premier temps, au moyen d’un difféomorphisme adéquat on redresse les variétés invariantes de
w, dont I'existence est assurée par le lemme, i.e. Fj = (x; = 0). Une fois fait ce changement de

J
coordonnées la forme w s'écrit :

n dxi
W= Xq e X .21 ai(1+ y;(x)) ~
i= i

ot y; € O, ll/i(O) = 0. On se donne (n—1)-champs linéaires diagonaux Aq,.., A1 engendrant

I'algebre sous jacente & w4 ie. w ;= iA1 iAn—] (dx] A Adx).

Soient X1 ,...,Xn_1 les champs suivants :

X:=A L ¥ > (A) O a—f 2
.= P —_—— a: o — . L ——= s T T, ——
J J a.l (1+ll/.l) Il X J aX1 J J ax_l

Les champs Xj annulent w :

Visiblement les crochets

0]
X =1 — U .. &
[XI’XJ] f” ax ou fll @n)
1

doivent aussi annuler w, i.e.
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a1(1+xp1)fij =0.
Il en résulte que fij =0etles X; commutent. Q.E.D.

Remarque. Au moyen du théoréeme 4 on peut exhiber des formes normales formelles pour les

formes
dx.

i
W =X ...anai—+...

Xj

Ceci n’a d’intérét que lorsque les a; sont des entiers positifs ki (distincts) ; pour cela on met sous

forme normale un champ générique de |’algébre de Lie engendrée par les X: ; la commutation fait
i

que tous les X; se mettent alors simultanément sous forme normale formelle ; dans les coordonnées

y normales w s’écrit :

n k, k9
Y1 Y Z o (y11... ynn) _
i=1 Yk

ol les o sont des sries a une variable t, o (0) = kj satisfaisant les équations différentielles d’inté-

grabilité :

oglk; aj’ - kj a]+ aj[kQ o —k;op] + ai[k’- ap —kg al-’] =0.

V.- TRIVIALITE DES EXTENSIONS DES FORMES 6n—1 +..
§ 1. - Un lemme de géométrie analytique.
Rappelons la définition suivante introduite dans [MM] :
DEFINITION. Un plongement i : €0 >C™0 m>n> 0, est transverse a la forme w € Ar1n si

1) S(i*w)=i 1(sw)

2) i est transverse a S(w), ie. si Z est une branche de S(w) alors
cod(i”1 Z) = inf(n, cod Z).

Dans [MM] on montre ‘que les k-jets de plongements transverses a w, k = 2, consti-

tuent un ouvert dense dans les k-jets d’applications de €",0 dans cMo.
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Nous utiliserons le lemme suivant, sans doute bien connu :

LEMME. Soient Z un sous ensemble analytique de €™ 0 et | un idéal de © m s’annulant préci-
sément sur Z, i.e. /1= Z (Z) oo .#(Z) est I'idéal de définition de Z. Soit i : €",0~>C™ 0un
plongement transverse a Z et | 0= loi= { foi,fel } , | 0 © @n. Alors si | o Vérifie la propriété

des zéros, il en est de méme pour |, i.e. on a I'implication :
= = =
Vig=l, = VT=1

Preuve. |1 est clair qu’il suffit de prouver le lemme lorsque n = m—1. Soient f1 ,...,fp des générateurs

de | et (x,t) des coordonnées de €™ =C" X C telles que :

a) is'identifie a I'injection canonique x - (x,0) de C" dans C" X €
b) fj(O,t) £0 j=1,...p.

Soit g un élément de @ = s'annulant sur Z, nous voulons prouver que g = = hif,h€ O

De par la condition b) on peut supposer que les fi sont des polyndomes génériques :

tﬂi_1

fi(x,t) = tﬂi + aLi_.1(x) + ..+ aio(x)

ordonnés de sorte que Ky <. < Hp - En effectuant la division de g par fp 878, fp + rp» en-

suite celle der_ par fp_1 et ainsi de suite, on obtient :

p
#1”1
=g . .ty . IR,

(1) gxt) =gy f+. g+ Z ¢ Ri(x)
j=0

ol g € @metRjE o, -

En faisant t = 0 dans (1), il vient :

(2) g(x,0) = (gy . f; + ... + g - fp) (x,0) + R (x).

Sur ’ensemble analytique Zo =ZN(C" x {0 }) nous avons :
0=g(x,0) =R (x).

Comme 1, =+/1 et que les fj(x,O) engendrent |, il existe g} (x),...,gb(x) tels que :

0 )

o) Rolx) == g() . (x,0).
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Soient Gj(x,t) =g; (x,t) + gj’(x) ; nous avons clairement :
p
g(x,t) = Z Gj .fj +t.H, (x,t)
j=1
ie. g€ I(mod(t)).

Sur I’ensemble analytique Z nous avons :
0=t.H, (x,t) (x,t)eZ
et comme i est transverse a Z nous avons sur Zo :
0=H, (x,0).
Nous réécrivons de nouveau :

Hy(x,0) = 2. g} £(x0)

et
H; (x,t) = Z g]-’ fj(x,t) +t H2(x,t).
Donc :
got) = 2. (G, +tg}) filxt) + 12 Hylxt)
et ainsi de suite : g€ 1 mod(tK), VKEIN, ie. g€l Q.E.D.

§ 2. - Trivialisation des extensions.
Nous proposons d’établir le :

THEOREME 5. Soit w un germe de forme holomorphe intégrable a I'origine de €™ 0. Supposons
qu’il existe un plongement i:€",0>C™M0 n<mtel que:
dxk

=Xq ...anakx—k, akaﬁaQ#O pour k # 2

-n—1,. _
it (i*w) = -

Il existe alors un germe de submersion F : €™,0 > C",0 te/ que w = F*(i*w). Ainsi w ne dépend

que de n variables et est tangente a une action commutative.
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Démonstration. Supposons dans un premier temps que le plongement i soit transverse a w au sens
de § 1. Soit (x,t) un systéme de coordonnées de CM =¢" x ¢™" qui identifie i a I'inclusion

canonique x > (x,0) de €" dans €™. Nous écrivons :

n m
""=.Z [( (x) (+Z t ﬁ (xt ] dx; + ._Z 7j(x,t)dtj
i=1 j=n+1
et nous désignons par Wy, W1, Wy les formes suivantes :
n
w, = Z a;(x)dx; = i*(w) =w _q + ...
i=1
n .
w = Z (e;(x) +Z t B xt))dx
i=1
m
wy = Z 'yj(x,t)dt
j=n+1
L’intégrabilité de w = wq + wy conduit a:
(1) 0=wAdw=w1Adw1+w1Adw2+w2Adw]+w2Adw2

dw1 s’écrit :
_ 1
dw1 —dxw1 +2Z m; Adtj , n}. € Am

dX est la différentielle relative aux coordonnées x.

Il'en résulte que sur I'ensemble analytique Z = S(w1), nous avons d’aprés (1) :
(AJ2 A dxw1 =0.

Comme a; #+ 3, dw, s’annule sur un ensemble analytique de codimension = 3 et il en est donc de

méme pour dxw1.

_D’aprés le lemme fondamental S(wo) est équidimentionnel de codimension 2 ; il en est
de méme pour S(w) puisque i est transverse a w. Nous remarquons maintenant que
S(w1) D S(w) et donc chaque branche de S(dxw1) N S(w]) est de codimension > 1 dans S(w1) ;

puisque dxw1 n’a pas de composant\e sur les dtj visiblement Wy | S(w1) =0 et donc S(w) = S(w1 ).

Nous avons vu dans le corollaire du lemme fondamental que . (w.) C & n est

o
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Xq v X
1 n
difféomorphe a J(Gn_1) =%-——-— ,i=1..n % ; J(wo) vérifie donc la propriété des zéros.
X
i

Mais d’aprés le lemme I'idéal & (w,) vérifie aussi la propriété des zéros ; en effet F(wy)oi=
J(wo). u¢(<:.>1) est donc I'idéal de définition de S(wq) ; comme w, s’annule sur S(w1q) nous

avons :

7j(x,t) € J(w1).

0] a
Il existe donc des champs X. = — + X a.(x,t) — tels que w(X;) =0.
J atj I ox; J
En redressant ces champs (par récurrence ou bien suivant [C]] ) on construit un difféo-
morphisme @(x,t)= (x¥(x,t)) tel que $*w A w =0, ie. ¢*w=H.w, ot HE @  estune
unité. En fait on peut absorber H en construisant un difféomorphisme ¢, tel que

H.w,=9%. w, [Cy).

Si maintenant i : €™ > C" X €™ ; i(x) = (x,0), nest pas transverse nous faisons
une petite perturbation de i : i'(x) = (x,P(x)) ot P : €™ > C™ " est polynomial d’ordre supérieur
a n, de sorte qu’il soit transverse a w ; w est alors triviale au dessus de i*w, i.e. w annule m—n
champs indépendants Xj = — 4+ ..., et donc triviale au dessus de i*w (et a posteriori i était

ot
transverse a w). J Q.E.D.

VI. - EXCURSION DANS LE CHAMP REEL

Remarquons d’abord que le théoréme 1 (formel) est valable en réel et que les autres

théorémes (2,3,4,5) le sont en analytique réel.

Nous désignons par &n I’anneau des germes de fonctions C™ en 0 ; nous conservons
dans ce chapitre les notations des chapitres précédents, notamment dans les démonstrations, les

objets holomorphes devenant C™".

THEOREME 2%°. Soit w un germe de forane intégrable c”al ‘origine de IR" ayant pour n—1 jet
_ _ n X: _
in Tw =Wpq =X e Xy - Z 3 -, a; € IR—{O},aiiaj pour i #j. Siwn

i=1 Xi

la condition (*), w est C™ -conjuguée a &

-1 vérifie
n—1 > i.e. il existe un germe de difféomorphisme ¢,
c”al ‘origine de IR", tel que P*w = 5n—1 ; plus généralement la conjugaison formelle de w a

Ea'n_1 impligue la conjugaison C™.
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THEOREME 3% Soit w un germe de forme intégrable C™° a | ‘origine de IR"™ ayant pour (n—1)-jet :

dx.
1
PEAX X Dk KEZ-{o} ki#Ek  pouri#]
X
I

n

a) si les k; sont tous de méme signe, w est c” conjuguée a w —1 S/ et seulement si w

posséde une intégrale premiére formelle.

b) si les ki ne sont pas tous de méme signe, w est C*° conjuguée a une forme polyno-

miale intégrable Bn_1 +P, jn_] P =0, tangente a une action commutative C".

THEOREME 4. Soit w un germe de 1-forme intégrable C*° en 0 € IR" ayant pour (n—1)jet :

dx.
i
En 15X Xp 23y —, 3, €IR~ {0; a=#a#=0 pour i #j.
X:
i

pY . . oo
Alors w est tangente a une action commutative C .

dx.

i

=Xq - X z 3 —, 3 € IR, sont les formes obtenues
x.

a partir d’actions linéaires de R diagonalisables en réel. Nous pensons que les résultats précé-

Remarque. Les formes homogeénes “’n -1

dents restrent vrais lorsque I’action n’est plus diagonalisable en réel mais I’est en complexe. Les

formes associées sont du type suivant dans un systéme de coordonnées linéaires convenable :

dx.

k
Wpq = (x] xk) . (u% + v%) (...) (u% + v%) [ .Z] 3 —x— +
i= i

Q (au+{iv)du +(3juj+ajvj)dvj ]

Z
2 2
. £+ Ve
j=1 Yj VJ

ol (x,u,v) € IR" = IRk X IR2’2 ; le théoréme 1 par exemple ne pose pas de probléme. Pour les
autres propositions il faut franchir une difficulté purement technique a savoir prouver le lemme

fondamental C*° pour ce type de forme.

Au cours des démonstrations nous utiliserons une généralisation du théoréme de

division de K. Saito, généralisation due 4 J.C. Tougeron.

. . ) N . .

Si f est un germe de fonction C” on note f son développement en série formelle. Soit

F= (f1,...,fp) un idéal de type fini de &, engendré par f; ,...,fp ; on dit que . est fermé s'il
existe un voisinage U de 0 € IR" et des représentants f; ~des f; sur U tel que I'idéal

jU = f f] U,...,pr } soit fermé dans I’anneau & (U) des fonctions C™° sur U muni de la topologie

faible de Whitney.
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p
LEMME [T]. Soit w = Z w; dx; un germe de 1-forme C”en0€R", F(w)= (@)
i=1
l'idéal des composantes de w. On suppose que le lieu singulier formel de w est de codimension
> 2 (i.e. la hauteur de l'idéal formel engendré par les w; est supérieure ou égale a 2). Si & est

d spr . z o oo
fermé les conditions suivantes sont équivalentes pour un germe ' de 1-forme C" en O :

ag wAw=0

b) il existe f € &, tel que w’ = fw.

Pour des raisons techniques nous ne donnons pas les démonstrations dans I'ordre de

leur énumération.

§ 1. - Démontration du Théoréme 4 lorsque tous les a; sont de méme signe

. . P 2 PP oo ol
(La démonstration dans le cas général va résulter des théorémes 2™ et3 ).

Elle est identique a celle de IV § 2 (sauf que I’on n’a pas a se soucier de questions de
n a
petits diviseurs), jusqu’au stade suivant : nous avons le champ Y1 = Z M; X; 6_ (les u; sont
i=2 Xi
tous de méme signe) et la forme w3 alors comme dans IV § 2,w- est formellement nulle, i.e.

wq est plate en 0. Il s’agit donc de prouver que I'égalité LY] wp = iY1 dw1 =Wy avec w plate

n
en 0, implique la nullité de w1 Il s'agit d’une manipulation classique. Ecrivons wy= Z P, dx; ;
i=2

les conditions w, (Y1) =0et LY1 w1 = w se traduisent par les suivantes :

(1) 0=% X Pj

(aPi an
2 P.=2 ux. | —- —
() ! IJJ ) axi axi>

en dérivant (1) par rapport 4 x; il vient :
oP.

J
= . X. —— + u. P.
0 ZujxJ axi ;1IPI

En reportant dans (2) nous obtenons :

. n (')Pi
(3) (]_“'i)Pi ng2 uj Xj E i=2..n.
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Soient P; des représentants des germes Pi définis sur une boule B | fermée. En intégrant

(3) le long des orbites de Y on obtient :

() (et ) =ot M

Pi(x)
t t
ot et . x= (eM2 x2,...,eMn x,,) est le flotde Y.

Supposons par exemple les K > 0 ; alors puisque =Y contracte vers 0 I'égalité (4) est

vraie pour tout t <O0.

Comme les P; sont plats en 0, pour tout entier m il existe des constantes C, . > 0 telles

que :
IP(x)I<C, Ix I1m pour xEB,
ot I Il est une norme sur IR™. Alors d’aprés (4) il vient pour tout t négatif :
—(1-1;) . t t —(1—ui)t mu. t m
(5) IP;(x)I=¢ Hi) - IPi(e“ X)ISC e sup e J x|

J

mu:—1+u.)t
= Cp, sup e( ! ) Ihx Im,

Si on choisit m assez grand les my; — 1 + u; sont positifs et lorsque t tend vers — < le
second membre est nul ; donc Pi =0. '
§ 2. - Démonstration du Théoréme 2°°

a) les 3; sont tous de méme signe

D’aprés § 1 il existe des champs Xj,..,X _; commutants tels que w(Xi) =0et

i'1X i'1X (dx1 A ... Adxy) =W _; ; puisque @ _4 vérifie la condition (*), on peut sup-

A ) An—1 n

poser que j]X1 =2 N X; ; vérifie les conditions de non résonnance z A0~ )\J- #0
i i=1

Vo= (a] ,.'..,on) €IN", lgl>2, Vj=1,..,n.Daprés [Ch]il existe un systéme de coordonnées

dans lequel les X; sont linéaires. Dans ce systéme de coordonnées nous avons d’aprés le lemme [T] :
w=(1+h).5n_] ou hee, , h(0)=0

(en effet un idéal engendré par des polyndmes est fermé).
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Parce que les a; sont deux a deux distincts il existe un germe de difféomorphisme ¥ tel que

Y*w=w,_q (exercice).
b) les a; ne sont pas de méme signe.

Ici on reprend la technique de Il ; on peut trouver, via le lemme fondamental, un

champ Y «contractant», vérifiant les conditions de non résonnances, tel que Lyw = w et

w(Y) = 0 ; alors dans des coordonnées ot le champ Y est linéaire on a w = Wn—1 T We, OU W, est
une forme plate en 0 ; écrivant w_(Y) =0 et Lywe=w,, et utilisant la méme technique que dans

§ 1, on montre que w,, = 0.

§ 3. - Démonstration du théoréme 3™

a) Le théoréme (3 § IV) permet d’affirmer que dans un systéme de coordonnées

convenablement choisi on a
w=w, T w,

oll w,, est une forme plate en 0.

En utilisant § 1 on peut trouver des champs Xi = Aj + Pj , ou les A]- sont linéaires

et les Pi plats en O, tels que :

[Xi'xj] =0.
D’aprés [Ch] on peut linéariser simultanément les X; ; ce qui permet de conclure. Remarquons
que I'on obtient I'implication : w a une intégrale premiére formelle = w a une intégrale premiére
C” (non plate en 0).
b) Suivant la démarche de la démonstration du théoréme 3(b)(IV)), on peut trouver
une forme normale C™ cette fois, du champ X1 i.e. dans un bon systéme de coordonnées c”
X1 = A] + P] ou A] est linéaire contractant et P] polynomial ; alors les champs X]- s’écrivent :

=A.+P 4+ Q.00
XJ AJ PJ QJ

A]- linéaire, Pj polynomial et Q ., platen 0;
J
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I"égalité [X; ,Xj] =0 implique que [X{,Q ] =0.
J

En utilisant le fait que le champ X1 est contractant, on peut démontrer que Q _ est
J

nul (cf (<1, [R]); I’idée est la méme que dans § 1. On conclut alors comme dans IV. Q.E.D.

INDEX DES NOTATIONS

O, = "anneau des germes de fonctions holomorphesen 0 € C".

4 =I'idéal maximal de € .

N\ _p ‘. S s s .

On =I"anneau des sries formelles a n indéterminées.

x(n) =le €, module des germes de champs holomorphes a I'origine de ch
/N AN

x(n) =le O, module deschamps formels.

AP(n) =le ©,-module desgermes de p-formes holomorphesen 0 € c".

jQB signifie le jet d’ordre £ en O de ’objet S.
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[CL]

[c;]

[Co]

[Ch]

(K]

[L]

[Ma]

[MM]

[R]
[S]

[Sgl

(7]
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