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SOMMES D’UN CARRE ET D’UN POLYNOME
IRREDUCTIBLE DANS IFq[X]
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(1) Laboratoire de Théorie des nombres, Faculté de St-/érébme Rue Henri Poincaré 13397 Marseille
Cédex 13 - France

Résumé : Soit IFq le corps fini a q éléments, q étant un entier impair = 5. On démontre ici que

presque tout polynome M de IFq[X] de degré au plus 2n admet une représentation comme somme
M=P+A2,

ol P est un polyndme irréductible de degré au plus 2n, ou A est un polyndme de degré au plus n.

On obtient aussi une estimation asymptotique du nombre de ces représentations.

Summary : Let qu be the finite field with g element, q being odd = 5. We prove here that almost
every polynomial M in qu[X] of degree less than 2n has a representation as a sum

M=P + A2,

where P is an irreducible polynomial of degree less than 2n, where A is a polynomial of degree less

than n. We also get an asymptotic estimate for the number of these representations.
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I.- INTRODUCTION

Soit IF le corps fini & q éléments, q étant un entier impair et IF [X] ’anneau des
polyndmes a une varlable sur le corps IF On a démontré dans [1] que tout polynome de IF [X]

de degré «assez élevé» est représentable comme somme
Py +Py+ A2
ou Py et P2 sont des polyndmes irréductibles, ol A est un polynome, ces polyndmes étant soumis
aux conditions de degré les plus restrictives possibles.
Il semble raisonnable de formuler pour les polyndmes de IFq[X] une conjecture analo-

gue 2 celle formulée par LITTLEWOOD [2] sur les entiers, a savoir :

«Si M est un polynéme non carré dans IFq[X] de degré 2n ou 2n—1, M est représenta-

ble comme somme
M=P+A2
ol P est un polynéme irréductible de degré au plus 2n, ou A est un polynéme de degré au plus n».

En adaptant a qu[X] la méthode utilisée dans [5] nous démontrons le théoréme

suivant :

THEOREME. Soit IF le corps fini & q éléments, q étant un entier impair, = 5. Alors, presque tous
les polynémes de IF [X] de degré au plus 2n peuvent s'écrire comme somme P + A2 ou P est un
polynome /rrea’uct/b/e de degré au plus 2n, ou A est un polynéme de degré au plus n. Le nombre
d’exeptions est, quel que soit le nombre réel b > 0, au plus O(q2"n_b), les constantes impliquées

par le symbole O ne dépendant que de q et de b.

Notons que les.conditions de degré exigées dans de telles représentations sont moins

restrictives que celles formulées dans la conjecture.

La démonstration de ce théoréme fournira en outre, pour presque tout polyndme M
de degré au plus 2n, une estimation asymptotitque du nombre R(M) de solutions (P,A) de I’équa-

tion
M=P+A2,

ol P est un polyndme irréductible de degré au plus 2n, ol A est un polyndme de degré au plus n.
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I1. - NOTATIONS ET CONVENTIONS

Nous reprenons les notations introduites en [1]. Le mot polyndme désignera toujours

un polyndme de IFq[X].

Soit H un polyndme. On note d°H le degré de H, Cy I'ensemble des polyndmes de
degré strictement inférieur au degré de H identifié a I’ensemble des classes de congruence modulo
H. Le groupe multiplicatif des classes inversibles modulo H sera noté C¥,, I'ordre de ce groupe
®(H). La fonction ® ainsi définie est analogue a la fonction d’Euler classique. On désigne par

w(H) le nombre de facteurs irréductibles unitaires distincts de H.

On désigne par U I’ensemble des polynomes unitaires et par / I’ensemble des polyno-

mes irréductibles unitaires. Sur U on définit la fonction de Modbius u par

1 siH=1,
u(H) ={ 0  siH estdivisible par le carré d’'un polyndme de /,

(=1)" si H est produit de r polyndmes distincts de /.

L’ensemble des polyndomes H tels que d°H < m sera noté Fm, I’ensemble des polynd-

mes irréductibles P tels que d°P < m sera noté lm'

Si A,B et H sont des polyndmes, la relation A divise B sera notée A | B, la relation A
est congru 2 B modulo H sera notée A =B (mod H), le plus grand diviseur commun unitaire de A
et de B sera noté (A,B).

Soient P un polynome irréductible et M un polyndme non divisible par P. On définit

le symbole de Legendre (M)

1 si M est carré modulo P,

M
('l‘;) =
—1 si M n’est pas carré modulo P.

Sur le corps IFq(X) des fractions rationnelles on définit une valuation v par
»(A/B) =d°B —d°A

si A et B sont des polyndmes non nuls. Le complété de qu(X) pour cette valuation s’identifie au
corps IK des séries de Laurent formelles en 1/X 2 coefficients dans |Fq, la valuation v se prolonge
a IK par

V( Z aSXS> =—Sup{r€llar:#0§,

se &
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Z désignant I'anneau des entiers relatifs. A cette valuation v est associée la valeur absolue | |,

définie par

_ @) o _
lal ,=q ()S|a¢0, lol,=0.

Nous noterons simplement | | cette valeur absolue bien que ce dernier symbole désigne aussi la
valeur absolue classique sur le corps IR des nombres réels et le corps € des nombres complexes.

On désigne par P I'idéal de valuation, et, pour tout entier relatif j, on désigne par Pi I'idéal
[telK | v(t)>j}.
Les ensembles Pj sont des sous-groupes compacts du groupe additif localement compact IK

Désignons par dt la mesure de Haar sur IK normalisée a 1 sur P.

Soit e un caractére non principal du groupe additif de IFq . On définit un caractére

non principal E du groupe additif de IKen posant

E( Z aSX5> = e(a_q)-

seZ

Soit un entier N > 0. On appelle fraction de Farey a I'ordre N toute fraction rationnel-

le G/H telle que
(i)  Hestun polyndome unitaire de FN ,
.. *
(i) GeCy.

L’ensemble des fractions de Farey a 'ordre N sera noté RN . Si G/H est une fraction de Farey a

I’ordre N, on appelle arc de Farey a I'ordre N de centre G/H la boule

G
UgH=7 * PN+doH -
Lorsque G/H décrit RN les arcs de Farey UG/H forment une participation de la boule unité P.
Clest le théoréme 4-3 de [4] . Une telle partition sera dite dissection de Farey a I'ordre N de P.
Si y est un nombre réel, on note [y] la partie entiére de y.

Dans ce qui suit, lorsqu’il n’y aura pas d’indication supplémentaire, les constantes impliquées par

les symboles < , > et O ne dépendront que de q ou seront absolues.

La référence 2 la formule (X—y), resp. a la formule (y) sera la référence a la formule (y) du chapi-

tre X antérieur, resp. a la formule (y) du chapitre en cours.
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I11. - ESTIMATIONS DEDUITES DU THEOREME DES NOMBRES PREMIERS

Les polynomes de IFq[X] ont une répartition analogue a celle des nombres premiers,

comme le montre le théoréme suivant.

THEOREME I1. Soit, pour tout entier n= 1, m (n) le nombre de polynémes irréductibles unitaires

de degré n. Alors, on a
(1) qn—2q"/2<nH(n)<qn.
Démonstration. C'est le lemme 1 de [6].

PROPOSITION IlI-1. Soit, pour tout entier n= 1, I1(n) le nombre de polynémes irréductibles uni-

taires de degré au plus égal a n. Alors, on a

@) (1-2/3%%) q"n<T1(n) <q"/(n+1),
Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme II1.
PROPOSITION 111-2. 7) Pour tout entiern=1,0na

(3) log(n) —2/(v/q—1) < Z -1—<1 + log(n).
pes IPI
dp<n

2) Soit u € 10,1[ . Alors, pour tout entier n=>1,0n a

n(1-u)
(4) D i<l
pe/ n
d°p<n

la constante impliquée par le symbole < ne dépendant que de q et de u.
3) Pour tout polynéme M de degré au moins égal @ 2, on a
(5) IMI/ ®(M) < log(d°M).

1
4) Soit u € ]—2-, 1[ . Alors, il existe une constante a(u) > 0, ne dépendant que de q

et de u, telle que, pour tout polynéme M, on ait

(6) H (1- IPI'—”)_1 < exp(a(u)w(M)]_u)‘,
PE/
PIM
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la constante impliquée par le symbole < ne dépendant que de q et de u.
Démonstration. Les relations (3) et (4) sont des conséquences immédiates du théoréme I1.

1
Soitu € ]-2-—,1 ]. Soit M un polynome de degré au moins 2. Posons

(i) Aum) = IT -1p 1y,
PES
PIM

Soit s I’entier déterminé par la relation
(i) I1(s) < w(M) <TI(s+1),
avec la convention I1(0) = 0. On suppose s = 1. Soit alors

(iif) Bus)= LI (-1p17Y)7,
Pe/
dOP<s+1
Notons J I’ensemble des polyndmes irréductibles unitaires de degré au plus s+1, J’(M), resp. }” (M),
I’ensemble des diviseurs irréductibles unitaires de M appartenant a ], resp., n’appartenant pas a .
La relation (ii) montre qu’il existe une application injective j de J”’(M) dans I’ensemble } — J’(M).
Si P€J”(M), d°P > s+1=>dO(j(P)), et,

a-1p Y T< -1~y

d’ou,
aum= II a-1pyytyx 11 1= 1<
PEJ'(M) PE)”(M)
II a-eyyx IT a-iepyy
PE (M) PE|”(M)
(iv) A(uM) < B(u,s).

Soit o(u) la somme de la série

1 &
— >, dIg¥dY-1);.
2 j =1

On a
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> 1
logB(us)= 2 IPIU+ > Y < D IPIYt o),
PE/ PE/ Kk=2k |pIuk pPe/
doP<s+1 dOP<s+1 doP<s+1

B(u,s) <exp(o(u)) exp( Z [PI7Y),

Pe/
dOP<s+1
Avec (3) on obtient
(v) B(1,5) <exp(1+0a(1))(s+1),
avec (4), il vient pouru # 1,
q(s+1 )(1—u)
(vi) B(us) < exp <o(u) + B(u) (—-——-————))
s+1

B(u) étant une constante qui ne dépend que de q et de u.

Si w(M) >T11(2), la relation (ii) et le théoréme II nous donnent

S
1 2
M> D %> D d% > q+ D (q2qY2) > ¢ <—--2->,
pe/ Pe/ t=2 4 4
PIM doP<s

2.0
d'M —
s+1<log d (logq)!.

q—2

Si w(M) <I1(2),
s+1<2<dMm.
Dans les deux cas, de (iv) et (v) on déduit la majoration
A(1,M) < log(d°M).
La fonction ® est multiplicative et, si P est un polyndme irréductible, on a
o(Pl) = 1p1ITT (1pI-1)

pour tout entier j > 0. Par suite,
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A(1,M) =M1/ (M),

d’ol, la relation (5).

Avec (ii) et la relation (2) on obtient

e < 22U
1-2/3V3°
d’ou,
(s+1)(1-u) < (! Tug a_ \u 1-u
q [(s+1) < (g7 '/(s+1)) <(]_2/3\/§- w(M)"

La relation(6) se déduit alors de (iv) et (vi). Les relations (5) et (6) sont établies pour s = 1. Si

s=0, les relations (i) et (i) nous donnent
AuM) < (1-q74)9,
et, les relations (5) et (6) sont triviales dans ce cas.

PROPOSITION 111-3. Soit un entier m 2 0. Alors, on a

(7) 2 ' e
HEU |HI®(H)
d®H=>m

Démonstration. Posons pour H € U,

oH)= 2, IDI.
Deu
D IH

Comme pour le théoréme 329 de [3] on démontre que
o(H)®H _
ol S 11 (1-1P172),
IH12 Pe/
ce dernier produit étant strictement positif. Par suite,
ZE 1 < 25 o(H) _ ZS q—m%k’

3 -
}gEU lHIq)(H) EEU [HI k=m
d"H=m d“"H=>m

ou

S = Z a(H).
Heu
d®H=k
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Ona
s= 2 X2 Ipi= 2 bl 2 1= 2 d<qXH,
HEU DEU DEU HEU DEU
d°H=k D IH d°D<k d®H=k d°p<k
. DIH
d’ou,

I
m
c

HI®(H)

2 < 2.
k=m

IV.-LE CARACTERE E ET LA MESURE dt

Les quatre propositions suivantes ont été établies dans [4] ou se démontrent de fagon

similaire.
PROPOSITION V-1. Pour tout entier relatif j, Pj a pour mesure q_i.

PROPOSITION 1V-2. 1) Pour tout polynéme H, E(H) = 1.

2) Si H est un polynéme non nul, si A et B sont des polynémes congrus modulo H,
E(A/H) =E(B/H).

3)Siu€Py, E(u)=1.
PROPOSITION 1V-3. Soient un entier j = 0, u € IKet b €P. Alors, on a

q_i E(ub) siv(u) >,
E(udt  _
(1) =
0 siv(u) <.
b+,

PROPOSITION 1V-4. Soient u € P et j un entier positif. Alors, on a

qj_H siv(u) > j+1,
2) Y. E(B) =

BEF; 0 si v(u) <j+1.

De cette proposition nous déduisons le corollaire suivant, qui d’ailleurs pourrait se démontrer

directement trés facilement.
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COROLLAIRE. S/ G et H sont des polynémes premiers entre eux, on a

(3) S eER)-o.
RECH H

PROPOSITION IV-5. Soient G et H des polynémes premiers entre eux. Soit

(4) SGH) = 2, E(ER2).
Recy M

Alors, on a

(5) IS(GH)I=HIT/2,

Démonstration. C’est la proposition V-2 de [1].

V.- LAMETHODE DU CERCLE

Soit un nombre réel h = 2 qui sera choisi ultérieurement et qui pour 'instant est

supposé fixé.

Soit un entier n assez grand pour que les conditions

(1) a"=n8h n73h(g+1) <

)

1
4
soient réalisées.

Soit t €P. On pose

(2) flt)= D, E(tA?),

(3) gt)= D, E(t),
PEI2n

1

(4) ht)= 2. —E(tA).
A€EF,, d°A
d°A#0

Si A/Q est une fraction rationnelle telle que (A,Q) =1, on pose
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A

=1Q|7! -2,

(5) Q) = 1017 s(A.QIf(E )
_kQ A

6) A0 "5 Mg

en supposant, ce qui est toujours possible, que Q € U.

Soit
. [, logn
(7) s—[h Iogq].
On pose
(®) yi= 2 2 faolzal.
Qevu A€C6 AIQTEAIQ
d°Q<s

Pour tout polynome M € F2n , soient

) bM)= 2, (a°B)7,
M=A2+B
0<d°B
AEFn
S(A,Qu(Q) A
10 Y(M)= —_— E(-M—).
(10) () qu Agﬁc* oo E(MY)
d°Q<s

PROPOSITION V-1. Soit, pour tout polynéme M de degré au plus 2n, R(M) le nombre de solu-
tions (A,P) € F,X I2n de I’équation

M=AZ+p
Alors, on a

(11) Z lR(M)—b(M)Y(M)I2 = / [f(t)g(t) —y(t)|2 dt.
MeF,, P

Démonstration. Soit t € P. Alors avec (2) et (3), on a

flg)= D,  R(M)EM),
MEF2n

avec (5), (6), (8) et (9) on a
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Z W Z b(M)E ((t—i\-)M> ,
d%§<us A 1Qke(Q) MEF,, Q

y(t)=

m
a
*

puis, avec (10),
yi)= 2. E(MBM)Y(M)
ME F2n
Par suite,

/lf(t)g(t)—y(t)lzdt= Y ga b(M)Y (M }EtM 12 gt =
P P M

€ an

2. 2

M€F2n HEF2n

R(M)—b(M)Y(M)}% (H) = b(H)Y( H)§fE t(M—H))dt,
P

et (11) se déduit de (IV-1).

Une majoration convenable de 'intégrale

(12) I= / I f(t)g(t) -y (t)12 dt
P

montrera que, pour «presque tout polyndme M», b(M)Y(M) est une bonne approximation de

R(M). Pour cela, introduisons une dissection de Farey a I'ordre N de P ou
(13) N =2n—4s.

G
Les arcs de Farey seront notés UG/H . Sur les arcs UG/H tels que —€ R45 on a une bonne appro-

ximation de f(t) et de g(t). Notons F; I’ensemble R4s et F le complémentaire de 4 dans RN .

PROPOSITION V-2.0n a

(14) l<2|1+2I2+4I3+4l4,
ou,
(15) = 2 I£(0)8(0) ~ gy Degn(®12 dt,

G/H€F1 UG/H

(16) L= 2 I£(t)g(t) — g (Deg/p(®)12 dt,
GHEF, “UgH
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(17) = . / L2 faro®Ean®)12dt,
3 GHERy JUgy  AlQE AIQ'PA/Q
A/Q#G/H
(18) = 2 I/m(Dag ()12 dt
G/HERN UG/H
d°H>s

Démonstration. On a

1= / If (t)g(t)y (1) 12 dt.

GHERy Y Ugn

|f(t)g(t)(1)12 <2 {l FOB(0) (Ve (012 + 1 (Deg (0 ()12

d'ol,

(i) l<2|1+2|2+2l'

avec

(ii) r= > / Iy (Hg /it (0)12 dt.
G/HE RN UG/H G/H gG/H

SoittEP.SiG/H E R, , d’apres (8),

fomegu®>y@i=1 2 £ teamlt)],
G/H\Y8G/H AIGEF, A/Q\Y8A/Q
A/Q#G/H

Si G/H € F est tel que d°H > s, toujours avec (8)ona

| fem g O» 012 <21y Meg 12+ 1 D £,,008aa012),
G/H\Y8G/H G/H\Y8G/H AGEF, A/Q\Y8A/Q

d’ol,
(iii) I'<2| +2|4.

On conclut avec (i), (ii) et (iii).
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1. - Les fonctions f,get h

G G

PROPOSITION V-3. Soit —€ F; . Soit t=—+uun élément de UG/H .Alors, on a
H H

(19) f(t) = IHI 7T S(G,H) f(u).

Démonstration. C'est la proposition VIII-2 de [1].

PROPOSITION V-4. Soit t EP . Alors

(i) si v(t)>2n+1, f(t) =qn+1,
(ii) si v(t) =2k aveck<n, f(t)=gK,
(iii) si v(t)=2k+1, avec k <n, |f(t) I<q*t].

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition VIII-1 de [1].

G G
PROPOSITION V-5. Sojent — &€ F1 et t=—+ uun élément de UG/H .Alors, ona
H H

#(H) << gnt8s
2H) h(u)I<sq .

Démonstration. On utilise I’équivalence Ry déja utilisée en [1] . Les polyndmes A et B sont dits

(20) lg(t) -

équivalents modulo RH si
i) A=B (modH),
i) d°(A-B)<N.
Si A et B sont des polyndmes équivalents modulo Ry, , on a
E(tA) = E(tB).
C'est la proposition 1X-2 de [1] . Pour tout entier r = N, soit M I’ensemble des polyndmes
M=xNHy B4R,

ol B décrit ’ensemble des polyndomes de degré r—N, ou R décrit Cy - Alors, la réunion des ensem-

bles M_ et des différentes classes modulo H constitue un systeme complet de représentants des
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différentes classes modulo Ry - Clest la proposition IX-1 de [1] . Si A est un polyndme, notons
P(r,H,A) le nombre de polynomes irréductibles de degré r équivalents 2 A modulo RH . Larelation

(3) s’écrit alors,

N=1 2n
gt)= > D EMRPEHR)+ > > E(AP(HA).
r=1 REC, r=N AEM,

Si les polynomes H et A ne sont pas premiers entre eux, et si P est un polyndme irréductible

congru a A modulo H, P divise H, ceci ne peut se produire que si d°P < 4s, d’ou,

N-1 2n
(i lgt)= 2, = > T I<(a-1)(s).
r=4s+1 r=N
avec
(ii) 7,= 2. E(RP(HR), 4s<r<N,
REC)
(iii) F= 2 E[AP(HA), N<r<on
AEM,
(AH)=1

Une démonstration analogue a celles des propositions 1X-3 et X-3 de [1] montre alors que

D o nt D T——— > = Y EwB)| < sq"s,

r=4s+1 r=N ®H) g1 v BE F,
B¢Fr—1

, N-1 2n u(H) 2n 1

d’ou, avec (4)

N-1 2n
PEEESY r,~ﬁ(-t'—) h(u)

< Sqn+85.
r=4s+1 r=N - @(H)

On conclut avec (i) et (111-2).

Posons, pour tout entier k > 1,

k
(21) o =(a-1) > dJi
j=1
PROPOSITION V-6. Soit t € P. Alors,

(i) si v(t)>2n+1, onah(t) = O »

(i) S0 <20+1, ona h(t) =0, 5~ 07/ p(0)1).
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Démonstration. On a

:f > E@B)-
J j

On conclut avec (1V-2).
G

PROPOSITION V-7. Sojient —€ F, et tEU, .Alors, ona
HEh2 G/H

(22) 1£(t)I< q"T1725,

Démonstration. C’est la proposition VIII-3 de [1].

2. - Majoration de I1 ) I2 et I4
PROPOSITION V-8.0na

BEF. BE Fj_1

E(tB)}.

M. Car

G G
Démonstration. Soient o €EFett= " + u un élément de UG/H . Alors, avec (19), (5), (6) et

(1v-5), il vient
_ -1 I»l(H)
I(0E() (D (1= THITIS(GHIT) 1800 = oo 1=
_ H
IH| 1/2|f(u)||g(t)—q% h(u)!.

La majoration (20) et la proposition V-4 nous donnent alors

| F()g(t) ~ Fg g (Dag (0 1<
d’oll, avec (IV-1),

I < > IH | 72,2420 +20s  (22n+20s >
G/HE F] Heu
d°H <4s

PROPOSITION V-9. On a

(24) / | f(t)h(t)12 dt < q4nn_2.

PN

s|H |—1/2 q2n+85 ,
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Démonstration. On a

2n+1
f If(t)h(t)12 dt = f If(Oh()I2dt+ > If(t)h(t)] 2 dt.

PN Pan+1 i=N Jw(t)=j

On applique les propositions V-4, V-6, I11-1 et IV-1. Il vient

n
f 1foh(®)12dt<q*m2+ > g2
PN k=n—2s

La condition (1) et la relation (7) donnent la majoration annoncée.
PROPOSITION V-10.0n a
(25) I, < g4y,

Démonstration. Posons

K= D f If()g(t) 2dt et L= D, / | (Vg (D12 d.

(i) l, <2K +2L.

La relation (22) nous donne

K< q2n+2—4s Z /
G/HE F2 U,

lg(t)12 dr < q2n+24s f lg(t)12 dt,
G/H P

d’ol, avec (3) et (111-2),
K < q2n+2'_45 H(zn) < q4n+3'—45/2n+] .
(ii) K < g4/,

Soit G/H € F, . Les relations (5), (6) et (IV-5) nous donnent

2 2

H) IS I

f (g (012 dt == ( )2 e f | f(u)h(u) 12 du <
Ug/H IHIZ ®2(H) PN+d°H

2
KW / [(u)h(u)!? du,
IHI2(H) Py
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d’oli, avec la proposition précédente,

2
_ u?(H _
Legin2 Y _FM _ ano S 1/ IHIBH).
GIHEF, IHI®(H) HEU
4s<d°H<N

On applique la proposition I11-3 :

(iii) L <q*n4s/n2,
On conclut avec (i), (ii) et (iii).

PROPOSITION V-11.0n a

(26) l,<q* 02

Démonstration. Comme pour la proposition précédente,

_ 1 _
I4<q4nn 2 Z < q4n—sn 2
HEU IHI®(H)

s<d°H<N

3. - Majoration de I3
PROPOSITION V-12.On a
(27) I3 < q*"25(10g )2,

Démonstration. Posons, pour t€P, G/H € Ry,

V= D Ifaqldl? et Wi—)= D lgp/0(012

A/QER, H' AlQeR
A G
—%—
Q H

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

(i) I3< > / V(t)W(t,E)dt.
s UG/H
H R

Les propositions V-5 et V-4 donnent alors

M. Car
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Vi) <q?™ D #Q ol
Qevu
d°Q<s

(ii) V(t) € g2nts,

Soit G/H € RN .Soit A/Q € RS avec A/Q # G/H. Soitt € UG/H . Alors,

G
H

ceci grace a la condition (1). Toujours, grace 2 la condition (1), on a
G o o
V(t—ﬁ)>N +d"H>s +d"H,
d’ou,
A 0 0 )
V(t—6)=d H + d°Q — d°(GQ-AH).

La proposition V-6 nous donne alors

A IHIX 1QI
Ih(t——)l€ ——— .
Q IGQ-AHI

d’oll, avec (6),

K(@Q IHIZ1QI?
2(Q) 1GQ-AHI2

et, avec (I11-5)

(i) W, g) <(logs)2 1HIZ 2. IGQ-AHI2.

A/QeRS
A G
—.—,é—-
Q H

Les relations (i), (ii), (iii) nous donnent

I3<a™logs)? D MY 1Go-AHI2

G A

—c —

H RN QeRS
A G
—_— -
Q H

A
,,(__6)=doH +d°Q - d°(GQ-AH) < s + d°H < 2n,

203
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3<% (ogs)? 2, > wpli2 D, IHIpHQLD),
DEU LEU HEU,QEU
d°D<s d°(DL)<s+N d°H<N
d°Q<s
(HQ)=D

ol p(H,Q,L,D) désigne le nombre de solutions (G,A) € C"ﬁ X CB de I’équation

LD=GQ—AH.

Par suite,

I3<q%(ogs)> 2. DI > L2 >, IHI,

DeU LeU HEU, QeU
d°D < d°(LD) <s+N d°H<N
d°Q<s
(HQ)=D
I3< q65(log s)2 Z Z [Sl,

DeU seu
d°D<s d°S<N-d°D

4. - Le premier théoréme
THEOREME A. Soit un nombre réel h > 2. Alors, pour tout entier n, on a

(28) Y. IRM)-bM)Y(M)IZ€ O n72h),
ME an

la constante impliquée par le symbole O ne dépendant que de q et de h.

M. Car

Démonstration. Reprenons les notations de ce chapitre. Il existe un entier " tel que tout entier

n = ny, Vérifie les conditions (1). Pour un tel entier n, les relations (11), (14), (23), (25),
(27) donnent la majoration (28).

(26) et
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VI. - APPROXIMATION DE Y (M)
1. - Les séries de Dirichlet L(x , .)

Soit D un polyndme sans facteur carré de degré m > 0. Soit x le caractére multiplicatif

modulo D défini, pour tout polyndme irréductible P ne divisant pas D, pzr
P)=(=)
X p

et prolongé aux polyndomes H non premiers 2 D par x(H) = 0. Au caractére x on associe la série

de Dirichlet L(x,z) définie a priori dans le disque 1z|< 1 par

(1) Lixz)= 2 x(H) (Z)9°H,
Heu q

Le caractére x n’est pas principal. C’est une conséquence immédiate des propriétés des symboles
locaux dont on trouvera une étude au chapitre X1V de [7] . La série L(x,z) est en fait un polyndme
de degré pair 2d <m. Les racines de ce polyndme sont deux a deux conjuguées et de module \/q .
Ceci est établi dans I'appendice V de [8] . Soient p; 01,0 4,Py les 2d racines de L (x,z). On peut
écrire
d
(2) L2)=[I (o;—2)(;~2).
i=1

Enfin L(x,z) se développe en produit eulérien absolument convergent dans le disque |zl < 1

z 40p —1
(3) Lva)= IT (1 -xey =) &Py .

Pe/ q

PROPOSITION VI-1.0n a

(4) IL(x,1)I<m.

1
Soitu €0, 5[ . Alors, si 1z1=qY¥ on a

s) L2 1> (qV/2 - g1y,

Démonstration. La minoration (5) se déduit immédiatement de (2). On remarque que

2d
Lo2)=3 (D, x(H/KHI)Z,
i=1 Heu
Oy —:
d'ol, d°H=

IL(x,1)I<2d<m.



206 M. Car

2. - Approximation de Y (M)

Soit M un polyndme de an tel que pour tout a € IFq , non nul, aM ne soit pas carré

dans IFq . Le polyndme M s’écrit de fagon unique comme produit
(6) M=u2D

ol U est un polyndome unitaire, ol D est un polyndme sans facteur carré de degré strictement

positif. Si P est un polyndme irréductible ne divisant pas M, on a

X désignant le caractére modulo D défini comme au paragraphe précédent. Pour tout polyndme

unitaire H, on pose

(7) B(M,H)=_.i(ti_)__ > S(G,H)E(—Mg).

IHI®(H) GECY,

PROPOSITION VI-2. La fonction H = B(M,H) est multiplicative.
Démonstration. Immédiate.

PROPOSITION VI-3. Soit P un polynome irréductible. Alors, on a

0 siPIM,
(8) B(M,P) =
—)ﬂ siP4+M .
®(P)

Démonstration. On a

] G mE
B(M,P) = IPI®(P) ch; Aech E(PA)E( MP)

1 G
_ E(a2—m &)
IPI®(P) AgcP Gezc;; (A=)

1
B(M,P) = TP Ier) (p2(P) = (IPI=p)),
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ol p désigne le nombre de solutions de la congruence
AZ=M  (mod P).
Or, ®(P) = |PI—1. On a donc
B(M,P) = (1-p)/®(P).
Soit, pour tout entier r = 0,

9) b= 2. BMH).
HeUu
d°H=r

Si z est un nombre complexe de module strictement inférieur a 1, on pose
- r
(10) I'(z) = Zo b,z
r =

PROPOSITION VI-4. 1) Le produit

o o _
P)zd P42 P) (z 2d% 1

®(P) IPI ) )

(1) Hiz) = 11 (1—"(
PE/ q

P+M

est absolument convergent dans le disque 1z1<+/g.

2) Pour |z1<1,0na

(12) M) = Zx I g-xm&°)

Démonstration. Le premier point est immédiat.

Dans le disque |zI< 1 la série I'(z) est absolument convergente et peut s’écrire

re)= 2. BMH)9H.
HeU

Les propositions VI-2 et VI-3 nous permettent de développer I'(z) en produit eulérien absolument

re)= 11 (1 _xP) zd°P),
Pes ®(P)

P M

convergent.
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d’ou, avec (3),

1"(Z)L(x,2)=§ II <1—’—‘@zd°"> (1—x(P)(£)d°P)_1H IT (-xey(29e® }—1.
pe/ @(P) q ey a
PAM P IM

Si P ne divise pas M, x2(P) =1, et,

SUPAIE 1d°p>-1=< P dop>( 3d°P)< )
(1 tI>(P)Z 1 x(P)(q) 1 <I>(P)Z 1+X(P)(q) 1 (q) ,

d’ol,

I'z)L(x,z) =H(z) H <1 —X(p)(i)d°P> _1.
Pel/ q
PIM

La relation (12) donne un prolongement holomorphe de I' dans le disque |zI<+/q. En particulier,

(13) ry=PU TT -y et
L1 pey

PIM
PROPOSITION VI-5. On a

(14) (1) > (d°M log(d°M)) ™"

-1
() )
H(1)>P€l SERTTEAN HE

et ce dernier produit est strictement positif. On a aussi

=
II a-xeyien > 11 <1+—L) >[I <1—1—>.
pel P/ Pl pes \ Pl
PIM PIM PIM

Démonstration. On a

On conclut avec les relations (4) et (111-5).
On reprend maintenant les notations du chapitre précédent.
1
PROPOSITION VI-6. // existe des constantes u € ]0,5[ , B> 0, ne dépendant que de q, telles que

(15) [Y(M) —T(1)I< q ¥ exp(Bo(M)Y).
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Démonstration. Remarquons que
(i) N()=YM)+ 2, b .
r>s

Soit u € J0,1/2[ défini par la relation

q1/2_qU=1.

Soit z un nombre complexe de module qu. Alors, on a

[} 0 op—1
qud P+q2ud P q2ud P
i< II {1+ 1- <1.

pel IPl®(P) Ip12

Les relations (5) et (12) puis la relation (I11-6) nous donnent

ir@)i< JT (1-qlu1d%y" ! < expla(i-u)e(M)Y).
pPe/
PIM

Par intégration sur le cercle | zI=q" on obtient la majoration

(ii) lbrl <q "exp(a(1-u)w(M)Y).

On a (15) avec (i) et (ii).

VII. - FIN DE LA DEMONSTRATION
LEMME 1. Soit un nombre réel a = 0. Soit A(n) I'ensemble des polynémes M € F,, tels que
gn
w(M) > (a+1 ) —_—
log 2’

Alors, on a
(1) Card(A(n)) <n 2 q2",
Démonstration. Pour tout polyndome H, on a

29H) < g(m)
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ol1 d(H) désigne le nombre de diviseurs unitaires de H. Or,

Y. d(H)=(@n+1)g2" T
He F2n

par suite,

2t cadan) < 2. 29Hl< D0 d(H)=(2n+1)g?
HeF2n HeF2n

LEMME 2. SiM &€ F2n ona
(2) q"/n<b(M) <q"/n.

Démonstration. Soit M € F2n . Soit A un polyndme de degré n. Le polyndme M—A2 est de degré

2n dans les cas suivants :
si. d°M<2n,
sii d°M =2n etsi sgn(M)# (sgn(A))z,

sgn(M), resp. sgn(A), désignant le coefficient du terme de plus haut degré de M, resp. de A. Par

suite,
b(M) > (q-2)q"/2n.

D’autre part, si r =[n/2],

b(M) < > dOM-A) += D 1< +22.1
A€F, n AE Fn n BE Fr
1<d°M-A2)<r d°(M-A2) > r

b(M) <2[qn+]ln + q1+(n/2) 1

THEOREME B. Pour tout entier n> 0, soit V (n) /e nombre de polynomes M € F, . non représen-

tables comme somme

P+ A2
ouPEF, 00 A€ F,, . Alors, pour tout nombre réel b >0, on a
3) V() <a®"n®,

la constante contenue dans le symbole < ne dépendant que de q et de b.
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Démonstration. Reprenons les notations du chapitre V. Soit un nombre réel a > 0 et un entier
n > 0. Soit V(n) I'ensembie des polynomes M € F,  tels que R(M) = 0. Soit V’(n) I’ensemble
des polyndmes de V(n) qui n’appartiennent pas a A(n) et qui ne sont pas le produit d'un poly-
ndme constant par un carré, I’ensemble A (n) étant défini comme au lemme 1. Alors, on a
(i) V(n) < Card(V*(n)) + Card(A (n)) + g" 1.
Soit M € V’(n). Alors,
[R(M) —b(M)Y(M)I2 =b2(M)Y2(M).
On applique la proposition VI-6.
lY(M)—T(1)1<q"*" exp(8[(a+1)log n/log 2]V),
d’ol, avec (V-7),
1Y (M) = T'(1)1 < esp(—hu log(n) +B((a+1)log n/ log 2)¥),
1Y (M) - T(1)|<n T2

2 .
On suppose h >—. La relation (VI-14) nous donne

u

1Y (M)I> 1/n log(n)
d’oli, avec (2)
IR(M) —bM)Y(M)12> qZ"n% log n)2

d’ol,

Card(V(n))g2" n H(logn) 2 < 2. IR(M)-bM)Y(M)I2

MEF,,

Le théoréme A nous donne alors

(ii) Card(V*(n)) < ¢2" n2 N (10g n)2

On prend h > Sup(2/u, 2+b), a = b. Les relations (i), (ii) et (1) donnent le résultat annoncé.
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THEOREME C. Soit un nombre réel b > 2. Pour tout entier n > 0, soit W(n) le nombre de poly-

némes M € Fy . pour lesquels la relation

M -
(4) IRM) -b) TT (1= (=) ey i<a"n™
pe/ P
P4M
n’a pas lieu. Alors, pour tout nombre réel a> 0, 0n a
(5) W(n) <q®"n 2,

la constante impliquée par le symbole < ne dépendant que de q, a et b.

Démonstration. Le produit intervenant en (4) n’est rien d’autre que le produit ['(1) défini en
(VI-13).

Soit W(n) I’ensemble des polyndomes M € F, | ne vérifiant pas la relation (4), soit W’(n) ’ensemble
des polyndomes de W(n) qui n’appartiennent pas 4 A(n) et qui ne sont pas le produit d'un carré
par une constante, I’ensemble A (n) étant défini comme au lemme 1.
(i) W(n) < Card(W’(n)) + Card(4 (n)) + ¢" 1.
SiMEW’(n),ona
IR(M) ~bM)(1)1=g" n®.

En procédant comme pour le théoréme précédent, on obtient

IR(M) = b(M)Y(M)I> " n ™ + g n717hU/2)
ce qui conduit a la majoration

Card(wl(n)) < q2n n2b—2—h + q2n nhu_h

les constantes impliquées par les symboles > et < ne dépendant que de q et de b. En prenant

a
h=Sup (1—, 2b+a—2) on obtient le résultat annoncé avec les relations (i) et (1).
-u
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(4]

(5]

(6]

(7]
(8]
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