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ETUDE MATHEMATIQUE D’UN MODELE DE FLAMME LAMINAIRE
SANS TEMPERATURE D’IGNITION :1 - CAS SCALAIRE

Martine Marion (1)

(1) INRIA, Domaine de Voluceau, Rocquencourt, BP 105, 78153 Le Chesnay - (France)

Résumé : Ce travail étudie les propriétés qualitatives d’un modéle de flamme laminaire station-
naire, sans température d’ignition. Pour ce modele, il existe une infinité d’ondes planes, solutions
des équations de la combustion. On détermine le comportement asymptotique de ces solutions,
lorsque I’énergie d’activation tend vers I'infini. Le lien entre le modéle considéré et celui de la
température d’ignition est ensuite précisé. On étudie enfin le probléme analogue sur des interval-

les I, = I-a,+a[ , ainsi que le passage a la limite, lorsque a > + oo,

Summary : The aim of this paper is to discuss a model of laminar steady flame with no switch-on
(or ignition) temperature. For this model there exist infinitely many solutions of the combustion
equations having the form of planar travelling waves. We determine the asymptotic behaviour
of these solutions for large activation energies. We further study the relationship between this
model and the one with ignition temperature. Lastly, we study an analogous problem in a bounded

interval 'a = }-a,+a[ and the convergence of solutions as a = + o,
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0.- INTRODUCTION

On étudie la structure d’une flamme laminaire, pré-mélangée, stationnaire, dans le cas
d’une réaction simple du type : réactant = produit, sous I’hypothése d’un nombre de Lewis égal

a 1. Le probléme se raméne alors a (voir Buckmaster et Ludford [5], Williams [9] ) :
Déterminer une application u : IR = [0,1] et un réel c vérifiant

—u” +cu’ =g(u)
(0.1)
u(==)=0 u(+ ) =1

u représente une température réduite et I’on a : u = 1—v ol v est la concentration massique (rédui-
te) du réactant. g(u) s'écrit (1—u)f(u), ot I"application f prend en compte le terme d’Arrhénius.

c représente un flux massique, et, rappelons-le, est une inconnue du probléme.

La nature des solutions de (0.1) dépend étroitement du comportement de g au voisina-
ge de 0. Les lois de la cinétique chimique imposent que g vérifie en général : g > 0 sur [0,1]
g(1) = 0. Il est classique que, alors, comme g(0) > 0, (0.1) n’a pas de solution. Ce probléme
constitue la «difficulté de la frontiére froide». On le contourne en modifiant le terme de réaction

f. On suppose en général que :
10€10,1[ vV xE€[0,0] g(x)=0 Vx€P,1[ g(x)>0

Le réel 6 représente une température d’ignition et on démontre alors qu’il existe un unique couple

(u,c) solution de (0.1) (a une translation de I’origine prés pour u).
On va étudier ici, un second modeéle ou la fonction g vérifie :
g(0)=g(1)=0, V x€]0,1 g(x)>0

On va donner pour ce modéle un résultat d’existence et d’unicité (trés différent de celui obtenu
pour le modéle de la température d’ignition). On précisera le lien entre les solutions obtenues
dans ces deux modéles. On fera ensuite une étude asymptotique, pour un certain paramétre ten-
dant vers 0. On étudiera enfin un probléme analogue a (0.1) dans un intervalle borné [—a,+a] ,
ainsi que le passage a la limite a > + oo. Hormis le résultat d’existence et d’unicité déja établi
dans [6, 7, 10] (la démonstration ci-dessous est différente) et ceux relatifs au lien entre les deux

modeéles obtenus dans [7], tous ces résultats semblent nouveaux.
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Principaux résultats

On considére en fait ici un probléme plus général que (0.1). Plus précisément, on se

donne une application g vérifiant :

g:[0,1]=> IR , g lipschitzienne sur [0,1] |
(0.2)
g(0)=g(1)=0, VxEI01] glx)>0,

et une application k telle que :
(0.3) ke €1 ([0,1], IR) 1a>0 Vx€[0,1] K(x)>a .
Pour ¢ € IR fixé, on étudie le probléme :

Trouveru€ € 2(IR, [0,1]) telle que
(0.4) = (k(u)u’)’ + cu’ =g(u) sur IR,

u(=)=0 u(+e)=1.
k représente un coefficient de diffusion non linéaire.

De nombreux auteurs (Aronson-Weinberger [1], Fife [6] , Johnson [7] , Uchiyama
[10] ) ont étudié le probléme (0.4) avec k = 1. lls ont montré que 3 ¢, > 0 tel que (0.4) admet
o - Fife [6], Johnson [7], Uchiyama [10] ont démontré

I'unicité (2 une translation de I'origine prés) de u. Ces travaux utilisent (excepté celui de Johnson)

une solution u si et seulement si c = ¢

des techniques de type plans de phase et imposent sur g des hypothéses plus restrictives que (0.2)

et, de plus, non adaptées aux problémes de combustion.

Dans la section 1, on propose une démonstration du résultat d’existence et d’unicité
ci-dessus différente de celles dans [1, 6, 7, 10] . Elle utilise une méthode de «tir» et s’applique

au probléme (0.4) (avec un k général). Le résultat précis est le suivant :

THEOREME 1. // existe ¢, > O tel que le probléme (0.4) admet une solution si et seulement si
c=cg .
Pour tout ¢ 2 ¢, la solution du probléme (0.4) est unique (a une translation de I’origine prés).
De plus,

1
2] k(s)g(s)ds <c,<24/B sup g_(xl’
0 x€10,1[ X

ouf= max  k(x).
x €[0,1]
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La section 2 fait le lien entre le modéle étudié et celui de la température d’ignition.

Plus précisément, V 6 € ]0,1[, V c € IR, on considére le probléme :

Trouver u :IR~[0,1] = (k(u)w’) +cu’= (u)x[(’,]] (u)
(0.5)
u(=e°) =0 u(+)=1

ol X[,1] désigne la fonction caractéristique de I'intervalle [0,1] . Berestycki, Nicolaenko et
Scheurer [3,4] , Johnson et Nachbar [8] ont montré que, V 6 € ]0,1[ , il existe un unique
c(= cy ) tel que le probleme (0.5) ait une solution. Cette solution est unique (a une translation
de I’origine preés) et 'on a : cg>0.V 6 €101[,Vz,€ 10,1[ fixé, on note uy I'unique solution
de (0.5) telle que ug (0) =2z, . On démontre le résultat suivant :

THEOREME 2. (i) L’application : 10,1] 0—:;;0 IRY est strictement décroissante.

(ii) lim g =<, (o1 0< ¢y < + o est défini dans le théoréme 1) .
0->0
(iii) up—>u_ dans €°(R) (et € 1 (IR)) ot u__ est I'unique solution de
%56 loc °

(0.4) correspondant a c = c , et telle que uy(0) =z,

Il est aisé de vérifier que les résultats (i) et (ii) peuvent étre obtenus par la méthode

de Johnson [7] . (iii) sera démontré dans la section 2.

Les section 3 et 4 sont consacrées a une étude asymptotique. La fonction g est suppo-
sée dépendre d’un paramétre € > 0, destiné a tendre vers O et qui représente 'inverse de I’énergie
d’activation (réduite) de la réaction chimique. On note g = g et on suppose que la famille (ge)e

vérifie les hypotheéses suivantes :

Ve>0 , g vérifie (0.2) .
Ve>0 , g, est dérivable en O et g’G(O) =0.

iIexiste(Be)etelleque:Ve 0<0,<1, lim 6 _=Tet

e—~>0
lim % sup elX) } =0 .

e~>0 (xepp,] X
1
lim f k(s) ge(s)ds=m>0.
e>0 J0

On sait (section 1) que V € >0, I ¢ (€) > O tel que I’équation :




Etude mathématique d’un modéle 219

~ (k(uglup) +cu =g (u),
(0.6)
U € 2(R[0,1]), u(-=)=0 u (+ ) =1,

admet une solution si et seulement si ¢ > co(e). Dans la section 3, on s’intéresse au comportement

asymptotique de co(e) et de I'unique solution de (0.6) correspondant 4 ¢ = co(e) et telle que

ue(O) =z, ou z, € 10,1] est fixé quelconque, que I’on note U, ¢ - Notre résultat principal est
)

le suivant :

THEOREME 3. lim ¢ (e) =v2m =c, -
€e~>0

-
De plus, u 0, U

¢_dans F°(IR), 00 u c_ est déterminé de maniére unique par :
o

(0}

u. € €°(IR,[0,1])
(o]

)ué tcou, =0

u. €€V x[,IR) —k(u
% (F oo, %o, IR) (Co . ¢

sur }=oo, x [ et x | est déterminé de maniére unique par la condition u 0)=z

co

0

La démonstration rigoureuse du résultat précédent (section 3 ci-dessous) justifie donc
les développements asymptotiques formels donnés dans{5,9] ; ce résultat est analogue 2 celui obte-
nu par Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4] dans I'étude asymptotique de I’(unique) solution

du modele de la température d’ignition.

I est alors légitime d’étudier, pour ¢ > o fixé, le comportement asymptotique de
I'unique solution de (0.6) telle que u(0) = Z,,0uz, € 10,1[ est fixé quelconque, que I’on note

Ug - C’est ce qui fait I’objet de la section 4 ol on démontre le résultat suivant :
)

THEOREME 4. U e U

€e—>0

c uniformément sur tout compact de IR, oi u ¢ st déterminé de ma-

niére unique par :
C

0
(i) S/'ZOE]OJ——C-], u =z suriR .

()
(i) Sizg€N-—,1[ ,
C
u € €°(IR,[0,1]) ug(x)=1 Vx>x

U € € (o x [, IR)
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et x_ est déterminé de maniéere unique par la condition u C(0) =z,
c

(donc u (= =) =1 ——o-) ; dans ce cas, on a, de plus, V a € IR, u_ . ~ u_dans
c

) > 0
@° ([, + ). )

Ce résultat est une illustration des difficultés que I’on rencontre quand on n’introduit
pas de température d’ignition, ainsi que du role trés particulier que joue Co» (qui est le plus petit

c tel que le probléme admette une solution, voir théoréme 1) :

1) L’absence de température d’ignition entraine ’existence d’une infinité de solutions.
Le comportement asymptotique de ces solutions, excepté I'une d’entre elles, n’est pas «phy-
sique» : on peut 'interpréter en disant qu’on peut «remonter» jusqu’a — °° sans jamais rencontrer

de gaz frais.

2) C, est la seule valeur telle que la solution correspondante (notée uo) ait le compor-
tement asymptotique attendu. De plus, (uo , co) peut étre obtenu comme la limite, quand la

température d’ignition tend vers 0, de la solution (unique) du modéle de la température d’ignition.

La valeur Co Ot également privilégiée du point de vue d’une approximation numéri-
que éventuelle, comme le montre /a section 5, qui est consacrée a I’étude d’un probléme analogue
a (0.4) dans un intervalle borné et de la convergence d’une solution de ce nouveau probléme vers
une solution de (0.4). Plus précisément, on se donne g et k vérifiant respectivement (0.2) et (0.3).

Pour a> 0, soit I, =[~a,*a], on considére le probleme :

Trouver u € 562(la ,[0,1]) et ¢ > O tels que
(0.7) = (k(u)u’)’ + cu’ = g(u) sur I

1
—k(u(=a))u’(=a) + cu(-a) =0 u(0)=-2— u(@) =1.
Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 5. Pour tout a > 0, il existe une unique solution (ua,ca) de (0.7) et I'on a :

0<u, <1 u a &St strictement croissante. De plus :

lim c.=c
a—>+ oo
et

. _ 1
al_|)m+°° u, =u,dans € °(IR) (et (gloc(lR))

ou u, a été prolongé a IR en posant ua(x) =1,Vx>a etuyx)= ua(—a), Vx<-aetouu,
est la solution de (0.4) correspondant & c =c o €t telle que u(0) = % .
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1 . ..
La valeur — ne joue aucun rdle particulier dans ce résultat : on aurait pu choisir
2

u(0) = z,, z, € I0,1[ fixé quelconque. Insistons sur le fait que, ici, contrairement a ce qui se
passe pour le probleéme posé sur IR, le fait d’imposer la condition u(0) =5 entraine I'unicité d’une

solution de (0.7).

Du point de vue numérique, la «seule» solution du probléme sur IR est celle correspon-

dant a Co-

Remarque. L’étude de ce modéle de flamme dans le cas d’un nombre de Lewis quelconque fera

I’objet d’une publication ultérieure.

1. - RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Donnons-nous g et k vérifiant respectivement (0.2) et (0.3). Notre but, ici, est la
démonstration du théoréme 1 (voir I'introduction).
Commencons par établir quelques résultats préliminaires et des lemmes techniques qui

seront utiles dans plusieurs sections.

LEMME 1.1. Supposons que c est tel que (0.4) ait une solution u. Alors :

c>0 , o<u<i, u est monotone croissante ,

>0, lim u(x)=0.

X >+ oo

Preuve. Ceci se démontre aisément (voir par exemple Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [41).

On supposera désormais ¢ > 0.

LEMME 1.2. On suppose qu'il existe — > < Xy <Xy Stwetue qg2(]xo,x1[ , [0,1]) tels que :
= (k(u’) +cu’'=g(u)  sur IxgXql

VX € Kxo,x( u'(x)>0, u’(xi)= lim u(x)

X“”Xi

existe pour i=0,1 (€ IR) notons u(x;)= lim u(x)
X_)Xi

i=0,1.

)



222 M. Marion

Alors Va,b, x<a<b<x1 ona:

o )
b
(1.1) —k(u(b))u’(b) + k(u(a))u’(a) +C(U(b)—U(a))=f g(u) dx.
a
_ b _ b
(1.2) - —[k(u)uu’]x +j k(u)u’2 dx +E [u2]x b=f g(u)u dx.
X=a a 2 x=a J,
_ b u(b)
(1.3) ! k)2 uw?]™ b+cf k(u)u’2dx=f k(s) g(s) ds.
2 Xx=a a u(a)

Remarquons que (1.1) et (1.2) ne nécessitent pas u’ > 0.

Preuve. Pour x < a<b <xq, ces relations s’obtiennent en multipliant successivement I’équation
satisfaite par u, par 1, u, k(u)u’ et en intégrant sur [a,b] . Il est alors possible de faire tendre a vers

X, et b vers X1 dans les relations ainsi obtenues. o

Remarque 1.3. Les trois relations du lemme 1.2 ((1.1), (1.2) et (1.3)) seront notamment utilisées
de la maniére suivante : sous les hypothéses du lemme 1.2, soient Xo < a<b<xq, remarquant

b b b
quef g(u)u dx < f g(u)dx, (1.1) et (1.2) fournissent une majoration def k(u)u’2 dx
a a

a
que ’on reportera dans (1.3). Sachant que ¢ > 0, cela fournit une inégalité qui nous sera utile

plusieurs fois.

1
COROLLAIRE 1.4.Sic< ,‘/2 f k(s)g(s)ds, (0.4) n’a pas de solution.
0

Preuve. Supposons que c est tel que (0.4) admet une solution. On peut alors (lemme 1.1) écrire

(1.1), (1.2) et (1.3) avec a=— 0 et b = + o, La méthode de la remarque 1.3 fournit alors I’iné-

]
c >‘/’2 f k(s) g(s) ds )
0

Soient ¢ et ¢y tels que 0 < C < Cy . Supposons que, pour i = 1,2, il existe 3, bi
— o0 <3; <b; <+ et une application u; € (62([ai,bi[ ,[0,1]) telle que

galité :

= (k(u;)u})’ + cut = g(u;) sur [ag,b],
V x € [a;,b;[ u}(x) >0, u;(bi) = lim ui(x) € IR existe.
X > bl

Notons ui(bi) = lim ui(x).
X —)bl
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On peut alors définir h; € & ([ui(ai)'”i(bi)]) N @! ([ui(ai)'ui(bi)[ ) telle que :

_g(s)k(s)
hi(S)

d
Vs € uiaui (o)l i) = k()i 6) et — hyls) =c;
(1.4)
h(u;(6;)) = by (u(by)

On note s = sup(u] (a1 ),u2(32)), 5= inf(u] (b1 ),u2(b2)) et on suppose s <5 . On se propose de
«comparer» hy et h2 sur [s,5] .

LEMME 1.5. Sous les hypothéses ci-dessus :
(a) Supposons c1=¢y .

(i) Si 3s,€[s5] hylsy) =hy(s,),alors ¥sE[ss] hyls)=hsy(s)
(i) Si 3 so E[s,s[ hylsy) <hy(s,), alors V s€[s,s] h(s) <hy(s)
(b) Supposons c1<¢y .
(i) si 3s,€ Is,s] h2(so) <hy(sy), alors, V s € [s:5oL, hy(s) <hq(s)
(i) Si 3 50 € [s,s( hz(so) >h, (so), alors, ¥V s € ]So’;[’ hq(s) < h,(s)
La démonstration du lemme 1.5 utilise uniquement le fait que

h€ F([s51) N € (s3(),

g(s)k(s)
hi(S) '

Le lemme 1.5 exprime donc en fait des «propriétés de monotonie par rapport aux ¢
d’applications h; qui vérifient de telles hypothéses.

- d
Vs€[ss[ hi(s)>0 Es-hi(s)zci_

Preuve. Montrons a titre d’exemple (b). Remarquons que si 3 s € [s,s] tel que hq(s) = h2(s),
alors h} (s) < h’2(s). Cette propriété permet de démontrer aisément (ii). Raisonnons par I"absurde
pour montrer (i). Si 3 s1 Elss,l tel que h2(s1) >h, (51) alors (i) =Vse Is1.85[, b (s) < hz(s).
Donc V's € Jsy,s[ hj (s) < h’z(s). D’ol h, (so) < hz(so). Ce qui est impossible. o

Il est commode, pour la suite, d’introduire IR muni de sa relation d’ordre et de sa
topologie usuelles.

COROLLAIRE 1.6. On fait les hypothéses du lemme 1.5. On suppose de plus que :
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ug(ag) = tlag) , Uy b7) = uylby),
sup(a1,32) < inf(b1, b2),
on suppose enfin que 3 x, € ]sup(a1,a2), inf(b1,b2)[ tel que ul(xo) = u2(xo) (= so). Alors,
(a) Si ¢y =cyetu] (xg) < u’2(xo) . Alors,
by<b; et Vx€E Ixobol, Uy (x)< u2(x),

a;<a, et Vx SIEPE u1(x)>u2(x) ,
(b) Sicy<c,,
(i) uylxy)=>u) (xg) by <b; et V x € Ixy,byl u2(x)>u](x).

(ii) u’2(xo)<u’1(xo)=>a2<a1 et V x€[axl u2(x)>u1(x).

Preuve. Montrons 2 titre d’exemple (b) (i). D’aprés le lemme 1.5, V s € ]so,g[ , by (s) < h2(s).
Donc, vue la définition des h;, Vs € ]So';[ , (uE1 (s)) < (uT1 (s))=Vs€E ]So’;[ u; (s)< uT] (s).
Or ”i_l € & ([so,;] » [xgb;] ). Donc : ”51 (5) < uﬁ (5), soit b, <by. On montre enfin aisément
que V X € Jx,byl , uy(x) > uy (x). a)

Remarque 1.7. Dans le lemme 1.5 et le corollaire 1.6, on a fait sur les u; des hypothéses pour des
intervalles de la forme [ai'bi[ . On obtiendrait évidemment des résultats analogues avec des inter-
valles de la forme ]ai’bi] ou [ai’bi] , sous les hypothéses appropriées & chaque cas. (On notera

toutefois que, dans le cas ]ai’bi] , faire des hypothéses en S = 5 ne permet pas de conclure).

Ces résultats préliminaires démontrés, la suite de la démonstration du théoréme 1

comportera deux parties. Commengons par prolonger g et  a IR en posant :

g(x)=0 Vx€IR \ [0,1]

Pour ¢ > 0 et A > 0, on considére I’équation différentielle (ot on ne cherche plus u a valeurs
dans [0,1])
= (k(u)u’) + cu’ =g(u) sur IR
1
(1.5 u(0)=~,
) (0) 5

u’'(0)=A.
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On sait qu’il existe une unique solution de (1.5) définie sur un intervalle de temps
maximal, notée u. Dans une premiére étape, on s'intéresse a la restriction de u a fx =0 lu(x) est
défini } , que I’on note encore u, et on étudie, pour c fixé, s’il existe des valeurs de A telles que la
solution de (1.5) puisse étre la restriction a IRY d’une solution de (0.4). Le résultat principal est

le suivant :

PROPOSITION 1.8. Soit ¢ > 0 fixé. Pour tout X > 0, la solution de (1.5) est définie sur IR +-1
existe un unique X = \(c) > 0 tel que la solution de (1.5) vérifie u(+ =) = 1. Notons u_ la solution

correspondante. On a de plus :
c1 <y =Alcy) <Aleq)

1
Vx€EIR u’c(x)>0 5<uc(x)<1.

La démonstration de la proposition 1.8 repose sur une méthode de «tir» analogue
a celle de Berestycki, Lions et Peletier [2] et de Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4] et sur

I'utilisation du lemme 1.5.

LEMME 1.9. Pour ¢ > 0 et A > 0 fixés, soit u la solution de (1.5)
(i) Si 3x] > 0 tel que u(xq) =1, alors u’ > 0 pour x = x,

(ii) Si 3x]>0telqueu(x1)= , alors u” <0 pour x> xq .

1
2
Preuve. Elle est aisée et utilise surtout (1.1). Voir [4] .

COROLLAIRE 1.10. (i) ¥ A> 0, /a solution de (1.5) est définie sur IR

(ii)  Supposons que 3 x 0> 0, u'(x o) = 0 pour un certain (c,\) alors :

1
:2—<u(xo)<1 3x1>x0 u(xq) =

N =

Preuve. Voir [4] .

LEMME 1.11. Pour tout c, il existe au plus un X > 0 tel que la solution u de (1.5) vérifie
u(+ ) = 1. On le notera, quand il existe, \(c) et on notera u ¢ la solution correspondante de (1.5).

Alors :

1
Vx>0 uy(x)>0 ;<uc(x) <1.
De plus, si ¢q < c, sont tels que >\(c1) et 7\(02) existent, on a :

)\(cz) <Aeq)
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Preuve. Soient (c;,\;), i=1,2, tels que la solution u; de (1.5) associée a (c;;) vérifie ui(+ o) =1,

D’aprés le lemme 1.9 et le corollaire 1.10,0n a :
1
Vx>0 ui(x)>0 §-<ui(x)<1.
De plus, en intégrant I’équation, il vient que u{(+ o) =0,
1 11
On définit alors h; par (1.4) :h; € Cg([—z—, 1NN € ([—i—, 1) hi(1) =0.
Supposons ¢; = ¢y = ¢. Comme h1(1) = hy(1), le lemme 1.5 (a) entraine que

1
Vs€[=, 1], hy (s)= h2(s). En particulier h1(;—) =X\ =h (?) =\, , ce qui prouve qu'il existe
au plus un A > 0, tel que la solution u de (1.5) vérifie u(+ ) = 1.

Supposons ¢4 < ). Utilisant 2 nouveau le lemme 1.5, on obtient :
1 1
Acy) =hy (5)<h1 (;)=>\(c1) =
Pour c fixé, définissons :

T ={A>013x,;>0, uylx;)=1}
(1.6) 1
r_(c) ={a>01 3x;>0, u)\(x1)=_2.}

ol uy désigne la solution de (1.5) correspondant a A.

LEMME 1.12. T(c) et T_(c) sont deux ouverts disjoints de RT*,

Preuve. Elle est aisée et laissée au lecteur (voir par exemple [2] ).

LEMME 1.13. (i) Soit ¢ tel que T ((c) # @ et T_(c) # 9. Alors 3 A}O tel que uy (+°) =1

(A= A(c) avec les notations introduites)

(ii) Supposons que c soit tel que \(c) existe. Alors :
I_(c)=10Ac)[ - Tylc)=(c), + .

Preuve. Démonstration de (i) : 'y (c) et I'_(c) étant deux ouverts disjoints non vides, Ir>o0
A¢T, () UT_(c).Onaalors: Vx>0 uj(x)>0 l< uy(x)<1.Donc &= lim  uy(x)
1 2 X > + oo
existe et 5 < £ < 1. En intégrant I’équation, il vient que  lim u’7\(x) existe et donc vaut 0.
N g(©) x>+
Donc, utilisant I’équation, lim u’X(x) =——=0=>2=1.
X >+ oo k(Q)
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Démonstration de (ii) : On démontre aisément que I'_(c) = JO,\(c)[ (resp. I'y(c) =

JA(c),* =9[) en raisonnant par I’absurde et en utilisant le corollaire 1.6 (resp. le lemme 1.5). =

Le but dans ce qui suit est de montrer que V ¢, I', (c) #0 et I'_(c) # . La proposi-

tion 1.8 sera alors démontrée.

LEMME 1.14. V¢, T (c) #9.

Plus précisément, [y, +o[ CT +

1
Ay -—]—‘/ f k(s)g(s)ds
2

Preuve. Soit A > X ; supposons que A ¢ ', (c), cest-a-dire : ¥ x >0, uh(x) < 1. Alors soit
Ix, >0 uj(x,)=0et ¥V xE[0,x [ uj(x)>0,s0it Vx>0 uy(x)>0.

Dans le premier cas, en faisanta=0etb = Xo dans (1.3), on obtient

X uy (x)
k(%)2A2+cLO k(ux)u’)\zdx= ’/;k © k(s)g(s)ds

2
d’ou A <A ce qui est impossible. :
Dans le deuxiéme cas, £ = lim u)\(x) existeavec —<2<1, lim u’)\(x) =0 eten pre-
e 2 X >+ oo

nanta=0etb =+ o dans (1.3) il vient :

Ludh2+ f+w k(uy )2
) c 0 u) /W

d’Oﬁ )\<l+. O

LEMME 1.15. (i) Vc<‘/f s)ds, I'_(c) #¢

(i) cp>cy = I‘__(cz) C F_(c1)

a
x
Il
N = R
R
=~
PAN
w
<z
o
—_—
w
<
a
‘w

1
Preuve. (i) Notons & =[ k(s)g(s)ds. Soit c <+/85. Montrons que I"_(c) # §. Soit A ¢ T (c).
1

2
Alors ou bien A € '} (c), c’est-a-dire 3 X uy(x) =1, ou bien 7\2’11,_(0) et d’aprés le lemme

1.13 (i) en posant X = + ©, on a dans tous les cas : 3 X € 10,+ o] uj > 0sur [0,Xx[  uy(x)=1
u} (x) > 0.

On écrit (1.1), (1.2), (1.3) pour a = 0 et b = X. Utilisant alors la méthode de la remarque 1.3,
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on obtient I’'inégalité :

)\k]))2+ xk(l))+£—25>o
(KD ek +7 :

1 1 —c++/86
ce qui implique, puisque Ak(=) >0, A>—— ———— . Donc:
| 2 k(L 2
(=)
2
1 =—c++/88
] 0 — — ] CT (o)

Démonstration de (ii). Raisonnons par I’absurde : supposons que 3 A€ I‘_(cz) tel que A ¢ l"_(c] ).
Notons u; , i =1,2, la solution correspondant a (ci,)\). On vient de voir ci-dessus que A € I‘_(c1)

entraine :
3x1€]0,+°°] uy >0 sur [0x4[ uqlxq) =1 uj(x{)>0.

: D'autre part, \ET_(c,) = 3 X9, VYV xE[0x,[, u’2(x) >0et u’2(x2) =0;
;< u2(x2) <1.

1
Notons s, = u2(x2). On fait alors correspondre a u;, h; par (1.4) pouri=12 et3=~2—
- 1 1
s=s,.0na h2(—2—) =h, (5) et h2(52) =0<h; (52). Ce qui est impossible. o
LEMME 1.16. V¢ T_(c) #0.
Preuve. Raisonnons par I’absurde : supposons que 3 q >0 I‘_(c1) = @ . Considérons

E= { cIl_(c)#0 } . C'est d’apres le lemme 1.15 un intervalle de la forme ]0,02) avec 0< <y < Cq-

En utilisant la continuité d’une solution de (1.5) par rapport a c, il est aisé de voir

que E est ouvert.

D’autre part pour tout ¢ <c, , le couple (7\(c),uc) est bien défini. En prenant a =0
et b=+ oo dans (1.3), il vient :

1 19 + o0 1
2 2
—k(=) Ae) +cj k(uJu? dx = f k(s)g(s)ds

oo

donc, sachant que V x k(x) = a > 0, il en résulte que f u’cz(x)dx est borné indépendam-

0
ment de c, pourvu que ¢ = € > 0. Donc, en tenant compte de I’équation, on a que u. est borné

2

IOC(IR). On en déduit aisément que :

indépendamment de ¢ = € dans H
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Ju, € F2(R,IR) — (k(ugluy)’ + coub =g(uy) sur IRT
1
u2(0)=§, VxERY wy(x)>0
:
;<u2(x)<1
etonaalors:

lim u2(x)=1, Vx>0 u5(x) > 0.
X > + oo

C, est donc tel que )\(cz) existe, ce qui implique (lemme 1.13) ¢y €E, or ceci est

impossible car E est ouvert. o

La proposition 1.8 est démontrée. On va maintenant étudier pour quels c, I’application
u, (définie par la proposition 1.8) est solution de (0.4). Remarquons en effet qu’il est évident
que, si (0,E) admet une solution u vérifiant u(0) =§, alors, nécessairement, u. =u. On va achever

la démonstration du théoréme 1 en prouvant :

PROPOSITION 1.17. 3 N > 0 tel que (0.4) a une solution si et seulement si ¢ > o De plus,

LEMME 1.18. Vv x<0 ué(x)>0.

Preuve. Commengons par montrer que V x < 0 ug(x) = 0. Sinon, Ix <0 u,’:(x) <Oet
Ix’ € Ix,0 ué(x’) =0etu (x')< uc(x). Ecrivant (1.1) avec a = x et b = x’, il en résulte une
contradiction. Supposons maintenant que 3 x < 0 ug(x) = 0 alors ou bien 0 < u (x) <—ou
bien uc(x) 0. Dans le premier cas, d’aprés I’équation, uz(x) < 0 donc ug <0 dans un voisinage
a droite de x, ce qui est impossible. Dans le deuxiéme cas, on aurait u. = constante ce qui est

impossible. u]

Remarque 1.19. Le lemme 1.18 prouve que :

.s0itVx<0 uc(x) > 0. Il est alors aisé de montrer que u. est solution de (0.4)

etque lim u'c(x) = 0. Posons dans ce cas x =— oo,
X = — oo

-soit 31 x <0 tel que u (x) =0.

Dans tous les cas, 3! XE[—0[, uc(x) Oet u_ est une bijection continue de [x 0]

sur [0, 5] On a alors : u_ solution de (0.4) <= u (O)
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LEMME 1.20. (i) si Cq est tel que I'équation (0.4) associée & C1 @ une solution, alors

v ) > C1 , l'équation (0.4) associée a Cy a une solution.

X
(i) V=2 ‘/ B sup & , I'équation (0.4) a une solution.
XxE,I[ X

Preuve. Démonstration de (i) : On sait (proposition 1.8) que u’C2(0) = )\(cz) < ué1 (0) = )\(01).

Le corollaire 1.6 prouve donc (vue la remarque 1.19) que :

Démonstration de (ii) : Pour tout ¢ > 0, on peut associer 3 u. une application h. par (1.4) qui

vérifie donc :
he € € ([01])n ' (jo,1)

(17) 4 (=0 b (0)=k(0)u(x)

Vse]0,1] hc(s)=k(s) ué(uj(s)) et d_ds- h.(s)=c—

. / 8(x) gx)
Soit maintenant ¢ > 2 ‘/ﬂ sup — .Notonso = sup — etsoitrune
xE€o,1] X XE,1[ X
%es deux racines > 0 de X2 — cX + 0. L’application v(s) = rs vérifie I’équation différentielle -
ol

s
— v(s) =c——. D'autre part, h_ vérifie :
ds v(s) ¢

B afs

h(s)

d
Vs€]0,1[ —h_(s)>c¢
L —hs
Il en résulte que :
si 350 € ]0,1[ tel que hclsg)> v(so) alorsVse [so,1] h.(s) > v(s).
Or hc(1) =0<v(1)=r.DoncVse 10,1] hc(s) < v(s). C’est-a-dire :
V€011 kshul(uzt(s) <rs.
Ce qui est équivalent 3, V x € Ix, + e[, k(uc(x))u’c(x) S ru (x). On a donc en particulier
r
VxEIx, +of ug(x) <— u(x).
= a

Intégrant cette inégalité sur [x,0], il vient : V x € Ix,0] u.(x) = u.(0) ex/a Ceci entraine que

nécessairement, x = — oo, o
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LEMME 1.21. 3co>0 Ve>c,, (0.4) a une solution

Ve<c,, (0.4) n’a pas de solution.

Preuve. D'aprés le lemme 1.20, 3 ¢ >0 tel que :

Vc>c, (0.4)aunesolution

Vc<c, (0.4)n’apasde solution.

On a de plus N > 0 (corollaire 1.4). Reste 2 montrer que pour ¢ = o> (0.4) a une
solution. Ceci va étre obtenu en considérant les applications u. pour ¢ > o - Le fait que I’on ait
< > 0 permet d’obtenir pour uc des estimations a priori indépendantes de ¢ > % dans leoc('R)'
On peut alors extraire de (uc)C > ¢_ une suite convergeant dans € I10c(lR) vers une solution de

I’équation (0.4) correspondant Co- Voir le lemme 1.16 pour un raisonnement analogue. o

1
Remarque 1.22. La démonstration du théoréme 1 est achevée. La valeur — qui intervient dans
la formulation du probléme (1.5) n’a joué aucun rdle particulier dans cette démonstration. On

aurait pu choisir u(0) =7, ¥ € 10,1[ fixé arbitrairement.
Remarque 1.23. 1| résulte de la démonstration du théoréme 1 que
c est tel que (0.4) a une solution <= h(0)=0(= c>c

J)

ol h est défini par (1.7). On montre de plus facilement (voir le lemme 1.5) que h, est I'unique

solution du probléme :

Trouverh€ & ([0,1]) N & 1(10,1[) telle que

d g(s)k(s)
] —_— =c—
Vs€10,1[ h(s)>0 et = h(s)=c he)
etquesi0<c; <cy, Vs€]0,1[ hc2(5)<hc1 (s).

La fin de la section 1 est consacrée a prouver un résultat qui sera utile pour I’analyse

asymptotique.
On fait sur g I'hypothése supplémentaire

(1.8) g est dérivable en 0 et g’(0) = 0.
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PROPOSITION 1.24. ¥ ¢>c¢
Ve>cy, hi(0)=0.

o N est dérivable en 0 (o h_ est définie par (1.7)) h'co(O) =c,

Remarque 1.25. Ce type de résultats a été déja obtenu par Fife [6], Johnson [7] et Uchiyama
[10]. Il est d’ailleurs aisé de vérifier que les résultats de la proposition 1.24 peuvent étre obtenus
par la méthode de Johnson (alors que Fife [6] et Uchiyama [10] , qui utilisent des techniques de
type plans de phase, supposent g’'(0) # 0).

h.(s)
. . C .
Preuve. Raisonnons par I’absurde pour montrer que V ¢ > Co» M= lim existe (et donc
s
€ IR, car (1.7) = m < ). Soit ¢ > ¢, fixé ; notons : s=>0
_ hc(s) . hC(s)
m = lim et m' = lim
s>0 3 s>0

et supposons m < m™. Soit y€E ]m—,m+[ .. m =0=v>0.Le graphe de h, traverse celui de
s = vs une infinité de fois dans tout voisinage de (0,0). Il existe donc deux suites <Si )n ,i=1,2,
n

telles que :
Vi, Vn 0<s <1 h_(s: )="1s;
in cVin in

Vi, lim s. =0
I
n-—)-}-oo n

Vn, h’c(s1 n) <y< h’c(szn)

h¢ vérifie I’équation :

s)k(s
Vs€]0,1[ h’(s)=c—g() )
¢ h.(s)
donc :

8(51 )k(51 ) 8(52 )k(sy )
Vn:c-—~—-—n-—n <7<c———rl——n

S S

71n ‘an

d’oli, en passant a la limite quand n > + oo dans les inégalités ci-dessus, on obtient que, nécessai-

rement 7y = ¢, ce qui est impossible. Montrons que

Ve=cg, h.(0)=0 ou hé(0)=c.
Supposons que hé(O) # 0. En passant a la limite dans I’équation, quand s — O, il vient :

lim  ht(s)=c.Commeh_€ € ([0,1]), lim ht.(s) = h¢(0), d’olt le résultat.
s—>0 s> O+
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Utilisant un facteur intégrant dans I’équation satisfaite par h_, on montre facilement

quesi0<c<c’, Vs €]0,1[

hc(s) —h.i(s) = (c'—¢) exp <— o ds) dy<c —c
s s c'c

donc V s € ]0,1[ h_ (s) = lim hc(s). Cette remarque va nous permettre de montrer que
o
ctec
o

h’co(())=co .Eneffet:Vc<c, hC(O) >0et hc(1) =0donc 3! Y. €10,1[ tel que :

c
hc(s) >5 s Vse[oy ,

c
hC(yC) ='2_ yC )
et, puisque, Vs€ 10,1, hc(s) { quandc 1, Ye décroft quand ¢ 1 Co - Montrons par I'absurde
que lim Ye # 0. Supposons que lim Y= 0.
cte, cte,
2g(y )k(y,) _
Ve<e, h'c(yc) =c —-—C-—- donc lim h’c(yc) =c,-
Ye cte,
c
Ce qui est impossible puisque V c, h’c(yc) <5. Donc
3y0€]0,1[ Vc<c0 yc>yo.

c
Vs€[0y,[ Ve<c, hc(s)>§s

(g}

(o]

= Vs€[0y,[ hco(5)= lim hC(s)>—2— s

cTc0

)
= b, (0)>2 = b (0)=c

o 2 o o

Il reste & montrer que V¢ >c_, h’C(O) =0.0r Vc>c, Vse]01[ h.(s) < h. (s) donc
) ’ — (o]
h,(0) < h (0)=c,<c. o

2. - COMPARAISON AVEC LE MODELE DE LA TEMPERATURE D’IGNITION

Soient g : [0,1] = IR vérifiant (0.2) et k : [0,1] - IR vérifiant (0.3). Notons ¢, le plus
petit ¢ > 0 tel que I’équation :
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= (k(u)u’)’ + cu’ =g(u) sur IR,
(2.1)
u(==)=0 u(+o)=1

admette une solution et soit u I'unique solution de (2.1) correspondant a ¢ = Co et telle que

uy(0)=z,,0uz, € 10,1[ est fixé arbitrairement (voir ci-dessus section 1, théoréme 1).

Modifions le probléme (2.1) en introduisant une température d’ignition 6 ; pour

6 € 10,1 quelconque, considérons le probléme :

Trouveru € @ (IR,[0,1]) et c € IR tels que

(2.2) — (k(u)u’) +cu’= g(U)X[g,]] (u)

u(=e)=0  u(+o=)=1

ol g et k ont été définies ci-dessus. Berestycki, Nicolaenko et Scheurer [3,4] ont montré qu’il
existe une solution (u,c) de (2.2). u est de classe €& 2qur IR~ ;Xo} pour un certain X, . u est
strictement croissante sur IR. X est déterminé de maniére unique par la condition u(xo) =0.

On a alors u’(x,) =c¢ 0 k(B)—l. u vérifie de plus, lim u’(x) =0 etonac>0. u etc sont détermi-
X > %o

nés de maniére unique (3 une translation de I’origine prés). On notera désormais (ug , cg) la solu-
tion de (2.2) telle que ue(O) =1z, . L'objet de cette section est de préciser les rapports entre

(ug » cp) pour 6 € ]0,1[ et les solutions de (2.1) (pourc= co). Le résultat principal est le suivant

THEOREME 2. (i) L’application : 10,1[ > IRT est strictement décroissante.
0->c
0

(i) lim t cp=c,
6y 0

(iii) ‘% —>0uo dans € °(IR) et & (IR)

Vues les propriétés de I’application uy , qui ont été rappelées ci-dessus, V 6 € 10,1[,

il existe une unique application hy vérifiant :

hg € ([0,11) N € (10,11 -{6})

VsEI0,1[  hyls) =kis) uplup' (s) hg(8) =cy 6. hy(1)=hy(0)=0
4 gk
VsE6,1] ™ hg(s) =cg 1y

d
Vs€]0,0] — hpls)=cy.
091 = hylsl=cp
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LEMME 2.1, (i) L’application : 10,1 - IRt est strictement décroissante

0->c
(i) YO6€]10,1], g2 '/B sup E(f(—),oﬁ B= sup  k(x)
xe1 X x €[0,1]

(iii) 3¥>0, lim cg =7
0->0
Preuve. Démonstration de (i) : Soient 01,0, €10,1[, 61 <8,. Notons hg. = h; et cei =¢,
i
i = 1,2 et montrons par I’absurde que ¢1 > ¢, . Supposons ¢y >cq. h2(1) =hy(1) =0 ; donc
(lemme 1.5) Vs€ [65,10 hq(s) > h2(s). En particulier h, (02) > h,(6,). Or

d
On a donc I'inégalité : c202 < c102 . Ce qui est impossible.

Démonstration de (ii) : Soit 6 € ]0,1[ . Notons cg=cethy=h.Ona:h(0)=ch eth(1)=0. Donc
30, € 10,1[ tel que : Vs€0,0,[, h(s) >235 et h(6,) =§o1 . Ce qui entraine h’(9;) <§.
Ecrivant I’équation satisfaite par h au point s = 04 , il vient :c261 —2g(01)k(01) Sg. D’ou (ii) .

(iii) est une conséquence triviale de (i) et (ii). o

LEMME 2.2. lim g <S¢
6->0

o

Preuve. 11 s'agit de montrer que V ¢ < y = lim Co (2.1) n’a pas de solution ou encore, vue la
6->0
remarque 1.23, section 1, que V ¢ < ¥, h, défini par (1.7) vérifie hc(O) > 0. Soit ¢ < v.

0 €10,1[, c<cy<7.0naalors h.(0) > hCG (0). Il suffit donc de montrer que hc‘9 (0)>o0.Or,
puisque hC6(1) = hy(1), on a (lemme 1.5(a)) Vs€[6,1] hg(s) = hCG(s). Donc : hc()(o) =cp 0.

vVseogf, h’Co(s)<c0 - hC0(0)>hc6(0)—090=0. o
LEMME 2.3. Le probléme (2.1), a, pour ¢ = v, une solution. De plus, si on note u la solution de
(2.1) correspondant a ¢ = vy et telle que u(0) = z, , dlors ug > u dans € °(IR,IR) et
%] (IR,R). B> 0

Le théoréme 2 est une conséquence immédiate du lemme 2.3.

Preuve. ¥V 0 € 0,1], ug est déterminée de maniére unique par :

- (k(ug)ub)' +cqug= g(Ug)X[g'” (Ug)

ug(=>=)=0 ug(+o0) =1 u‘9(0)=z0
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et 3! xg tel que UO(XB) =0.

Commengons par remarquer que, en multipliant I’équation par k(ue) up et en intégrant de

—°°éx0 et de xy a + oo, il vient :

oo 1
¢ f_ k(ug ()2 (x)dx = ]0 g(s)k (s)ds.

:
vee]o,—z—[, cp>cq >0.

D’autre part :

2

+ oo
1
Donc j ub2 dx est borné indépendamment de 0 € ]0,-5[ . I en résulte en utilisant I’équa-

-— OO

tion que :

o 1 2
(2.3) ug est borné indépendamment de 6 € ]0,5[ , dans Hloc(IR)
Montrons par I’absurde que :

(2.4) lim XB =—0o,
0->0

Supposons qu’il existe une suite (t‘)k)k telle que :
T .
Vk OkE]O,;[,llm ()k=0, hmxek=5>—-°°.
k =>4+ o k> + o0
Utilisant (2.3), on peut extraire de la suite (uek)k une sous suite encore notée (uek)k telle que

Jue #1(IR,[0,1]) et uok - u dans WI]OC(IR).

On a alors :
u(x)=0 V X € }-oox[
= (k(u)u’)’ + yu’ =g(u) sur IR (on utilise u € @ (IR,IR) ),

u(0)=z,.

Les deux premieres égalités entrainent que u = O sur IR, ce qui est impossible. Remarquons enfin
ho(Zo)
que, puisque ub(O) =-—k———) décroit, quand 4 O, on a :
z
o

(2.5) Ju=0, u=lim up(0)
00
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Il est alors aisé de déduire de (2.3), (2.4) et (2.5) que Ju€ (61(IR,IR) et ug > u dans
qfﬂoc(lR,lR) ; u vérifie : 6>0

= (k(u)u’)’ + v’ =g(u) sur IR,
U(0)=Zo, uw(0)=u, VXxEIR u'(x)=0 et O0<u(x)<T.
On montre alors facilement que lim u(x) =1 et lim u(x) =0.

X > + oo X > — o0

De plus, les applications uy et u étant croissantes et ayant mémes limites en * oo, il est immédiat

de vérifier que :

ug~>u dans % °(IR,IR) . o
0->0

3.- ETUDE ASYMPTOTIQUE : PREMIERE PARTIE
Dans cette section, ainsi que dans la suivante, g est supposée dépendre d’un paramétre

€ > 0 et est notée g_ . On se donne toujours k vérifiant (0.3) et on suppose que la famille (8c)e

vérifie les hypotheses suivantes :

(3.1) Ve>0, g, vérifie (0.2).
(3.2) Ve>0, g, vérifie (1.8).
g(x)
(3.3) Ve>0, 16.€101[, limt 6 =1 et lim sup =0.
: €0 et0(xepp,] X
(3.4) lim f k(s) g(s)ds=m, O0<m<+eo.
e~>0 J0

D’aprés ce qui précéde, on sait que, Ve>0, 3 co(e) tel que le probléme
u_€ €2(IR, [0,1))
e ) ) )
(3.5) —(k(uuy) +cu =g, (u,),
u (=) =0

u(+e=)=1,

)

ait une solution si et seulement si ¢ = co(e). On va préciser, dans les sections 3 et 4, le comporte-

ment asymptotique de c(e) et des différentes solutions de (3.5), quand e — 0. Ce type d’étude est
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trés important sur le plan chimique (voir [5] ou elle est la base d’une analyse rationnelle des équa-

tions de la combustion). € représente I'inverse de I’énergie d’activation (réduite) de la réaction

1 1 x-1
chimique. L’exemple typique de fonction g, est ge(x) = (1—x) > exp (—- —) .
€ X
€

On s’intéresse, dans cette section, au comportement asymptotique de co(e) et de

I'unique solution de (3.5), notée u correspondant a ¢ = co(e) et telle que u e(O) =z, , 0l
)

0,6’
z, € 10,1[ est fixé quelconque. Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 3. Sous les hypotheses ci-dessus ,

lim co(e) =\/_2_r_n—=c0 .

e~>0
De plus, uy . > u_ dans € O(IR), ot u ¢ est déterminé de maniére unique par :
» (s o
e~>0
)
u; € @ °(IR,IR)

ug € €' (-ooxol)

Vx<x, - k(uco(x))u’co(x) +c, uco(x) =0

et x, est déterminé de maniére unique par la condition u c (0)=z

o (o)

Remarque 3.1. Ce résultat est analogue a celui obtenu par Berestycki, Nicolaenko et Scheurer
[3,4] pour le modele de la température d'ignition, que I’on va rappeler précisément : ils se donnent
k€ €1([0,1], IR**) et une famille (g,), vérifiant :

.30€101[, Ve>0, g =0 sur [00) g >0 sur (6,1],

g.(1)=0, g lipschitzienne sur [6,1] .
N 0<6,<1 lim 6,=1 lim max ge(x)§=0.
: ) e~0 (xe[0,6,)
lim j k(s)ge(s)ds=m, 0<m<+eo,
e~>0J0

Notons (u,c.) I'unique solution de
~ (kluu) + o, u, =g (u,),

u(=><)=0, u0)=0, ue(+°°)=1 .
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Alors lim ¢, =+ 2m=c et lim u_ =u,dans #°(IR,IR), ol u,, est déterminé de maniére
e~>0 e—~>0
unique par uo(x) =1 Vx=X, - k(uo)ub tegup,=0 Vx< X et X est déterminé de ma-

niére unique par la condition u(0) =6.

Remarque 3.2. Les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) ne sont probablement pas optimales.
Remarquons toutefois que le résultat est faux si on fait des hypothéses plus faibles analogues a
celles de la remarque 3.1, c’est-a-dire (3.1), (3.4) et (3.3) bis

(3.3)bis o, 0<6,.<1 lim 6_.=1et lim g max ge(x)§=0
e~>0 e>0 (x€[0,6.]

En effet, on peut montrer facilement que V €, ¢ (€) = 2 v/ k(0) g(0). Il existe donc des familles

(8)e vérifiant (3.1), (3.3)bis et (3.4) et telles que lim ¢ (€) =+ .
€e>0

La preuve du théoréme 3 va faire I’objet de plusieurs lemmes. A u_ _ on associe
0,€

ho,e par (1.7). Rappelons que :
1 - -
ho e €€0INNE (01D by ((0)=h, (1)=0
VSEWI[ hy () =k(s) ul (ul(s)>0 et
Le lemme suivant établit des propriétés de (ho e)e qui joueront dans la suite un role essentiel.

LEMME 3.3. (i) lim (h
€e~>0

0’6(06) —c,(€)0,) =0, 00 0 est défini dans (3.3).

(i) Vs€[01] lim (ho’e(s)—co(e)s)=0.

€e~>0
g.(s)
Preuve. Notons a(€) =  sup . Montrons les inégalités suivantes :
s€06,] °
e, Ve<e,, VsE€[06,],
(3.6) —cyle) + \/co(e)2 - 4f0(e)
0=>h, e(s)—co(e)s> s.

2

Ve>0,ona:



240 M. Marion

d
Vs€10,1[ —d-Z— ho’e(s)<co(e) = Vs€[0,1] ho,e(5)<c0(6)5
ds a(e)Bs
Vs€0,0.] — h__(s)=c(e) - ouf= sup  kis)
©ds O O hy ) s€[0,1]

Le théoréme 1 (section 1) entraine que :

1
Ve>0, co(e) >‘A f k(s)g(s)ds,
o

(3.7) lim co(e) =>4/ 2m.

e~>0

donc :

Il résulte de (3.7) et de (3.3) que 3 €y VESE,le polyndme x2 - co(e) X + Bo(e) a un dis-

criminant > 0. On supposera dans la suite de la démonstration : € < € -

¢,€) ++/co€)2 — 4Bo(e)

L’application : v (s) = . s vérifie alors :
ds o(e)Bs
Vs€]0,1] — v_(s)=c,le)—
P 5 e =l

donc :
Si 3s;€10,0,] ho,e(51)> Vo(sq), alors Vs €[s1,0 ]
ho,e(s) > ve(s).

Or (proposition 1.24) Ve hy 0) = cole) > v’e(O) donc Vs€[0,6.]h, 6(s) > ve(s) et (3.6)

est prouvé. Ecrivant (3.6) pour s = 0e , on obtient :
— co€) ++/ c,€)2 ~ 4Bofe)

Ve<e, 0>ho,e(ee)_co(€) 0,2 > 0,
wu (3.7),
2
Vee, 0> et ole) <2
€ e<e; c (e)=— et ole)<—

V e<inf(e,€q), 0> ho,e(oe) —cyle) b,
C Co.2
-2 4 () - ap0e)
>_2 2 0

2 €

d’ou (i). On prouve de méme aisément (ii) o
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LEMME 3.4. lim co(e)=\/ 2m
€e~>0

Il résulte trivialement des lemmes 3.3 et 3.4 que

Vs€[0,1[, lim ho,e(s)=c0 s.
€e~>0
Preuve. ¥ >0, 3! X, tel que uo,e(xe) =0, . Ecrivant (1.3) avec a = X et b =+ oo il vient

1
;k(lie)2 ub,e(x

J)2< [ 1 k(s)g, (s)ds. Dol vu (3.3) et (3.4),
0

€

lim k(6,) uy o(x.) <V2m.
€e~>0 ’

Or, Ve, k(Be) ub’e(xe) =h, 6(06).

)

Le lemme 3.3 (i) implique donc que  lim Col€) </ 2m. Cette inégalité achéve, vu (3.7), 1a

preuve du lemme. €~>0 0

Prouvons maintenant la convergence de (u0 e)' quand € - 0. Commengons par remar-
)
quer que X (défini dans la preuve du lemme 3.4) est borné supérieurement indépendamment de

€<e;.Eneffet, Vx€ [0,x.], prenons a=0et b =x dans (1.3). Il vient :

0

1 1

;[iuf’e(x)>;k(zo)2 u2e(0) = f © k(s)g,(5)ds
z
(o)

0
€
Or k(zo)ub,e(0)=ho,e(zo) > cyZ, etf k(s)ge(s)ds - 0 donc:
€e~>0 z

=
o €e~>0

361 In>o0 Ve<e VxE[0x.] ullx)=>n
d’ols :
Xe
1—zo>uo’€(x6)—uo,e(0)= . u;)’e(x)dx>nxe, Ve<e.

Onadoncbienque 3e; Ix>0 Ve<e, X, <X.

On supposera dans la suite de la démonstration e < €.
.VXE[x,+[ Ve ue(x)>u (x) >0,

donc Ug e ™ 1 quand € > 0 dans & °([x,+ o[, IR). < -

- soit un intervalle [~ nX], pour n € IN*. En prenant a = — oo et b = 4 oo dans (1.3), il
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vient :

o 1
co(e)ﬁ k(uo’e(x))uge(x)dx=£ k(s)g(s)ds

donc u,  est borné dans H! ([= n,x]), indépendamment de €.

Considérons une suite (ei)- telle que lim e =0 lim u, . =u_ dans H! ([= n,Xx]) faible
J jo> oo j> 4o ) o
etdans € °([-nx]) fortet lim x = X - Alors, il est clair que u, = 1sur [x,x] (donc en
j>+oo JX o
particulier x , > 0). D’autre part V & € 10, =2 [, sup 8e. (u0 e'(x)) - 0.
xE€[-nx,d 1 it

On en déduit que :

ug_ € @ 1([nx, R) - (k(uco(x))u’co(x))' +c, ”'co(x) —0 VxE[-nx
. s 0 %o
e 70 e 0" eno 0= k(z,)

donc :
Vx€[-nx,[,~ k(uco(x))uéo(x) +c, uco(x) =
- k(uco(O))uéo(O) +c, uco(O) =0.

Il est maintenant aisé de voir que u, etx,sont indépendants de la suite (ei)i ; en effet, le pro-

bléme (ol on ne cherche pas v a valeurs dans [0,1])
—k(v)V' +cyv=0
v(0) =z,

admet une unique solution, qui vérifie, ¥ x>0  v’(x) > 0. Donc, puisqueu_, € (go([—n,xo],lR)
. - N . o}
Xo etu. sont déterminés de maniere unique.
o
. Le raisonnement ci-dessus étant vrai V n € IN*, il vient qu’il existe une unique appli-
cation u. - IR — IR et un unique réel X > 0 vérifiant :
o

uCOG % °(IR, [0,1]), uco(x)=1 Vx=xg ug (0)=z

11 _ ) - — oo
uCOE & ' (Foox,[,IR), k(uco)uco+couco 0 sur J-oox [
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etu - u_ dans @& °([x,+ =<[) V x €IR. La convergence dans & °(IR) est immédiate
%0€ec>0 ©Co = -
puisque les applications u, etu, sont croissantes et ont méme limite quand x > — oo, o
o )

Remarque 3.5. La démonstration du théoréme 3 justifie, d’un point de vue mathématique, les

développements asymptotiques formels donnés dans [5,9] .

4. - ETUDE ASYMPTOTIQUE : DEUXIEME PARTIE

On se donne k vérifiant (0.3) et on suppose encore que g dépend d’un parameétre
€ > 0 et que la famille (ge)e vérifie (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) (voir la section 3 pour I'interpréta-

tion de € et de I’étude asymptotique).
On sait (section 1) que V € >0, 3 co(e) > 0 tel que le probléme :
u € €2(IR,[0,1])

(4.1) = (k(ugluy) + cu, = g(ue) sur IR

u(~>)=0 Ug(+) =1

a une solution si et seulement si ¢ > ¢ (€). On a vu (section 3) que :

1
lim co(e) =v2m=c, oum= lim j k(s)ge(s)ds.
0

e~>0 €e~>0
Il en résulte que ¥ ¢ > ¢, 360 Y € < ¢, le probléme (4.1) admet une solution. Soit
z, € ]10,1[ fixé quelconque. Pour ¢ > ¢, » Notons u. . I'unique solution de (4.1) telle que
uc,e(O) =z, (définie pour e<e_).

On étudie, ici, le comportement asymptotique de u quand € > 0 :

C,Ee’

THEOREME 4. Sous les hypothéses (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4), soit ¢ > o =V 2m fixé. Alors,

Uce > U uniformément sur tout compact de IR, o u ¢ €st déterminé de maniére unique par :
)

€e—>0

) , o _
(i) 51206]0,1-6—] u. =z, sur IR

" . Co
(i) Sizy €]l —— 1[
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u € € (IR, [0,1]) u (x)=1 V x> x
u € €11 x[,R)

VxEL x| —k(uc(x))u’c(x) +cu (x)=c—c,

et x_ est déterminé de maniére unique par la condition u_(0) = z,, , dans ce cas, on q, de plus :

ol

VxER lu. —u_l -0
G€ ¢ @ O(x,+ [, IR)e~>0

Remarque 4.1. Pour ¢ > ¢, u. . admet donc une limite u., quand € ~> 0 ; cette limite dépend
) Co

de la position de z valeur imposée a I’origine, par rapport 2 1 —— . Elle est dans tous les cas
c

trés différente de celle obtenue dans la section 3 pour u
c
. 0
cas (i) u (—*) =1 -—).
c

co(e),e et vérifie uc(— o) > (. (Dans le

Soitc > ¢, fixé. On va supposer dans la démonstration du théoréme 4 que e S € de

sorte que u_ . existe.
C,€

LEMME 4.2. Soit v € 10,1 fixé. Notons u__ la solution de (4.1) telle que u(0) = . Alors :

lim  k(y) u’G(O) > sup(0,cy + ¢~ c)
e~>0

Preuve. On écrit (1.1), (1.2), (1.3) (pour g_ et ue) avec a=0 et b =+ oo, Utilisant alors la méthode

de la remarque 1.3, on obtient I'inégalité :
1 5 2 ) 1
(0 + cl1-7)k(n)e(0) += (1= - j k(s) gs) ds >0
Y

On en déduit aisément I'inégalité :

1
k(’y)u;.(O) =>-c(1—y) +‘/2 f k(s) ge(s)ds.
Y

1
lim j k(s) g(s) ds=m. o
e—>0 07

De fagon analogue a ce qui a été fait dans la preuve du théoréme 3, ol on a défini

D’ou le résultat, puisque

h__,onassocie au__, h_ _par (1.7). On ne rappellera pas les propriétés élémentaires de h _ _.
0,€ C,E’ C,€E C,€

Le lemme suivant est la clef de la preuve du théoreme 4.

LEMME 4.3. Vs€[0,1[, lim h, ¢(s) =sup(0,es + ¢, —c).
e~>0 '
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Preuve. Commengons par remarquer que :
VYEII[ he (v) =k(y)uy(0),
ol u, a été définie dans le lemme 4.2. Il résulte donc du lemme 4.2 que :

(4.2) Vs€10,1[ lim hc’e(s) = sup(0,cs + €y~ C).
€e~>0

. D’autre part, (voir la remarque 1.23),
Ve Vs€WNI[  h. (s)<h, (s)

Or (section 3), Vs€[0,1[, lim h, (s) =c,s.D'ou
e>0

(4.3) VsEO1[ lim he () <cgs.
€e—>0

-V €, notons H_ I'application : s > hg,e(s) alors
He€ €010 €' (01D  H(0)=H(1)=0
VSEII[  H.s)>0 et Hé_(s)=2C\/T-I_E(_s)—2ge(s) k(s).
VsE[01], 0<hy (s)<cs donc Vs€[0,1] IH(s)I<c2.

Pour 8 € 10,1[ fixé, considérons I'intervalle [0,1-5] 3 €, Ves<eg sup ge(s) <1.
On supposera désormais € <e; . s € [0,1-8]

Utilisant I’équation, il vient que He est borné indépendamment de € dans H]([O,1—6] . Soit une

suite (ej)j telle que lim €= OetH, ->Hy dans H! ([0,1-8]) faible et dans & °([0,1-5])
j>+ oo Jj>+ oo
fort. En passant 2 la limite dans I’équation, il vient :

0=2¢cvV H, sur [0,1-3]
donc nécessairement 3 5o € [0,1-9] tel que :

Hy(s) =0 Vs€[0,s,]

Hols) =c2(sso)2  Vse[s 1-8]
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c
(4.3) entraine que s vérifie : s > (1 __o) (1-8). D’olr
c

C0
Ho(s) =0 VsE[0,(1-—) (1-8)]
C

CO CO
Ho(5) < ¢ [s—(1-—) (1) Vse[(1-—) (1-8),1]
o c c

Il en résulte que :

CO
lim  H(s)=0 VsE[0,(1-—) (1-8)]
e~>0 ¢
— cO CO
im  H(s) < c2[s— (1 -=) (1-8)]2 vse[( -—=) (1-9),1]

€e~>0

on en déduit, vue la définition de H que :

VsE[0,1-8] lim h
e—>0

c.els) <sup(0,cs—(c— co) (1-9)), et ceci ¥ 6 € ]0,1[ .

Soit maintenants € [0,1] fixé. 3 8y, VO<38,, s€[0,1-8]. Donc

VE<s§,  lim hc’e(s)<sup(0,cs—(c—co) (1-9))
€e~>0

en passant a la limite, quand & > 0, il vient :

Vs€[0,1[, lim h (s)<sup(0,cs—c+co).

c,€
e~>0
D’ou le résultat, vu (4.2) o
c
Montrons la convergence de (uC e)e , quand € = 0. Supposons que 1z, € n—-——1f.
’ cz, +c,—¢ ¢
Le lemme 4.3 montre que : lim ug 6(0) =———— > 0. Par une démonstration analo-
€e—>0 ’ k(Zo)

c

o

gue a celle du théoréme 3, on achéve alors la preuve de (ii). Supposons que z,€10,1-—].0Ona
c

(lemme 4.3), lim u;; E(O) = 0. Reprenons les notations de la démonstration du théoréme 3 :
€e=>0 ’

Ve 13! X, tel que uc €(x =0€ . Montrons par ’absurde que lim X¢ =+ °°.Sinon, on montre
’ €e~>0
aisément (voir théoréme 3) qu'il existe une suite ((:‘k)k telle que lim € = 0

k > + oo

e

lim xg =x<+>etVx€IR, lu . —v_lI -0 ,olv_ estdétermi-
- C,€k C

k> + o k qg0([.§+°°[’ IR)k->+°°
né de maniére unique par :
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v, € € °(IR,IR) v.(x)=1 V x=>X.
v € N F=x[IR)  VxEF=x[~ (kv v.)(x) +cvi(x)=0

vc(O) =z, v (0)=0

ce qui est impossible, car il ne peut pas exister de telle application v ..

On adonc bien : lim  x_=+<°. (i) en découle facilement. o
e~>0

5. - ETUDE DU PROBLEME SUR UN INTERVALLE BORNE ET REMARQUES SUR L’APPRO-
XIMATION NUMERIQUE

Il est important du point de vue de I'approximation numérique d’étudier un probléeme
analogue a (1.3) dans un intervalle borné ainsi que la convergence d’une solution de ce nouveau
probléme vers une solution de (0.4). C’est ce qui fait I'objet de cette section. Plus précisément,

pour a > 0, on pose Ia = [—a,+a] et on considére le probléme :
Trouveru € € 2(Ia,[0,1]) et ¢ >0 tels que :
(5.1) = (k(u)u’)’ + cu’ = g(u) sur I

—k(u(—a))u’(-a) + cu(-a) =0 u(0)=;— u(a=1

On suppose que g et k vérifient (0.2) et (0.3). Le théoréme 1 (section 1) définit alors un certain
€, > 0 et une unique solution de (1.3) notée u, correspondant a ¢ = c | et telle que uo(O) =—,
2

Notre résultat principal est le suivant :

THEOREME 5. Pour tout a > 0, il existe une unique solution (ua,ca) de (5.1) et I'on a :

0<u, <1 u a &5t strictement croissante. De plus :
lim c,=cjet lim u, =u dans & °(IR) (et WEOC(IR))
a—+oo a—>+oo

ou u, a été prolongée a IR en posant

u(x)=1,Vx=>a et ua(x) =u,(-a), Vx<-a
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Remarque 5.1. Berestycki, Nicolaenko et Scheurer ont étudié (voir [3,4]), pour le modele de la
température d’ignition, le probléme sur un intervalle Ia = [—a,+a] avec les mémes conditions aux
limites que dans (5.1) et en imposant u(0) =6 (o 6 est la température d'ignition). lls ont montré
que le probléme admet alors une unique solution, qui tend, quand a = + <, vers I'unique solution
du probléme initial (posé sur IR) fournie par le modéle de la température d’ignition (voir la sec-
tion 2). Il est intéressant de noter que, ici, contrairement a ce qui se passe pour le probléme posé
dans IR, I'absence de température d’ignition n’entraine pas I’existence d’une infinité de solutions :

les résultats d’existence et d’unicité sont en tous points analogues pour les deux modeles.

Rappelons quelques résultats de la section 1 qui seront utilisés dans la démonstration
du théoréme 5. On se servira souvent du lemme 1.5 et du corollaire 1.6. De plus, on a vu que si
T4 (c) est défini par (1.9), alors ¥ ¢ >0, 'y (c)=]A(c),+ [ (ot1 A(c) est défini dans la proposi-
tion 1.8) et ¥ A € I';(c), si on considére le probléme (5.2), (ol on ne cherche plus u a valeurs

dans [0,1]), g et k ayant été prolongées a IR

= (k(u)w’) + cu’ =g(u)

alors (5.2) admet une solution unique, notée uy, qui vérifie : V x € IR, uj (x) > 0 (la démonstra-

tion du lemme 1.18 prouve ce résultat pour les x <0). Enfin :
31 x) €10, [ tel que uy (xy) =1 et 3!y, €[=0[

tel que uy (yy) =0.
Dans une premiére partie, démontrons I’existence d’une solution de (5.1). D’apres

les rappels faits ci-dessus, si (ua,ca) est une solution de (5.1), alors u;(O) > 0. On va donc utiliser

une «méthode analogue» a celle du théoréme 1. On commencera par montrer que :
(5.3) Vc>0 Va>o0 JIA>0 telque uy(a)=1.

On étudiera ensuite s'il existe des ¢ pour lesquels 'unique solution de (5.2) ainsi
définie vérifie (5.1). Remarquons toutefois, que, contrairement a ce qui se passait pour le théore-

me 1, 'existence d’une solution de (5.1) n’implique pas (5.3).

LEMME 5.2. Soit ¢ > 0 fixé.
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1
(i) Vs €=, 1], l'application \(c), + oo - ~> IR est strictement décroissante.
2 A= uy (s)
A

En particulier, f|(A) = u? (1) = x, est strictement décroissante.

1
(i) ¥ s€10,=1[, l'application : \(c), + o[ > IRY* est strictement croissante.
2 X > Uy (s)
L’application fo()\) = u? (0)= Y, est croissante.

Preuve. Ce sont des conséquences immédiates du corollaire 1.6 et de la remarque 1.7.

LEMME 53. Va>0, Vc>0, 3!X(=X(c,a)) el que u(@) =1 etV a> 0, I'application

IR+* -> IR+* est continue. De plus :
c—>A(c,a)

. a1 < 32 = )\(C,az) < >\(C,a1)
61<cy = )\(cz,a) <>\(c1,a)

Preuve. Soit ¢ > 0 fixé. Il s’agit de montrer, avec la notation du lemme 55,que: Va>0
31X E€ N\c),+ o[ tel que f1(\) = a, ou que, vue que f; est strictement décroissante : f] est

continue et

lim f;(A)=0 et lim £ (A) =+ oo,
A+ oo A A(c)

Montrons que f; est continue. Soit A, € I\c),+ o[ fixé. Notons ux =ug et x>\ X, - Soit

1 1 1
€ > 0. Soit A <A, Assocnonsau)\,h)\par (1.7) : hy € & ([5 1) h)\(")—k( )ket
VO<A <A< vse[_ by (s)<h>\()<h7\ (s).

D’autre part, utilisant un facteur mtegrant dans I'équation satisfaite par h, on obtient aisément
la relation : V 0 < A 1<A<A,, VsE[—- 1]

0<hy (5 ~hy(5) < (hx(—)—hx—» exp ( f g‘s’)kh 5 ds).
- >\
2

1
Donc, Vse& [5, 1], hy(s) = hy et le théoréme de Dini entraine :
o
A=A,

1
h>\—>h7\o dans %0([5, 1]). Donc :
A=2,

1y>o0 3n1>0, VA O<)\0—7\<n1 = supy  hy(s) >y
56[511]
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D’autre part :

Y€ .
3n2>0 VA 0<A -A<n, = 0<uo(x0)—u)\(xo)<g ou B= sup k(x)
x€[0,1]

Alors, V X O<)\o—)\<inf(n1,n2).

0<x7\—x0=f] (u?)’(s)ds < f1 k) ds<e.
U)\(Xo) 1 _E h)\(s)
B

Traitons le cas A > 7\0 en gardant les mémes notations.
V x € [x\ %] ~ k(uy (x))uj (x) + cuy (x) == k(1 Juj (x)) +¢
donc :
, 1 1 1
V xE€[xx L uy(x) = —=k(1)u3 (x3) == hy (1) >= hy, (1).
B B8 B "o
On conclue alors de la méme fagon que dans le cas A < >\0 .

Il est aisé de voir que  lim fy (A) =+ . On montre que lim  f; (A\) =0 en utilisant (1.6)

A= Ac) A—>+oo
pour prouver que

36>0 IN,>0  VAZN V X €10,x,] uj (x) =82

On montre aisément que ¢ = A(a,c) est continue. L'implication a; < a, = \(c,a9) <A(c,aq)
1 2 2 1

résulte trivialement de la stricte monotonie de fy . Soient ¢ < cpeta > 0. On sait que :
AMcq,2) > Aleq) > A(c,) ; donc Ncq,2) € I‘+(cz)

Notons ui,i =1,2, la solution de :

*(k(ui)ui)' + Ciuf = g(ui)

1 )

u;(0) =§ u}(0) = A(cq,2).
Le corollaire 1.6 entraine que : u? m< u? (1) =2, donc A(cy,a) < A(cq,a).
LEMME 5.4. V a> 0, /e probléme (5.1) admet (au moins) une solution (ua,ca). De plus,

Va >0, 1c'(= c’(ao)) Va>a c,<¢
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Preuve. Soit 2 > 0 fixé. V ¢ > 0, notons v, la solution de (5.2) correspondant a A = X(c,a).

L’application f : RT* > IR est continue. On va montrer, grace au théoréme
c > —k(v, (-a))v (-a) + cvc(—a)

des valeurs intermédiaires, que 3 <, f(c,) = 0. Pour un tel c, , nécessairement v, (—a) >0, donc
. a
v est solution de (5.1).
a .

Soit ¢y >0 fixé. Alors V ¢ <¢;, Alc,a) > )x(c1 ,a), donc :
1 c
- k(vc(O))v(':(O) + cvc(O) <- k(-2—) )\(01 ,a) +-2—
Cette relation prouve que pour c suffisamment petit, on a :
- k(vc(—a))v’c(—a) +c vc(—a) <- k(vc(O))v’c(O) +c vc(O) <0
Montrons maintenant que :

Va >0 3c’(=c’(ao)) Va>a, Ve>¢
(5.4)
- k(vc(—a))vé(-a) +c vc(~a) >0.

Ce qui achévera la preuve du lemme.

8(x) _ ¢+ Vc2-4po

Soitao>0ﬁxé. Vc>2\/ﬁa=c2,oﬂo=sup ———,soitrc—

xep,1[ X 2
. . 1 1
(racine de X2 -cx + 0B). Vc,associonsa v, W, par (1.7). Alors wc(—z—) = k(;) A(c,a).
Va>a, Vc>c, Ac,a) < Acy,a) < 7\(c2,ao)

donc :

3c3 Va>a Vc>sup(c2,c3) =c
1 1 e
W) <KD M epag) <
On en déduit alors (voir la preuve du lemme 1.20 (ii)) :

Va>a Vc>c¢ v"](0)=—°°.

D’ou (5.4). o
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LEMME 5.5. V a> 0, /e probléme (5.1) a une unique solution notée (ua,ca).
Preuve. Raisonnons par I’absurde et supposons que (5.1) admet deux solutions différentes (u],c1)
et (u2,c2). Alors nécessairement ¢4 * C, et supposons par exemple ¢ < Cy- Associons a u;, h; par
(1.7) pour i=1,2.
1 1 1 1
h2('2_) = k(;) A (cpa) < k(-z‘) A (cq,2)=hy (E)'

1 1
Donc (lemme 1.5) Vs €][0, ;] hy(s) < h{(s). Notons &; = u(-a),i=12.0na0<q <;.

Alors ou bien o < @, ou bien oy <012 . Montrons que chaque cas conduit 2 une contradiction.

Clest évident si I’on suppose a, < a; (voir corollaire 1.6 (ii)). Supposons & <,
Vi=12  hie) =kle) ulu] () = o
Vs€la,1]  hy<c¢ =>h1(012)<c1012
hylay) =cy @y <hqleg) <cq .
Ce qui est impossible. o

Dans le but de faire tendre a vers + oo, établissons deux estimations a priori pour

(ua,ca) (qui est, pour tout a > 0, I'unique solution de (5.1)) .

1
LEMME 5.6. Va>0, c,> 2[ k(s)g(s) ds.
1

2

Preuve. On écrit les trois relations (1.1), (1.2) et (1.3) entre —a et a. La méthode de la remarque

]
c>‘/2f k(s)g(s) ds.
u(-a)

1
u(—a)<u(0)—5- o

1.3 fournit I'inégalité :

D’ol le résultat puisque

LEMME 5.7. Vx€[-ata], 0<u)(x)<

len
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a= inf k(x).
x €[0,1]

Preuve. L'utilisation d’un facteur intégrant pour I’équation satisfaite par u, conduit a la relation :
V x € [-a,+a]

a ¢, a y ¢
Kl () (x) = exp ( - f o] ds) K(uy(@)uja) + f Blu,(y))exp (—f ] ds)dy

donc,
a Ca a
k(uy(x))u}(x) <exp (- / ds) k(uy@)uy@) + | glu,(y)dy
X k(ua) —a

a
or(1.1)=>f 8(uy(y))dy == k(u,(a))u}(a) +c,

—a
a Ca
= auy(x) <c, + k(u,(@)u)(a) [exp (—/; ) ds) -1] <c,. o
LEMME 5.8. lim ¢ =cy et lim u =u_dans & °(R) (et rgfoc(lk)), ol u, a été
a—>+ oo a—>+oo

prolongée a IR en posant uy(x)=1, Vx=>aet u,(x) = u,(-a), Vx<-a

Preuve. Soit a > 0. D’aprés les lemmes 5.4 et 56, 30<c<¢, Va> a,, c<c, <c.Soit <1

valeur d’adhérence de C,,quand a > + o ; 3(an)n , lim 1t a,=+cetc;= lim <,
n—>+ oo n—>+o N
Notonsc, =c_,u_. =u_. Ilestaisé de voir (lemme 5.7) que V K compact de IR, u, est borné

a n’ “a,
n
indépendamment de n dans H2(K) De plus montrons que

(5.5) up(0)= A(cn,a ) - Acq).
n-+oo
On vérifie facilement que I’application ¢ - RT* > IRT* est continue. V n € IN, notons Qn
c > Ac)
*
I'application : IRT IRT* . Alors la suite (!Zn)n est décroissante. Le théoréme de Dini assure

¢ > Ac,a,)

donc que Q = £ uniformément sur [c, C]. (5.5) s’en déduit immédiatement.
n —) + oo

Il résulte de ce qui précéde queu, = u dans (g, c(IR) ou u vérifie :
n —-) + oo
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u€ W1(IR,IR) ~(k(u)u’)’ +cqu’=g(u) sur IR
u(0) =-%— u'(0) = )\(c])
¥V xE€IR O<u(x)<T.

Donc, nécessairement, u(— ) = 0 et cq est tel que I’équation (1.3) associée a cq a une solution,
d’olicq = ¢, (ol o rappelons-le, a été défini dans le théoréme 1, section 1). Pour ¢’ > 0 fixé,

notons (Pc,) la propriété suivante :

VcE0, VAET,(c), uy défini par (5.2) vérifie —o<yy =uy (0).

On va montrer que (Pc]) est vérifiée et que V ¢, >cy) (Pc2) n’est pas vérifiée. Il en résultera que :

c1<coetdoncc]=co.Soitc€]0,c1[. Ing Va>n, c<c,.

(o]

L’application f : Lylc) » IR est croissante (lemme 5.2 (ii)) et lim k(c,an) = \(c). Il suffit
Pl Y n—>+o

donc de montrer que : V n>n, YA(c,a,) >—.Soitn>n, fixé . Définissons v, par
“n

- (k(vn)v;])’ +c, V= g(v,) sur IR

n

1
a0 =5 vy(0)=Alenay)
n coincide avec u, sur [—a,a] ; en particulier :

- k(vn(—a))v’n(—a) +c, vn(—a) =0,

donc nécessairement v;'(O) >-o. Ona:c<c, et u’)\(c’a )(0) =\c,a,) > )\(cn,an) =v’n(0)
d’ou (corollaire 1.6 (b), (ii)) :v;] 0)< uizc a )(O). (PC1) est donc bien vérifié.
»4n

Soit maintenant ¢, > Co - On montre facilement en utilisant le corollaire 1.6 que :V ¢ € ]CO’C2[

VA€ () Ae )l ui1 (0) =—oo. Ce qui entraine que (PC2) n’est pas vérifiée.

On a donc prouvé que :

. _ . - 1
lim ¢, =c, et lim  u,=u, dans @ 1oc(IR)-
a—>+oo a—>+oo

On vérifie aisément que

c,>u, dans & °(IR). o

a >+oo

Remarque 5.9. L'étude numérique de (5.1), a I'aide d’une méthode d’éléments finis monodimen-

sionnels, est en cours et fera I’objet d’une publication ultérieure.
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