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QUELQUES UNIVERS ANISOTROPES
EN COSMOLOGIE RELATIVISTE

Marcel Bray (1)

(1) 657, rue de Robbé - 02120 Guise (France)

Résumé : L’intégration du systéme d’Einstein a partir d’une métrique anisotrope permet d’obtenir
des modeles cosmologiques plus généraux que ceux de Robertson-Walker. Parmi ces métriques,
celles du type de Kantowski-Sachs, spatialement homogenes, se caractérisent par la possession
d’un groupe d’isométries G4 dont un sous-groupe G3 opére de maniére multiplement transiti-
ve sur les 2-surfaces de symétrie maximum.

Adoptant une telle métrique et comme terme de source le tenseur d’impulsion-énergie
magnétohydrodynamique on montre que le systéme d’Einstein-Maxwell et I’équation de conserva-
tion admettent des solutions physiquement acceptables dépendant d’une fonction arbitraire.

Par contre, le méme probléme traité dans une métrique conforme i la précédente
conduit a une dégénérescence compléte de celle-ci.

En revanche la distribution d’énergie radiation pure fournit des solutions particuliéres

pourvues de sens physique.

Summary : The choice of an anisotropic metric in the Einstein system of field equations permits
one to obtain cosmological models more general than Robertson-Walker’s.

Among these metrics, those of Kantowski-Sachs-which are spatially homogeneous-
distinguish: themselves by the possession of a G 4 8roup of isometries a subgroup G3 of which
acts multiply transitively on the 2-surfaces maximally symmetrical.

Beginning with such a metric and a magnetohydrodynamic source tensor one proves
that the Einstein-Maxwell system and the conservation equation admit of physically acceptable
solutions (depending on an arbitrary function).
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The same problem dealt with a metric conform to Kantowski-Sachs’leads to a comple-
te degeneracy of the metric.
In return, a pure radiation distribution of energy provides us with particular solutions

physically admissible.

I.- INTRODUCTION

Pour tenter d’obtenir une description cosmologique plus raffinée on peut généraliser
la métrique de Robertson-Walker en abandonnant I'un des deux postulats fondamentaux sur
lesquels elle repose (homogénéité et isotropie spatiales) ou les deux. Parmi les univers anisotropes,
ceux qui possédent un groupe d’isométries G4 dont un sous-groupe G3 (existence démontrée par
le théoréme de Kantowski) opére de maniére multiplement transitive sur les 2-surfaces de symétrie

maximum
do? =do? + f2(8)dg® ; f=sin0,0,sh0

seront désignés par I’expression «univers de Kantowski-Sachs (1).

En coordonnées

la métrique s'écrit
ds? = dt? — A2(t) dx? - B2(t)do?

Ces univers sont donc spatialement homogenes. Aux avantages physiques évidents de
la possession d’un groupe d’isométries s’ajoute I'intérét mathématiques suivant : les «points singu-
liers» de la «variété» des solutions du systéme d’Einstein (quotient de I’ensemble des solutions
par le groupe des difféomorphismes) sont ceux qui correspondent a I’existence de groupes d’iso-

métries.

C’est pourquoi de nombreux travaux ont pris la métrique de K.-S. comme base dans la

recherche des solutions exactes.

Au mémoire de A.G. Doroshkewich (2) traitant le cas d’'une maniére sans pression

avec champ électromagnétique s’ajouterent les solutions données par Kantowski (3) (poussiére,
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radiation, matiére rigide) puis celles de Shikin (4) et de Thorne (5) étudiant particuliérement le

schéma champ magnétique-matiére.

Le présent article se propose d’abord d’intégrer, en métrique de K.-S., le systéme
d’Einstein écrit pour un tenseur source de type magnétohydrodynamique (MHD). L’importance
du schéma MHD en astrophysique nous parait justifier cette étude. Dans une seconde partie seront
étudiées deux sources (To’ﬁ)MHD et (Taﬂ) radiation engendrant un champ gravitationnel conforme
a celuide K.-S. .

II.- UNIVERS M H D DU TYPE DE K. -S.

Dans un systeme de coordonnées locales

on pose

2

ds? =dt? — AZ(t)dx2 - B2(t) [d02 + f2dg?] ; f=sin6,0,sh0O

Cette métrique fournit un tenseur de Ricci
=RV Ry, — v 10 v o v
Rop=R” .0y =05 (F) +3,(Fyp) =T, Ty + Tog Ty,
réduit a ses composantes diagonales

A B .. _AB . d
R,,=———-2— ; R;;=A |A+2—| AE_A-
1 B ) :

i3]

Ry, =85+ 624828 " =2 =
Si, dans le terme de source de I’équation d’Einstein

1
R a=x(T ——gafT)+A ; =87
off of 5 ) go X
on inseére le tenseur MHD (6)

= (.2
Tog=(

~ M
rf +y|h|2)UaUB~(p+2|h|2)gaﬁ-uhahﬁ s U%U=1; U%hy=0



78 M. Bray

r : densité propre de matiére ; € :énergie spécifique interne ; i = (e +—) : enthalpie spécifique

?“=(]+|/2). :2 +'2 . el 414 H . lh|2=r_ 14
= ¢2) 5 p=cr[1+c” €] :densité d’énergie propre ; =-h"h,

il vient, en posant

2;Ec2r?+u |h|2+2p ; 2;Ec2r7+p |hl2—2p

Rug =X { (0 +p) Uy Ug—p 805~ Hhohg} + Ageg

En coordonnées comobiles (Uk =0) ,( UVhV) =0 entraine ho = 0. Les équations

E i =0, j=1,2,3 sont alors identiquement satisfaites.

oj ’ hoh

Dans les équations Ejk :h2h3 =0 ; h3h1 =0 ; h1h2 =0, les hypothéses h1 = h3 =0,
h2 #0et h1 = h2 =0, h3 # 0 sont exclues.
En effet, soithy = hy =0, h2 #0,0na
Ryp =X [p B2 —uh3]~ AB? ; Ry =x [p B2~ AB%f = 2 [x(p B? — uh3) - AB?]
22 2 33 2
d’olt h, = 0 contrairement a I’hypothese.

Donc, nécessairement h2 = h3 =0, h1 # 0. Le systéme se réduit a :

_ % _ * 2 _ *
Roo=XP+A ; Riy=xlpA —uh%]—AAz ; R22—Xp82—/\32
ou, équivalemment

*

- A . o ¥ _ g2 . 2 _p2,2 -
Xp_ROO A ; Xp—B R22+A 5 x]J.h—l—B A R22 R11

Soit, de maniére explicite

By’ _AB, k 5,

B AB g2
k=f/¢=-1,0,+1

Aux équations d’Einstein s’ajoutent I’équation de conservation de la matiére

Vﬁ(rUB)=0 > 3 (Vgr)=0 - rAB2f=¢(x,6,0) ; ¢ : arbitraire

et les équations de Maxwell

VB(F"‘ﬁ)zo ; FB=onloyfl 5 5 (vghl) = 3,(vgh)



Quelques univers anisotropes 79

h! ne dépendant que de x°, on a

h! ABZ f=¥(9)

et
¥=Cf(@) ; C:cte
h,=—CAB2 - |n12=c?p™*
En portant cette valeur dans x & | hl 2 on obtient I’équation de compatibilité

e e e e . ~9 9

A AB B B2 C*“+kB ~
) Belooi (O -S=2)  wa=E?

A AB B B B4

Tout choix arbitraire de B laisse une équation de type
A+AL(KX%) +AM(X°) =0

pour déterminer A.

Considérons le cas A =B" ; ( @) s’%écrit en éliminant A

(#) §+(+1)( ) +(Ez+k82) 0 1#0 si k=C =0

- n - — =0 ; n- sinon k=C =
B B (n—1)B

B
Tirant E de (& ) nous avons dans ces conditions

n ~2 2
1 ~ B 2 + kB
—Xczrf=(2n+1)(-) +C—>0 si n>1; k=0,1

T2 1

Sin> 1, k =—1 on doit avoir (2n+1) B2 + >
(n-1)g2 (1)

Il vient ensuite

B 2
2xp =2(2n+1) (E) +[

T2 +k B2(2+1) n+3
" —2A; g=—

B n—1

expression strictement positive pourn>1;k=0,1 ; A<O0.

L’ensemble des paires A, B susceptibles de représenter une solution physiquement acceptable n’est
donc pas vide. Puisque Oa =Y Vv(Ua) =0 la congruence des lignes de courant se compose de
géodésiques. Cette congruence posséde une expansion

A B 0
= v = — J— 3 1 = ) ——
0= VV(U ) A +2 5 et un tenseur de déformation OB = U(e;8) 3 mof

- avec maf = BaB ™ UaUﬁ - réduit a ses composantes diagonales.
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80
=0 ; ——ah+l a2, —BB42 B2 ; 033=Pay ; 045=0,a£h
%0~ " 7 N 3 ! 30 0 93370 %2 5 Oagm DE
. . 2 . .
2 B2 65 2 A B2
o, V=op2- (A 228
0 v a.0)=200=(—) +2
(6™ 04p) () +2(5) -5 =5 (2 -3)

La congruence ne posseéde pas de rotation wag= U[a ;8] car U[a 6] =0. On sait que
conduit a I’équation de Raychaudhuri

, .. ye s .. v _
I.appllca.ti}on de | |den‘t3|t.eade RICCIz VAV V.p]U RPB u
0=VV(U)_UQ;BU ’ _RaBU U" soit
. A2 B2 A B A+ B.-
(A) (B) At2g (A) (B)

qui donne la loi de variation de 0 le long des lignes de courant. Le champ magnétique est a diver-

gence nulle VV(hV) = 0. Rappelons également la loi d’évolution de I’énergie spécifique interne
ré+p0=0.Sil’on observe que la relation
WAV (") + 0 v (UP) - P - =0

=—40, il vient ensuite

déduite des équations de Maxwell nous donne ao Iog(‘h1 )

v . h® pB ~ o A
— log (1M 2By +g,— =0 2 Volog(lhlr2/3)+(———)=0
Ihl2 3 A

s
Notons enfin que I'invariant de courbure écrit en termes de matrice 6 X 6 (par la

correspondance R[Olﬁ][#V] = Qpg) sous la forme (QRS QRS) a pour expression
.n .. .2

A2 B 2 k—B< 2 A
A =(=) +2(2) +(—=) +2(—)

A B B AB

I11. - SOLUTIONS DU TYPE ds? = 02 [ds?], _g

Soit I’élément

ds? =Q2(x) {dt? - A2(1)dx% - B2(1) [d62 + 2 dg?] | avec ¥ #0

Cette métrique fournit un tenseur de Ricci de composantes non nulles

- G -2 . - R _
Roo™ HootA A ; Ryp= #y1~3H

_ a2 A2 . _2 .
Ryp= #yp=B A=A R33=F Ryy o
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9?0,3 : tenseur de Ricci de la métrique de K. —S. .

Q” 912 Q’) le
A=(—+—) ; H
Q g2 Q g2

(—-=)

a) Reprenant le systéme d’Einstein -en coordonnées comobiles- pour (TaB)MHD on

démontre comme précédemment que seule h1 peut différer de 0. (conséquence de R33 =1f2 R22).

Il reste
R, =Q%2[xp+A] ; Ryi=xIpAZ02-uh?]-AA202
00 1 1
%
Ry =02 B2[xp-A]; R,y =0
soit
* _ 02 -2 B
xp=8 “R,,—A=Q [_2E+A]—A
e ’2
9 o B B° k
XP=Q 2B 2Ry +A=Q 2 [—+——— —A]+A
B r2 g2
B B
» 5 B B® &
Xulhl“=Q “[=+—=-—+ (3H-A)] ; A=1envertu de R 1=0
2 2 0
B~ B
La conservation de la matiére donne ensuite r = B2 ¢ (x,0,0), ¢ arbitraire tandis que
les équations de Maxwell exigent hy =- LB™2 Q! ;L :¢'®. Dans ces conditions I’équation de

compatibilité s’écrit

(#) =—+—2~—+(3H—A) ; n“=xulL
3492 B B B2
, . n’ x| x -2
OnentlreB=1d’ou(3H—A)=(k+—2).Puisquex(p+p)=—k$2 on doit
Q

avoirk=—1 = f=sin6. Donc

n X
Cette équation admet I'intégrale  =—= ch w ; w=—".On en déduit
V2 V2
2
_ n“  _ -
X;=¢*Q2—A; X;=4 Q4+ A i xulhl2=n2q™

1
avec ¢ =[1 —Ech—z(w)] >0.
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Equivalemment

2
2 ch®(w) -1 1
Xp= —()— -A ; xp=——— +A ; xulhl?=
n2 ch4(w) n? ch4(w) n? ch4(w)
Revenant aux variables initiales il vient
~ n?
xc2r f= [chz(w)—Z]
204
2xp =9 2th%(w)-2A
La seule condition de positivité est donc chz(w) > 2 si A < 0. Cette solution corres-
pond 2 une dégénérescence compléte de la métrique de K. —S. (A=B=1). f=sin0 décrit
t ont méme surface

une «symétrie sphérique» dans laquelle toutes les sphéres de la coupe t = ¢

dans la métrique de K. —S. .

b) Posons maintenant Taﬁ = ok, kﬁ , kY k,=0 (radiation pure).
Raﬂzxakakﬁ+Agaﬂ

Les équations EO2 , E03 , E23 , E3] , E12 sont identiquement satisfaites si

k2=k3=0
L’isotropie de 'K entraine ensuite k1 =€ Ako , €= 1. Il vient
- 2 2 = 2,2_ 202 . ——_AR202
Roo xok0+AQ ; Ri1=X0A“k;—AA“Q i Rypy=—AB°Q
Ry =x0 kg A (en prenant € = +1) soit
2_ —2 . _ A2 - 2 . p2 _ 2 .
2x0kg=Rog FARyp) 5 (Rya=A“R)=2AQ% ; B "Ry%=—AQ"
- 2
R(ﬂ—)(aAko
Quelques réductions donnent les formes explicites.
) o B, AB_ A-3H A
xoko=2—2-— ;0 —2—+2—+( )=4 — — (1)
A2 B AB A2 A2 @
B B2 AB k & _ A 92 @
B g2 AB B2 A2 )
A B2 2k 3H-A
+ (——)=0 (3)
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. .. AB
Dans(])écrivonsA—3H=4AS—2— (1) ;il reste—B —X-=0 (1)".

. ¢ Q’ Qr sz Q’ )
D’aprés (1) A=K :ce—>A—-3H=4K—S-z- = - [—- —2—]=2K5 soit, avec ' # 0 :

a "2
’ 2 ) —ZKX
Q" Q Q Q1 _ e
——+2—=2K->log (—)=2Kx C:cte ——=—m—e 2Kx 5 1_
Q@ “Q cQ’ Q2 C 2 CK

On prendra pour simplifier Q= e2Kx

. .. B_A 3 te
De (1)” on tire ensuite w=— - B=LA , L :c'.
LK
_—t2.

Puisque A=Kt , B=

Portant ces valeurs dans (2) il vient — AL 2K 274 = A Q2 dou k= A =0. L’insertion dans

(3), compte tenu de k = 0 fournit une identité ; il reste
2 _
X0 k0 = 4/t2
Dans les équations du mouvement Vﬁ(Tg) =0 nous postulerons Vﬁ(okﬁ) =0.

La congruence des trajectoires de k se compose alors de géodésiques nulles
KB Vglkg) =0 5 VglokP)=0 > 3 (Vg ok®) +3; (Vg ok!) =0
orkl=—a"1¢° ; donc A ao(\/—_goko) -0, (V-gak® =0

On peut satisfaire cette équation en posant v/~g ok® = ¢(u)

1
¢ arbitraire ; u=(x +E log t)

X 0 k2 4 rQ2aB%s
Par conséquent 0 =k =— ——] soit
xoko ° 2L x¢(u)
3 _4Kx 2 —8Kx
t"e 0 4
k,=L2 K3[————] Pk =(Kok, ; o= X" (u) e
X ¢(u) K6 14842

Le ds2 prend la forme

2,24
L2K? ¢
ds? =X {412 — 2242 - — [d62 + 62 dp?])

Kt

La transformation t=e permet de |’écrire

2
L
dS2=K2 ezKT + 4K x { dT2_dx2_4_e2KT [d62 +02 d&p2]}

2

soit un élément du type ds* = ‘Ifz('r, x) ds% - (avec A=1).
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2dt
De méme la transformation définie par =dr fournit un second aspect, savoir
LKt
4 e4KX 2
ds2 = ——— { dr2 k272 dx? - [d02 +62 d<p2] } = ‘112(7, x) dszK - (avec B=1).
L2K2T4 * *

Le calcul des composantes du tenseur de courbure conduit aux résultats suivants :

2 2 .
0 _ o 0 _ os B Q 0 _ 2 A Q
R =—AA+H ; R =—BB +— . R _ A se
101 ’ 202 ) 212
A? 92 A Q
22 2
0 _250 . R0 __250 . R2  _p22[k BT Q
R303=f R302 5 R33157F Rz 5 Rizp3=B [—2_—2+ 22
B° B® A‘Q
3 _AW 3 _ ., AAB
RY3=T = ; RIg =H-——
.103 AQ 131 B
R _ B2 (A Q’) . ——Bz[A B H]
202775 A g’ T2 AB 2

desquels on déduit les composantes covariantes et contrevariantes.

Puis établissant la correspondance

de maniére a écrire les composantes Raﬁuv , Raﬁ““’ sous forme de matrices 6 X 6 QRS’ QRS
on évalue I'invariant de courbure X" = (QRS Qgs)

2 2\ 2 22 2 \2
4 [/-AA+H B Q k B2 @
%=Q4[<——> +2 (—_+ > +<...—_ +_> +
A2 B A202 82 g2 A2q2

2(Z\é_H)2 4 (A Q)z]
AB ,2) 2\A @

Pour la solution 111 (a) nous avons

4 2 4 2
(Hmpp =2 [3H2+3%—2Q— +1]=3Ch @ Z2chiwto X
Q ? 4ch4(w) V2

Il n’y a pas de singularité essentielle.

Dans le cas de la radiation pure A =0.
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