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Résumé. On aborde un nouvel aspect de la rigidité en géométrie symplectique. |l se peut que la

place manque pour exécuter une isotopie hamiltonienne balayant une grande aire.

Summary. A new feature of the rigidity in symplectic geometry is considered. It may be that

there is not enough room in order to perform a hamiltonian isotopy sweeping a large area.

1.- INTRODUCTION

Soit (Mzn,w) une variété symplectique de dimension 2n. Pour une sous-variété X, une
isotopie ft : X > M, t€[0,1], est dite hamiltonienne si, pour tout lacet 7y de X et tout t < 1,
f w =0 ou Ct('y) est le cylindre singulier engendré par les fu (7v), 0<u<t. On peut évo-
Ci(7)
t

quer I'identité ci-dessus en disant que Iaire balayée par 7 est identiquement nulle. Pour un chemin
@ joignant x a x dans X, on convient d’orienter Ct(a) comme le carré [0,1] X [0,1] ou la premiére
variable paramétre o et ou la seconde paramétre I’isotopie. On introduit alors la fonction de

Hamilton a la source K : X X [0,1] = IR, définie par :

d
Kt(X) - Kt(XO) :; (»/Ct&w (IJ> .
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L’hypothése hamiltonienne affirme que K est une fonction bien définie a I’addition prés d’une
fonction du temps t (si X est connexe). Prenant Kt(xo) =0, K(x) est la fonction vitesse d’aire

balayée par un segment « joignant le point-base Xg au point X.

Si ¢, : M > M est une isotopie hamiltonienne et si ¢, désigne la dérivée partielle par
t t p

rapport au temps, le hamiltonien associé est la fonction H; qui vérifie I’équation de Hamilton :
(*) dHt == l(‘p.t)w;

I’égalité étant sous-entendue au point xpt(x). Dans ce cas, I’équation de Hamilton a la source est

Kttho‘pt'

M. Chaperon m’a transmis |’observation suivante : la fonction Kt est le hamiltonien

(usuel) de P’isotopie t+> &p;].

Lorsque I'on se donne une isotopie hamiltonienne ft : X = int M et que I’on cherche
a I’étendre en isotopie ambiante de M (laissant fixe un voisinage du bord), on voit que non seule-
ment le hamiltonien Ht est donné sur ft(X), mais aussi que son 1-jet est donné le long de cette

sous-variété. Par prolongement des 1-jets de fonctions, on a le principe de prolongement suivant :

Si X est compact (pour garantir I'intégrabilité jusqu’au temps 1), toute isotopie hamil-
tonienne de plongements de X dans I'intérieur de M se prolonge en isotopie hamiltonienne ambian-

te. Cet énoncé peut étre mis sous forme d’un théoréme de fibration.

Si maintenant 9X est non vide et si f,(X) N oM = ft(aX), on sait que la géométrie
des lignes caractéristiques de M (= lignes tangentes au noyau de la forme induite par w sur OM)
met en défaut le principe d’extension. Mais toujours dans le cas a bord, il se présente naturelle-
ment des problemes de prolongements dont la mise en défaut est un degré plus subtil. En voici

un qui a retenu mon attention.

PROBLEME 1. Soit M une variété symplectique ouverte ayant deux composantes de bord aoM,
B]M. Soit X une sous-variété lagrangienne compacte, connexe, proprement plongée : pour
i=0,1, 9,X= aiM M X. Soit @ un arc joignant aox a a]x dans X. Peut-on étendre une isotopie
hamiltonienne de « rel. da en une isotopie hamiltonienne de X rel. 09X ? (Une isotopie rel. ...

laisse fixe les points de la partie ... .)

Voici un autre probleme qui apparait dans des problémes d’engouffrement de sous-

variétés lagrangiennes.

PROBLEME 2. Soit X I’anneau an X [0,1], n =2, muni d’une métrique riemannienne produit.
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Soit M = { (q,p) ET*X IqEX, p ET; X, IpI<R } ; X est identifié a la section nulle de T*X.
Soit k une fonction numérique donnée sur [0,1] . Existe-t-il une isotopie hamiltonienne de X dans
M rel. 89X, a partir de la section nulle, dont la fonction de Hamilton a la source K¢ vérifie
K ISP T x o} =0etk, IS" T x {1} =k()?

Nous démontrerons :

1) Si le probléme 1 avait toujours une réponse positive, il en serait de méme du probléme 2.

2) Le probléme 2 a une solution si et seulement si, pour tout t €[0,1] :

t
/; k(u)du

(Observer que, pour n = 1, cette inégalité est évidente).

(**)

<R X (distance de S" 1 x {o}as" T x {1})

Ainsi le principe d’extension posé dans le probléme 1 est en général mis en défaut.

L’inégalité obtenue au 2) ci-dessus peut sans doute se déduire des récents travaux de
Gromov ([G]). Comme I’on comprend mieux ce dont on est soi-méme 'auteur, je la déduis ici

de mon travail avec J.C. Sikorav ( LS ).

2. - IMPLICATION DU PROBLEME 1 SUR LE PROBLEME 2

2.1.-Soit A=S! x [0,1] un anneau symplectique ; a conjugaison pres, la structure symplectique
est fixée par ['aire totale. Soit une fonction k : [0,1] = IR. Alors, il existe une isotopie hamilto-

nienne 1’t de A rel. dA dont la fonction de Hamilton a la source Kt vérifie :
K IsTxfol=0 et K ISTx{1}=k().

En effet, dans un anneau, on peut prendre un rayon et lui faire balayer une aire arbi-

trairement grande (Figure 1).

Figure 1
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2.2. - 1l y a beaucoup d’anneaux symplectiques dans une variété symplectique : toute courbe
fermée simple vy est I’dme d’un anneau symplectique A. Cela résulte du théoréme de Weinstein
([W], lecture 5) sur les voisinages tubulaires de sous-variétés isotropes : le plongement isotrope
de vy dans M s’étend en un plongement symplectique d’un voisinage de la section nulle du cotan-

gent T*y.

On obtient aisément le complément suivant : Soit @ un arc simple de M et x € int a.
Si on choisit le lacet y passant par x de sorte que w(Tx'y,Txa) # 0, on peut imposer que TXA
soit engendré par Tyret Txa. Enfin, si ¥ N a=x, situation générique lorsque n =2, on peut impo-

ser que A N a soit un rayon de I’anneau A.

2.3. - Prenons les notations du probléme 1, avec n > 2. Soient Xo X les extrémités de a, respec-
tivement dans aox et dans 81X. Considérons un anneau symplectique A comme en 2.2 et Iisoto-
pie hamiltonienne portée par A comme en 2.1. Celle-ci fournit une isotopie hamiltonienne de
plongements de a rel. da dont la fonction de Hamilton a la source vérifie Kt(xo) =0 et
Kt(x1 ) =k(t).

En admettant le prolongement des isotopies hamiltoniennes, on aurait une isotopie
hamiltonienne de plongements de X dans M dont la fonction de Hamilton 4 la source vérifierait,

si aox et B]X sont connexes :
Kt(aox) =0 et Kt(a1X) =k(t),

ce qui résoudrait positivement le probleme 2.

3.- MAJORATION DE L’AIRE BALAYEE
Le probleéme 2 va étre ici résolu négativement en prenant pour M non pas un tube du

cotangent de sn=1 x [0,1] mais une variété beaucoup plus grosse (de volume infini), conduisant

néanmoins a la meilleure borne pour I’aire balayée.

3.1. - Soit Y une variété fermée ; on écrit :

T*(Y X [0,1]) = (T*Y) X [0,1] X IR,
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les deux derniéres coordonnées étant notées s, 0 ; par extension, un point de T*Y est noté (y,n),
yE€Y, ne€ T; Y et la forme symplectique est — (dn A dy + do A ds). On considére
M C T*(Y X [0,1]) définie par | gl < 1 ; c’est une variété ouverte a bord : ;M est défini par
s=1i,1=0,1. Soit X la section nulle de T*(Y X [0,1]) et @ un chemin joignant aox =YX {0! a
9;X=YX {1} dansX.

PROPOSITION. Au cours d'une isotopie hamiltonienne ft : X > M, rel. 90X, ou fo est l'injection

X C M, l'aire balayée par a est bornée en module par 1.

Remarque. Cette majoration est de toute évidence la meilleure possible. L’inégalité (**) s’en

déduit aisément.

Démonstration. | suffit de considérer le cas ou ft est stationnaire sur un voisinage de 0X. Soit alors
K¢ la fonction de Hamilton a la source avec K IaoX =0. Posons k(t) = K;(31X) € IR. Choisissons

une fonction pt(s) vérifiant :

1 t
p,(s) = 0 pour s voisin de O et de 1, f py(s)ds = f k(u)du,
0 0

et po(s) =0 pour tout s € [0,1] . On peut alors construire une nouvelle isotopie hamiltonienne de
X dans T*(Y X [0,1]) par ;’t(y,s) = (y,O,s,pt(s)). On observe sur ces formules que sa fonction de

~

Hamilton a la source K , choisie nulle sur 9,X, vérifie kt |a1x =K | 34X, mais que,

t
f k(u)du
0

t
(o}
Dans la suite, on fixe t = t, et on pose a = f k(u)du. On note par X, I’image du plongement
0

si n’est pas borné par 1, %t ne plonge pas X dans M.

lagrangien de X dans T*(Y X [0,1]) donné par la formule :
(vs) = (v,05,).

Le théoréme de la moyenne dit que Xa N fy (X) est non vide. Nous démontrerons le lemme
. (o}
suivant :

LEMME. 1) Il existe une isotopie hamiltonienne ambiante de T*(Y X [0,1]), & support compact,

dont le temps 1 conjugue les plongements ft et %t .
o o

2) Au cours d'une telle isotopie, I'intersection avec X a reste non vide. En particulier,
f (X) N X, est non vide.
o a
Le 2) du lemme permet d’achever la démonstration de la proposition ; si lal> 1,
fe (X) contient au moins un point dont la coordonnée o est de module supérieur a 1. Donc, fy (X)
o

0
n’est pas inclus dans M. a



166 F. Laudenbach

3.2. - Démonstration du lemme

1) On donne explicitement une isotopie g : X > T*(Y X [0,1]),uE [0,t,] . Intro-
duisons d’abord la famille de translations T , de T* (YX[0,1]):

(vns,0) = (yns,o +pt0(5)~pu(s))-

o’ &’
pie hamiltonienne. Calculons I'aire balayée par a lorsque u varie de 0 a u,. Par la formule de

On pose g = Tu o fu. Pouru=0, &, =fto etpouru=t fto. De plus, il s’agit d’une isoto-
Stokes, c’est la méme que celle balayée par a au cours de I'isotopie u ~> Ty° fu ,u€E [O,uo] ,
suivie de I'isotopie u > Tu o fuo, ueE [O,uo] . On trouve alors que cette aire est nulle. Donc la
fonction de Hamilton a la source pour I'isotopie g, est identiquement nulle au bord de X, et
méme prés du bord. Par extension de fonctions, comme il est indiqué dans I'introduction, on peut
construire une isotopie hamiltonienne ambiante, a support compact dans int T*(Y X [0,1]),

induisant I'isotopie &y

2) L’astuce suivante m’a été donnée par J.C. Sikorav pour éviter le recours 3 une
version a bord de [LS] . En identifiant s = 0 et s = 1, on obtient une projection
m: T*(Y X [0,1]) = T*(Y X S]). L’image m(X,) est le graphe d’une forme fermée w,. L'image
nfto(X) est le graphe d’une fon:me fermée cohomologue a w, et enfin on a une isotopie hamil-
tonienne ambiante déformant rf, (X) en mf, (X). Soit 7 la translation par — w, dans T*(Y X 51) ;
ainsirﬂ(Xa) est la section nulle et 7 ﬂft (X) s’en déduit par isotopie hamiltonienne. D’apreés [LS],

. o .
Taf, (X) rencontre la section nulle. Donc, f X)n X, est non vide. o
o )

3.3. - Autre exemple d’aire balayée bornée

R2n muni de la métrique euclidienne et de la forme symplectique cano-

On considere |
nique. On écrit IRZN = IRM X (IR")*. On considére la boule unité B de IR2" et les deux sous-
variétés lagrangiennes a bord, Dy = boule unité de IR et D, = boule unité de (IR")*. On s'inté-
resse aux isotopies hamiltoniennes f; de D] dans B, rel. 8D1 , laissant fixe le centre et telles

que, pour tout t, f,(D;) N Dy = {O} )

Alors, on déduit facilement de la proposition 3.1 que I’aire (symplectique) balayée

T
par un rayon est bornée. Je pense que dans ce cas la borne estz, valeur évidente pour n =1,

Remerciements. Je remercie Jean-Claude Sikorav pour la simplification importante qu’il a appor-

tée a ce travail.
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