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UNE CLASSE D’EQUATIONS CUBIQUES

Philippe Revoy (1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol VII, 1985, P 119 à 184

(1) Institut de Mathématiques, Université de Montpellier 11 - 34060 Montpellier Cédex,

Résume : Dans cette note, je montre par descente que certaines courbes elliptiques d’équation

X3 + Y3 + cZ3 = d XYZ n’ont pas de points rationnels non triviaux. Un certain nombre d’équa-
tions sont connues quand d n’est pas divisible par 3 ; ici la même technique est appliquée au cas

où d est multiple de 3.

Summary : : In this note, 1 show by a descent argument that some elliptic curves

X3 + Y3 + cZ3 = d XYZ have no non trivial rational points. Some cases were known with d

prime to 3 ; here, the same technique is applied when 3 divides d.

Le but de cette note est de montrer que certaines équations :

(1 ) X3 + Y3 + cZ3 - dXYZ = 0, c, d, entiers, n’ont qu’un nombre fini de solutions - en général
celles-ci vérifient XYZ = 0. Ces courbes furent d’abord étudiées par A. Hurwitz ([3]) qui montra

que l’équation aX3 + bY~ + cZ3 - dXYZ = 0 a en général une infinité de solutions si elle en

possède une. Ces résultats furent complétés par L. J. Mordell ([S] , [6]).

Seuls des cas particuliers avec a = b ont été complètement résolus, à savoir ceux où

a = b = 1 et (c,d)= (5,5), (1,1), (1,2) ([1 ] , [8], [9], [4] ). L.J. Mordell indique ([6] p. 131) la
méthode générale pour étudier (1 ), en particulier dans le cas d ~ 0 (3), et cela donne les cas cités
plus haut.
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Dans la première partie, nous montrons comment cette méthode dans le cas d = 0(3)
permet de résoudre complètement certaines de ces équations, les deux exemples les plus clairs

étant (c ; d) = (2,9) et (4,6). Dans la seconde partie, on indique comment un problème diophan-
tien se ramène à une équation de type (1 ). L’auteur remercie J .W.S. Cassels pour l’attention qu’il
a bien voulu porter à un manuscrit antérieur de l’auteur sur ce sujet.

L - Considérons l’équation :

Elle représente une courbe elliptique (C) dont le point 0 ( 1, -1, 0) est un point d’inflexion.

Dans les deux cas particuliers suivants (c,d1 ) _ (2,3) et (c,d1 ) _ (4,2), on peut montrer que (C)
n’a que deux points rationnels ; ces résultats sont des cas particuliers du résultat plus général
suivant :

THEOREME 1. Soit 8 un entier impair, p un nombre premier impair congru à 2 modulo 3 et a et

b deux entiers positifs non divisables par 3 tels que: : 27b3 = 2a ± pb. Alors les équations (2)

n’ont que des solutions triviales dans A = Z[p] . .

On travaille dans A = Z[p] où p2 + p + 1 = 0 : c’est un anneau principal - euclidien

pour la norme - anneau des entiers de Q((-3~1~2). Dans A, 3 est le seul nombre premier ramifié ;
un nombre premier p congru à 1 modulo 3 se décompose dans A. Si p = 2(3), p reste premier
dans A. On considère un point de (C) à coordonnées dans A3 et on effectue la transformation

d’oy le système : = (d3 - c)z3, x + y + z 
= 

Pour en tirer une équation (2), on doit supposer que d~ - c n’a qu’un seul facteur
premier dans A. On suppose donc que I d3 - c = ~a où ~r G !N est congru à 2 modulo 3. On



u3
suppose que a  0(3) (c ne serait pas primaire) et on déduit de cela que Xi y1 =03C12 03C0y2,

zl 
= ou bien x1 = 03C1103C0ax32, Y1 avec 03C1103C1203C13 = 1, 03C1i racine cubique de

l’unité. Une congruence modulo 2 ou modulo (-3)3/2 suivant que c est pair ou non montre

que les pi sont égales. On est alors obligé de supposer que d~ ~ 0(3), d1= 3S. Dans les deux cas on
obtient une équation de type (2) : :

Si (c,di ) = (4,2), la descente s’arrête car 23- 4= 4 = C. Dans le cas général, on effectue à nouveau
la transformation précédente ; on obtient alors

car ~d3 - c) = c. Un raisonnement du même type redonne alors l ’équation (2) :

On doit avoir c = 7r et comme l’un des deux entiers df - c ou c est pair, on suppose que c’est c
de sorte que 7r’ = 2. Il est clair que le point (x4,y4,z4) a une hauteur 1 x4Y 4z41 inférieure ou égale
à |xyz|. La méthode de descente consiste à montrer tout d’abord que 1 xyz entraîne

que (x,y,z) est un point connu de (C), soit un des point d’inflexion, soit l’un des points (1,1,1)
si 3d~ = c + 2 soit le point (1,1,2) si 3d~ = 4c + 1 ([1 Ch. 10), puis que si I 2, on a

aussi |xyz|  2, ce qui achève de montrer que (2) n’a alors que des solutions triviales.

Donnons un aperçu des valeurs possibles pour 8 et a : si à = 1, a =1,2,4,5,7 donnent

des équations auxquelles ce résultat s’applique ; si à =-1, a = 1,5,13, si à = 3, a = 8,11... donnent

encore de telles équations. Dans beaucoup de cas b = 1 et il y a probablement une infinité de

possibilités pour 8 et a.

Il. - Nous considérons le problème diophantien suivant :

Soient 4 nombres rationnels r1, r2, r~ et r4 ; existe-t-il Si, s~, s3 et s4 dans Q tels que

E = 1; s. h = 1,2,3. Pars translation des r~, ~ on peut supposer que E i r. = 0 et on est ramené au
système diophantien :



qui définit une sextique dont un point rationnel est donné par le 4-uple initial On

pose alors X1 + X2 = u, X3 +X4=v, 
le système

Tenant compte de u + v = 0, on obtient

On a donc

On en déduit X2 et Y2 en fonction de u et on pose 2x = X + Y et 2y = X - Y, ce qui donne

On obtient l’équation diophantienne

où c = 3c1 . Inversement si x et y vérifie cette équation, on en déduit u, X et Y puis les Xi,
1 i4.

On pose maintenant x =- , , y = -, , d’où l’équation homogène c21Z6 = Z Z 1

revêtement à quatre feuillets de la courbe elliptique



Changeant les noms des variables, on a à résoudre le système

Si ci est sans facteurs carrés, on peut supposer X, Y, Z premiers dans leur ensemble ; le cas le plus
simple étant celui où Ci est premier. On a alors

ou bien

mais cela mène à la même équation :

Dans le cas particulier r1 
= 3, r2 = 1, r3 

= 

r4 
= -2, on obtient b = 18, c1 = 4, soit l’équation

qui se ramène à (2) en remplaçant w par -.
2

Dans le cas particulier r1 
= 0, r2 

= 2, r3 
= 

r4 = 1, on obtient b = 6, c~ 
= 2 d’où l’équation du

théorème 3. Dans le cas général la sextique obtenue est de genre > 1 et la conjecture de Mordell,
démontrée par Faltings, montre que le problème n’a qu’un nombre fini de solutions.
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