ANNALES DE LA FACULTE DES SCIENCES DE TOULOUSE

ALAIN BACHELOT

Convergence dans L (R""!) de la solution de I’équation
de Klein-Gordon vers celle de I’équation des ondes

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 5¢ série, tome 8, n° 1
(1986-1987), p. 37-60

<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1986-1987_5 8 _1_37_0>

© Université Paul Sabatier, 1986-1987, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de
Toulouse » (http:/picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

) \J UMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1986-1987_5_8_1_37_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol.VIII, n°1, 1986-1987

Convergence dans LP(R"*!) de la solution de
I’équation de Klein-Gordon vers celle de
I’équation des ondes

ALAIN Bacaerot (1)

RESUME. — On étudie la continuité de la solution de I’équation de Klein-
Gordon par rapport au paramétre de masse. En particulier on établit la
convergence dans LI(R¢ x R?) de la solution de ’équation inhomogéne de
Klein-Gordon vers la solution de 1’équation des ondes de mémes données
initiales, quand la masse tend vers 0; ce résultat permet de résoudre le
probléme inverse de diffusion pour 1’équation

Ou+4m?u= Z qr(z)|u|**u.
£>1

ABSTRACT.— We study the continuity of the solution of the Klein-Gordon
equation with respect to the mass. We prove the convergencein LI(R¢ xR7)
of the solution of the inhomogeneous Klein-Gordon equation to the solution
of the wave equation, with same initial data, when the masse tends to 0; we
use this result to solve the inverse scattering problem for the equation

Ou+ miu= Z qi(z)|u|?*u.
E>1

Introduction

Considérons une solution u™ de I’équation de Klein-Gordon (K.G.), de
massem > 0 :

(K.G)m ulf — Azu™ +m?u™ = f(t,z); € R™.

(1) Université de Bordeaux I, U.E.R. de Mathématiques et Informatique, Laboratoire
associé au C.N.R.S. 226, 351,cours de la Libération, 33405 Talence Cédex
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A. Bachelot

On montre facilement que si les données sont des distributions tempérées,
u™ converge faiblement dans S/(R™*!) vers la solution u° de P’équation :

(1) ug — Az u® = f(t,z),

avec les mémes données initiales quand m — 0. Peut-on espérer une
convergence plus forte? On sait que STRICHARTZ [13] a établi que pour
des données convenables u™ appartient 3 L¥' (R¢ x R2). On montre ici que
I’application m — u™ est continue & valeur L? (R; x R?). Ce résultat a été
établi dans un cas particulier dans [1]. La convergence de la solution u™ de
I’équation homogéne de Klein-Gordon est obtenue comme corollaire d’un
résultat plus général; dans le cas ou f =0, u™ s’écrit :

(2) w(t,z) = 7, (Fm(r,§)dum2), EER", TER,

ou .’r" désigne la transformée de Fourier réciproque, Fy, dépend des
donnees initiales, et oll du,2 est la distribution tempérée sur R**! portée
par la nappe {—72 + |£|2 + m? = 0} et définie par :

d¢
VmT+ [
Considérons & présent une forme quadratique Q non dégénérée sur R", et

pour r € R notons du, la distribution tempérée sur R", portée par la surface
{Q = r} et définie par :

(3) d[l.mz =

dzy...d
duy = aTy...0Tn—1 1

‘Bz,.|Q =r

Pour r, et r; dans R on note F(r,,r;) ’'adhérence vague de I’espace vectoriel
engendré par la famille (du,),,<r<r,. Dans la premiére partie on montre
que si f € LP(R") pour p convenable, et si T, est une suite vaguement
convergente dans F(r,,r), alors T, % f converge dans L’ (R"), p' conjugué
de p, ol @ désigne la transformée de Fourier d’une distribution tempérée u.
On obtient un résultat analogue pour T, * f. On en déduit un résultat
de continuité sur les traces de f: plus précisément si f, est une suite
convergente dans LP (R™) alors la suite des T, .f, , considérés comme mesures
sur R", converge vaguement. Dans la deuxiéme partie on étudie la continuité
par rapport & m des solutions élémentaires de (K.G.), considérés comme
opérateurs de convolution dans £(LP(R"*!), L* (R"*1)). On en déduit
avec les résultats de la premiére partie la convergence des solutions u™
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Convergence dans LP (R™+1)

de ’équation inhomogeéne de Klein-Gordon quand m — m,. Un résultat
analogue est obtenu pour les solutions 3 petites données de I’équation :

(5) uee — Azu +miu = q(t,z) |u|’u; z € R

Dans la troisi¢éme partie on applique la convergence des solutions de (K.G.)mm
dans L*(R*) quand m — 0 pour résoudre le probléme inverse de diffusion,
associé a I’équation :

(6) ugt — Azu+ miu = Z gk (z) |u|**u; z € R3.
E>1

Ceci généralise les résultats de [1] et [5] (voir aussi [4] [10] [11]). En
appendice, on étend les résultats de la premiére partie au cas ol r, = —o0,
si Q est la forme de Lorents z? + ... + z2_, — z2; F(—o0o,r;) est alors
remplacé par I’ensemble des mesures Lorentz-invariantes de support dans
{—o0 < Q < r;} vérifiant une condition de décroissance dans la direction
d’hyperbolicité.

§ I. Convergence de ﬁ, *f, T, * f, Ty.ﬁ,

Nous énongons les principaux résultats; on note (s,n — s) la signature de
Q@ qui se raméne & la forme :

(M Qz1,eszn) =2t + .+ 22— 82 — ... — 22,
THEOREME l.a.— Soit (T,),en une suite vaguement convergente dans
F(r,,r1) vers une mesure T quand v — +oo. Soit f dans LP(R"). Alors

la suite T, « f converge vers T« f dans LP'(R") quand v — oo, ot p et p/
vérifient : %4— # =1 et les conditions sutvantes :

1) si  0€[r,,r1] et 3<n alors p= -2t

n+2
(8) 2) si 0¢|[ro,r1] et s=n ou 0 alors p€ [1,%)]

3) st 0¢|[ro,r1] et s#n et0, alors pour n>3

pE [-,%;‘—2-,3—(;:{%1] et pour n =2 p€|1,6/5].

THEOREME 1.b.— Avec les notations du théoréme précédent, la suste
T, * f converge quand v — oo vers T * f dans LP’ (R™) sous les conditions
sutvantes :
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A. Bachelot

1) si 0€(ro,r1] et 3<n alors p= "5

0 2)si 0¢[ro,r1] et s=n ou 0, alors pe[ 1 ]
(9) 3) st 0¢ [ro,r1] et s#n et 0, alors pour n>3
pe[%l,%_l et pour n=2p€[%,2[.

STRICHARTZ [13] a montré que la convolution par dg, opére de LP(R™)
dans LP (R") si et seulement si la transformée de Fourier des éléments
de L?(R") admet une trace bien définie sur la nappe {Q = r} dans
L*({Q = r}, du,). On montre ici que si f € LP(R"), fdu, considérée
comme mesure sur R"*, tend vaguement vers fdu,o quand r — r,; plus
généralement le théoréme 1.a permet d’établir le résultat suivant :

THEOREME 2.— Soient (T,)ven une suite vaguement convergente vers
J dans F(r,,r1) quand v — oo et (f,)oen une suite convergente vers f
quand v — oo dans LP(R™). Alors sous la condition (8) la suite f, . T, est
bien définte et converge vaguement vers f T st v — oo.

Preuve des théorémes 1.a et 1.b. — Tout d’abord nous précisons quelques
notations; E(r,,r;) désigne Iespace vectoriel engendré par les mesures
(dptr)r,<r<r, dont F(ro,r1) est ’adhérence vague. On note ||.||, la norme
des espaces de Lebesgue LP,J,, K, désignent respectivement la fonction
gamma et les fonctions de Bessel classiques. Si X est un espace topologique
localement compact, on note K(X) I’ensemble des applications de X dans
C continues & support compact et K’(X) ’espace des mesures de Radon
sur X. Enfin, on note respectivement o et f les applications définies sur
F(ro,r1) et qui, & une mesure T de F(r,,r;), associent respectivement les
opérateurs de convolution définis par :

(10) Vi€ SRY)  oT)(f) =T+,

(11) B(T)(f) =T * f.

1l s’agit donc d’établir la continuité séquentielle de o et B de F(r,,r;) dans
L(L?(R™), L* (R")) muni de la topologie de la convergence simple. Nous
commengons par caractériser les éléments de F(r,,r1).

LEMME 1.— Toute mesure T de F(r,,r1) s’écrit de maniére unique sous
forme d’une intégrale vaguement convergente
1
(12) T= / dur dp(r)
To
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Convergence dans LP(R"11)

ot dp est une mesure sur [ro,r1]. L’application t — dp est un isomorphisme
topologique de f(ro,r1) sur l’espace K'([r,,r1]) des mesures de Radon sur
[ro,71] munis de leurs topologies vagues respectives.

Preuve du lemme 1. — Notons E; = {T = fr:‘ du, dp(r);dp €
K'([ro,71])}. Sachant que toute mesure de Radon sur [r,,r1] est vaguement
adhérente a I’espace engendré par les mesures de Dirac, et que I’application
r — du, est vaguement continue, on voit que :

E(ro,r1) C E1 C F(r,,71).

A présent supposons que f:‘ du, dp(r) = 0; on choisit ¢ un élément non
nul, positif, de K(R""!) et on pose :

9Q
oz,

X(I) = ‘P(l’l, oeey zn—l)

Pour tout f dans K ([royr1]) et tout prolongement f de f dans K (R),

'application f(Q(z)) x(z) appartient 3 K(R"). En notant < , >, le crochet
de dualité K’'(R"), K(R"), on a donc :

< /"1 du, dp(r), F(Q(z)) x(z) >=0.

En développant, il vient :

/ " <dur, x> f(r) dp(r) =0.

En remarquant que < du,,x > est une constante non nulle on en déduit
que dp = 0; si bien que l’application T' — dp existe et est une bijection
de E; sur K'([ro,71]). A présent, si T, = f:o‘ dpy dp”(r) est une suite
généralisée dans E; vaguement convergente vers T' dans F(r,,r1), la suite

~

< T.,f(Q(z))x(x) > est convergente pour tout f dans K([ro,r1]). De
P’égalité :

<T,, f(Q(z))x(z) >=< dur,x > / f(r)dp” (r)
To
on déduit que la suite dp” est vaguement convergente vers un élément dp

dans K'([r,,r1]). D’autre part, pour tout % dans K(R") I’application :
r =< du,, ) > est continue, si bien que :

< Ty, >3 / <dpy,p > dp(r).
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A. Bachelot

Ceci montre d’une part que E, est vaguement fermé et coincide donc avec
F(r,,r1), et d’autre part que 1’application T — dp est bicontinue. Q.E.D.

A présent, si T appartient & F(r,,r;) montrons que a(T') et 3(T) opérent -
de L?(R") dans L* (R"). Comme dans [13] on utilise I’interpolation com-
plexe. Plus précisément, on construit deux familles analytiques d’opérateurs
en posant :

ax(T). = (f";l h(2)7(Q — 2)% dp(r)) %,

(13)
B:AT). = (I} h(2)(@—n)3 dolr)) +.

ol dp est la mesure sur [r,,r;| associée & T par (12) et 7 designe la

transformée de Fourier; h(z) est une fonction holomorphe s’annulant conve-

nablement sur les entiers et demi-entiers négatifs pour que h(2)(Q —r)%

soit holomorphe en z 3 valeurs dans §'(R") :

h(z) =[(z+1)]71(z+2) sin[w(z + %)] si n impair >3

(14) h(z) =[C(z+1)]! (Z + %)(z + 1)~ !sin [W(z + %)]
si n pair >4
h(z) =[T(z+1)]7}(2 + 1) !sin[r(z + 1)] pour n = 2.

L’application r — h(2)(Q — r)% est alors continue pour tout z, & valeur
dans $'(R") si bien que les intégrales (13) convergent dans cet espace.
Enfin on vérifie par le calcul que si h vérifie (14), a;(T) et B,(T) sont
des familles anilytiques d’opérateurs sur D = {z € C,—"—;‘l <z< 0},
continues sur D et satisfaisant la condition de croissance admissible de
STEIN [8]. En remarquant que le résidu en 2 = —1 de (Q — r)% est
du,, et que —1 est zéro simple de h, on voit que a_i(T) et S_1(T)
coincident avec a(T) et §(T). Il suffit alors de montrer que, d’une part
aiy(T) et Biy(T) appartiennent respectivement & £L(L?(R"™)) et & L(L'(R"),
L*°(R")), et que d’autre part, a,(T) et B,(T) appartiennent respectivement
a L(L'Y(R™), L*(R™)), L(L?*(R™)) pour z vérifiant :

—2l<Rez <-%si0¢[r,,r1]etn>3
(15) Rez =-%si0€[ro,r]etn>3

-3 <Rez <-1s5i0¢(r,,r1]etn=2.

En appliquant le théoréme d’interpolation de Stein & z = —1, on en déduit
que o(T) et B(T) opérent de LP(R") dans LP (R"), pour p satisfaisant
respectivement (8) et (9).
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Convergence dans LP(R"+1)

Tout d’abord, par 1’égalité de Plancherel on a :

2

ey (T) f1l2 = H?( / M7 (@ - r) dp(r)).f‘

et

[ @-r antr)

o

ey (T) fll2 < [R(y)] [1£1]2-

Comme pour tout z fixé 'application r — (Q(z) — r)% est universellement
mesurable, on a :

[ @=n ao)] < 1apl

hY
ou

dp|| désigne la masse totale de dp. On obtient donc :

(16) lleiy(T) fll2 < [R(5w)] lIdll 1| ]l2-

aiy(T) appartient ainsi & £(L?(R™)) et sa norme est une fonction de y de
croissance admissible.

D’autre part, le théoréme de Young montre que :

1B:4(T) oo < |

[ wis@-ni ao st
d’od
(17) 18:4(T) e < G ldol 111

Biy(T) opére donc de L!(R™) dans L®(R") et sa norme est une fonction
de y de croissance admissible. On établit de méme que :

o)l < || [ 2@)7(@ )% dot)]_ 715
d’ou
Jax(T)fllo < dol]_svp  [H(:)7(Q = e 11
et

18=(T) fl|z < H?(/ h(z)(qg —1)7)% dp(r)).f’

2
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d’ou

18:(T)fll2 < lldell  sup [[R(2)F(Q — )% loo [IF1]2-

re|ro,r1

Nous rappelons I’expression de h(2)#(Q — r)% ; tout d’abord pour r = 0
ona:

@) BEF@QD) = hE A e+ (24 ) 310

ou

n—s

(21) {}=e 0T (@ ig)rg - il

+z)1r (Q + 1,'0)_2”%.

Pour Re z = —%, h(z)7(Q%) appartient donc 3 L®(R") et sa norme est
une fonction de I m z de croissance admissible. A présent pour r >0Oon a:

(22)  A(2)F(Q — )% = h(2)T(z + 1)2°F3+1 25" £33 +2) ()

ol
1.1 .
(23) {}= sin <ﬂ> KzT.g(ler:) r%(z+§) T ral +,2,)
z) (rhohy Zein(z ¥ )7
ol
Ters(rtay — J_,_n(r¥Q3
24 = sin = M%—Sin z+n S r —2 2ST2Q+)'
> 2 1 L
?/ hahs )" pholy

Dans le cas ou r est négatif non nul on a :
(25) h(2)7(Q —1)5 = h(2)T(z + 1)2°+5+1 131 |r|§(§+z) {}

o

_ . n—s z+ 3 (l | Q+) 2(z+ ) ]rl%(z'*'%ﬂ'
{}_-sm(z+ - )7r b P g g

11

A,

ou

0 1= (11 252) 2D (o) Lslilialy
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Convergence dans LP (R"+1)

Des formules (22) et (27) on déduit que pour r #0 :

IR(z)7(Q = )illee < C(@)| = 5] (u=C+D) J_(oy 3y (@)oo
(28) DI g ()]l
Iz + 2)u DK g (4)]oo).

olt C(2) est une fonction positive de z de croissance admissible avec Imz,
et ol u décrit R*. D’aprés [13] le membre de droite de (28) est fini pour
—"T‘HSRezS—% pourn23etpour—%§Rez<—1pourn=2. On
en déduit que sup,¢i,, ,, [|h(2) F(Q — r)% ||oo est fini pour 2 vérifiant (15).
En interpolant (16) et (18) d’une part et (17) et (19) d’autre part, on voit
que a_1(T) et B—1(T) opérent de LP(R") dans L? (R") pour p vérifiant
(8) et (9).

Etudions a présent la continuité de a et 8. Considérons une suite T,
vaguement convergente vers 0 dans F(r,,r;); la suite dp” associée & T,
par (12) converge vaguement vers 0 dans K'([r,,r1]). D’autre part pour
fEDR™) ona:

r

B(T.)f = l (du, * f) dp”(r).

To

Donc pour g dans D(R") on a :

@) [@)).ode= / [ [, - f).gdx] a9 (r)

@ [ od= [ [ [ e+ 1 .gdx} dp* (7).

o

Supposons & présent que les applications r — 2;, x fetr—du x f
soient continues de [ro, 7] dans L”(R"), pour p vérifiant respectivement (8)
et (9). Considérons A = {r — [ (du, * f) . g dz;|g|l, = 1;p vérifiant 8)}
et B={r — [ (du, * f).g dz|gll, = 1;p vérifiant (9)}. D’apres le
théoréme d’Ascoli, A et B sont alors relativement compacts dans K ([r,,71]).
Le théoréme de Banach-Steinhaus montre alors que les intégrales (29) et (30)
convergent vers 0 quand v — oo, uniformément par rapport & g dans D(R")
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vérifiant ||g||[, = 1. On en déduit que, pour f dans D(R"™), ||(T)f||p
et ||B(T,)f|l, tendent vers 0 quand v — +o0, pour p satisfaisant (8)
et (9). D’autre part, d’aprés le théoréme de Mackey, la suite ||d p*|| est
bornée; si bien que, d’aprés (16) (17) (18) (19), les suites ay(Ty) et Biy(T)
sont respectivement bornées dans £(LZ(R"™)) et L(L*(R"), L®(R")), et les
suites a,(T,) et B:(T,) sont respectivement bornées pour z vérifiant (15)
dans L(L'(R"™), L*(R")) et L(L?*(R")). Par interpolation on en déduit
que les suites o(T},) et B(T,) sont bornées dans L(L?P(R"™), L* (R™)) pour p
vérifiant respectivement (8) et (9), et donc que, pour tout f dans LP(R"),
o(T,)f et B(T,)f convergent vers 0 dans L? (R"). L’étude de la continuité
de a et B est donc ramenée i ’étude de la continuité des applications
r — 2;7, * fetr — du, * f & valeur dans L"’(R"), ol f appartient
4 D(R"); de plus, les remarques précédentes montrent qu’il suffit d’établir
que : ||aiy(dp, —dp,)fll2 = Osir’ — ret ||Bz(dur —du,)fllz = Osir’ —r
pour z vérifiant (15). :

Tout d’abord par ’égalité de Plancherel on a :
leiy (diarr = dar) fll2 = 1(G)] 1@ — V¥ = (@ = Y] -

Or, pour presque tout £ dans R" on a :
Q@) -m¥-QE) -nN¥—-0 ' —r

On conclut par le théoréme de convergence dominée, ce qui achéve la preuve
du théoréme 1-a. De méme pour f dans D(R") on a:

(31) 182 (dprs — dar) flla = [I1(2) [F(Q = )% = F(Q = )31 fll2.

Les formules (22) & (27) montrent que si 0 ¢ [r,,71], alors pour tout z dans
R"™ (et z vérifiant (15)) :

(32) () [F(Q—1")5 —F(Q-1)3](z) 0, r' = r, pour r et r' € [ro,71]

et
sup ||A(2)F(Q — )3 ]leo < +o0.
r€lro,r1)
Le théoréme de convergence dominée montre que (31) tend vers 0 quand
r — r' et le théoréme 1-b est établi dans le cas ot 0 ¢ [r,,7;]. Dans le cas
_n

ol r = 0 on n’a plus (32) pour Re z = —3, car il reste un terme oscillant;
nous écrivons alors différemment h(2)¥(Q —r)%.Sir #0ona:

(33) h)F(@ — )% = h(2)23 2 7371 T(z + 1) %.{ }
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\

ou

{(y=eiC

ANQ - i 073 (Ir]3(@ —i 0)%)FF

Kyis [r]3(@ -1 0)3] - &3 +’>"(Q+i0)*z*‘z‘(lrl%
(Q—i0)¥)3+* Ko [lr|5(Q + 4 0)4].

Pour comparer (33) & (20) quand r — O il faut étudier u*K)(u) quand
u — 0. On rappelle le développement en série de j)(z) et I’expression de

ka(z) :

()2m
Z(_ m! TA+m+1)’

m=0

[e3™F J_x(iz) — e~ 3™ J, (i2)];

Kx(2) = 2sinwA

on obtient le développement de 2* K (2) :

A ( 1 2>
Ka(2) 2sm7n\ Z <I.‘(—)\+m+1)

92— ,2)
- m) '
On en déduit que pour Re A > —1
T s w2
2sinmA '(A+1)

u? K,\(u)—%Z’\ r(\)+ —0siu— 07,

On applique ce résultat aux formules (33) et (20) et il vient que pour
Re z > —3 — 1 la quantité

hz) [7(Q - 1% — Q)]+ () ™

tend vers O pour tout z dans R™ quand r — 0, [3 désignant la fonction

F(z+1) sinw(252 +2)

h(z) = —h(z)n? F(z+1+%) sinw(z+ %) °

De plus, (20) et (33) montrent que la famille indexée par r des fonctions
(34) est bornée dans L°(R") quand r — 0 pour Re z = —2. Le théoréme
de convergence dominée assure alors que

(35) ”ﬂ—§+iy (dpr — duo) f + %(—% +1y) |r|* —0sir—0.
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De plus, comme f € D(R™) on a I’estimation suivante pour Re z =0 :

(6)  sup Baldur = duo)f + (i) [r[3+ Flleo < +oo.
r—
Par interpolation on en déduit que pour z=—-1,p= "y et n >3

-0, r—0
pl

”ﬂ—l(dur _dua)f +7’1(—1) |T|%_1 f

donc

”ﬂ—l(dﬂr - dﬂo)f'lp' —0,r—=0p= ; n2>3.

n—1
Ceci achéve la preuve du théoréme 1-b. Q.E.D.

Preuve du théoréme 2. — Pour ¢ dans K(R") et f dans L"(R") P
vérifiant (8), on a

(37) [ o= 0.0+ Gipe

ot f(z) = f(—xz). D’apres le théoréme 1-a, application r — f o E;\z, est
continue de [ro,r;] dans LP (R™) si bien que les expressions (37) sont des
fonctions continues de r. Si T' est un élément de F(r,,r;1) s’écrivant selon
(12) on peut ainsi définir la mesure f. T en posant

<f.T,so>=/r'l (/so-fdur)dﬂ(f)

(]

c’est-a-dire
(38) F.T= / " (F . dun)de(r)

cette intégrale convergeant vaguement. Montrons & présent que si T, con-
verge vaguement vers T dans F(ro,r1) et fo converge vers f dans LP(R"™)
quand v — oo, f, . T, converge vaguement vers f.T.Pour ¢ dans K(R")
on pose

00)= [ v F du.
On vient de voir que 8, appartient & K([r,,71]) et on a les estimations :

~

16,(0)] < llelloo- ||Lsuppe fv )

L2 ({Q=r},dp,)

L2 ({Q=r},du,)

— 48 —



Convergence dans LP(R™11)

1 1

fo * du,

»

2
<

L*({Q=r},du,)

Dans la preuve du théoréme 1-a on a montré que la famille d’opérateurs

dp, *, 1, <1 <r, est bornée dans L(LP(R"), L” (R")). On a donc

f fv

p

pl

(39) sup sup ||6,(r)]| <C sup olleo [|fullp < +o0.
veEN vEN

'G['o 181

D’autre part, le théoréme 1-a assure que ’application r — d/ﬁ, * est
continue de [ro,r;] dans £(LP(R"), L (R")) muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les précompacts de LP(R"); on en déduit
que la suite 8, est équicontinue dans K([r,,r1[) et donc par le théoréme
d’Ascoli qu’elle forme un précompact de K([r,,71]). La suite 8, converge
donc uniformément dans K([r,,r1]) vers Papplication 8 définie par

(40) o) = [ o Faur.

Sachant que

<f.T, <p>=/l 0,(r) dp*(r)

ol dp” est la suite vaguement convergente dans K’([r,,r1]) associée & T,
par (12) on en déduit que

<f;,.T.,, go>—-><f.T, >, v — +oo.
Ceci achéve la preuve du théoréme 2. Q.E.D.
§ II. Convergence de la solution de I’équation
de Klein-Gordon quand m — m,

On désigne respectivement par E} * et E,. * les opérateurs de convolu-
tion dont le noyau est la solution élémentaire dans le céne avenir, respec-
tivement passé, de 1’équation de Klein-Gordon de masse m > 0, ou, pour
m = 0, de I’équation des ondes. Le noyau EE de ces opérateurs s’exprime
en fonction de la forme quadratique de Lorentz :

(41) Q(t,z) =t* —|z|%, z€R",
(42)
n+1 1

EX =27"F 7=%+3 m" (1 £ sgnt) P.f. [(in)l—%‘ Jl_nT-H(mQ_%_)
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ou P.f. désigne la partie finie de Hadamard et sgnt le signe de t. STRICHARTZ
[12] a établi que EZL * opére de LP(R™+!) dans LP' (R™*!) pour p conven-
able, p’ conjugué de p. Nous énongons tout d’abord le résultat de continuité
par rapport & m de ces opérateurs.

PROPOSITION 1.— Soit f dans LP(R™+1).

1) Si m, est un réel strictement positif et st m tend ves m, en restant
distinct de 0, EX * f tend vers E,ﬁo % f dans L¥ (R™1) pour %+ % =1
et p vérifiant

(43) 2281 <p<222 etn>2
1<p<6/5 etn=1

2) Si m tend vers 0, EX x f tend vers E* « f dans )74 (R™*+1) pour
% + }% =1 et p vérifiant

n+1
n

(44) p=2 etn>2.

On en déduit la continuité par rapport & m de la solution ©™ du probléme
de Cauchy suivant :

ul? — Ay u™ + m*u™ = f(t,z), 0<m, z€R"

(45)
u™(0,z) = uo(z), u*(0,z) = us(z).

THEOREME 3.— Soit u™ la solution de (45). Alors u™ converge vers
u™ quand m tend vers m,, dans L"'(R"H), p' conjugué de p sous les
conditions sutvantes :

1) Si m, est non nul et st m reste non nul alors p et n vérifient (43) et
les données de Cauchy satisfont

(46) U, € H%(Rn), u; € H_%(R”), fe LP(RYL+1);

2) Si m, est nul alors p et n vérifient (44) et les données de Cauchy
satisfont

47)  woe HERM), |&7F @1(¢) € L*R™), f e LP(R™).
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On établit un résultat analogue pour la solution de ’équation non linéaire
de Klein-Gordon & petites données

(48) {u;’t‘—Az u™ 4+ m2u™ = q(t,z) [u™|? v™, 0 < m, z€R3;
(

™(0,z) = uo(z), ui*(0,z) = ui(z).

THEOREME 4.— Soit ¢ dans L°(R*). Il eziste p > 0 tel que la solution
m de (48) tend vers u™ si m — m,, dans L*(R*) sous les conditions
sutvantes :

1) m, est non nul et m reste non nul et les données de Cauchy vérifient :
(49) ”uOHHi-(Rs) + ||“1”H—=}(Ra) <p
2) m, =0 et les données de Cauchy vérifient :

(50) Ilu"”H&(Rs) + ”'fl_% ‘Tl(e)HZ < p

Preuve de la proposition 1. — Considérons comme dans [12] la famille
analytique d’opérateurs définie par :

Tref = h(z) lim 77Y(Q +0® +m® — 2i07)* f{(r,£)]
o—
ol Q(r, €) est la forme quadratique de Lorentz

(51) Q(r, &) =—-r*+|¢|*, ¢€R", TER,

et ¥~! désigne la transformée de Fourier réciproque; h(z) est une fonction
holomorphe telle que TZ ;. soit une famille analytique de croissance admis-
sible et pour 2 = —1:

T,: =E%

Pour Re z = 0 le théoréme de convergence dominée montre que T‘y tend
simplement vers T‘y dans L(L?(R"*1)) quand m — m,. D’autre part,

TZ: est un opera.teur de convolution donné par :

_m_z(mQ )
(mQ )+n+l

= (1 + sgnt)2™F ~% g1~ 5 p(z)m22+n+1
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On en déduit que la famille TZ , reste bornée dans £(L*(R"*!), L°(R"+1))

quandm—»mopour—%—-ISRezS—"—'{ietn220u—%SRez<-—1
et n = 1 dans le cas ol m et m, sont non nuls, et pour Re z = —"T‘H et

n > 2 si m, est nul. Le résultat suit par interpolation. Q.E.D.

Preuve du théoréme 3. — Soit [u, M| Pintervalle réel que décrit la masse
m. D’aprés [12] la famille, indexée par m € [u, M|, d’applications linéaires &
valeurs dans L’ (R™*+1), qui, & (u,,u1, f) associent u™, est bornée. Il suffit
donc de considérer le cas ou U, et U; sont C*® 3 support inclus dans un
compact K de R" disjoint de 'origine. Il existe alors une fonction x(r, £)
dans D(R"*!) égale & 1 sur ’ensemble {(r,£¢)/¢ € K et u2 < 72 — |¢]Z <

M?} et de support disjoint de ’origine; pour u < m < M, u™ sécrit :
P

2

um = f—(l(\/mz TTER ©0(€) + 1 sgn(r) (&) x(r, s)) o F N (dpma) +
(52) |

+ B 4 (1—s2gn(t)>f+E; . (1—s2gn(t)>f

ot du,,2 est la mesure (3) associée & la forme de Lorentz (51) et portée par
la nappe —72 4 [¢|2 + m? = 0. On remarque que grice aux hypothéses sur
o et uy, F1(1 (vV/m? +[€[20,(€) + 1 sgn(r)@1(€)) x(r, €)) converge dans
S(R™*1) donc dans LP(R™*!) quand m — m,. En appliquant le théoréme
1-a et la proposition 1 on en déduit que u™ converge dans LP’ (R™*1) vers
u™e sim — m,. Q.E.D.

Preuve du théoréme 4. — On note T, Popérateur défini par:

Ve SR Tnf = B + (FE20) s g o (2222,

D’aprés la proposition 1, T}, est bornée dans £(L*/3(R*), L4(R*)) quand
m tend vers m, et tend simplement dans cet espace vers Ty, . A présent
remarquons que pour résoudre (48) il suffit de résoudre I’équation

(53) v =ul + T,,.(q|u"‘|2 u™),

ou u}* désigne la solution de ’équation linéaire de Klein-Gordon, de masse
m, de données initiales u,, uy. Or, lapplication v — u™ + Tp(q|u|?u)
est clairement contractante sur un voisinage de lorigine de L*(R*),
indépendant de m au voisinage de m,; on en déduit que si ||u7||4 est assez
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petit, (53) admet une solution unique dans L*(R*); pour cela, il suffit que
les conditions du théoréme 4 soient vérifiées.

A présent, évaluons ||u™ — u™e||4 :

lu™ = u™ls < lug* — uiella + | Tm(g(u™* w™ = [u™[* u™)]la+

+ (T = Tom, ) (glu™1* w™ )l
dod
lu™ — w™llq < Jlug’ —ugella+ Cllu™ — u™ (™I + [lw™ 1)+

+ (T = Tom, ) (glu™|* 6™l

Or I’équation (53) est résolue dans la boule {u € L*(R*)| ||ulls+ < 2|u]*||4}
si bien que

C(lu™%+ lu™[12) < C 4(llug I3 + [l ]12)-

Il suffit alors de choisir p > O assez petit pour que cette quantité reste
inférieure & un nombre strictement inférieur & 1 quand m tend vers m,; on
obtient alors

[u™ = u™ lla < C'(Jug* — ug[la + |(Tm = Tm, ) (gle™|* w™)4

on conclut en appliquant le théoréme 3 et la proposition 1. Q.E.D.

§ III. Probléme inverse de diffusion non linéaire

Soit ’équation non linéaire de Klein-Gordon

(54) utt — Agu + m?u = ¢(z) |u|®u; ze€RE

Dans le cas ot ¢ appartient & W1:°°(R2) Dl’existence de ’opérateur de
diffusion S est établie dans [9] pour des solutions u_ de I’équation libre
de Klein-Gordon de petite énergie; plus précisément il existe p > O tel que
pour toute solution u_ de 1’équation

(55) ugg — Azu +mPfu=0; zecR3

vérifiant
lu—lle <p
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1
lu-tE =3 [ (Vucl+ a4 fu oo
il existe une solution u de (54) et une solution u; de (55) vérifiant

(56) lu(t) — us(t)|le = O, t — Loo.

L’opérateur de diffusion S est alors défini par Su_ = u,. Dans le cas ol
g est une constante négative, S est défini pour toute solution libre d’énergie
finie [2]. Le probléme inverse de diffusion consiste & déterminer ¢ & partir de
S. Le cas oll ¢ est une constante est traité par MORAWETZ et STRAUSS [5]
(voir aussi [4]{11][12]). Dans le cas analogue de I’équation de Schroedinger
us + 1Au = iq(z)|u|?u, ces auteurs montrent en utilisant I'invariance par
changement d’échelle de I’équation linéaire que, pour toute solution libre

p, S détermine
T
// gz, + X) lo(t, z)|*dt.dz.

On en déduit la valeur de g¢(z,) en faisant tendre A vers l'infini. Dans le
cas de I’équation de Klein-Gordon, la difficulté vient du fait que ’équation
(65) n’est pas invariante par dilatation. Néanmoins reprenant la technique
de Morawetz et Strauss, nous montrons que S détermine

// q(zo + ;) loa(t, z)|*dt.dz

ol @) est solution de ’équation :
m,2
dpr— Awpr+ () 0r =0.

Le point crucial est alors la convergence de ) dans L*(R*) quand X tend
vers ’infini qui est assurée par le théoréme 3.

THEOREME 5.— Soit ¢ un élément de W1 (R3). Alors l'opérateur S
associé & I’équation (54) détermine le potentiel d’interaction q.

En fait, la connaissance de S pour des solution u_ de (55) & données
initiales trés réguliéres et petites, suffit pour calculer explicitement g. On
obtient un résultat analogue dans le cas d’une perturbation analytique
impaire. Considérons donc une suite gzx+1 d’éléments de W2°(R3); on
lui associe une équation non linéaire de Klein-Gordon :

(57) ugt — Agu + miu = E gzk+1 |u**u, z €R3
k>1
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On définit un espace fonctionnel £ = {u € §'(R*); |lu[lz < +oo} ol
est donnée par :

iz

Vu € S(RY) [lullg = sup (1 + [£)*[lu(®)]|3 + sup (I[(m* + |¢*)a(e) [+
teR teR
+[1(m® + €)% @(2)13)-
On montre alors (voir [7] et aussi [6]) que si la suite g2x+1 est bornée dans
W22 (R3), il existe p > O tel que si u_ est une solution de (55) vérifiant

lu—]lz < p, il existe une solution u de (57) et une solution u de (55) telles
que (56) soit satisfait.

THEOREME 6.— Soit gar4+1 une suste bornée dans WH(R). Alors
Popérateur de diffusion S associé a I’équation non linéasre de Klein-Gordon
(57) détermine la suite gax+1.

Preuve du théoréme 6. — Si u_ et v_ sont deux solutions de (55) de
norme || ||z assez petite et si u et v sont les solutions de (57) dans &
associées & u_ et v_ et vérifiant (56), on démontre comme dans [4] que :
(58)

W(Su_,Sv_) —W(u_,v_) = // Z g2r+1(z) w.(|u|?* — |v|?*)dz dt,

k>1

ol W est le wronskien donné par :
W(u,v) = /(u Uy — us v)dz.

Soit ¢ une solution de (55) dans I et posons pour € > 0 assez petit,
u_ = 2€p, v_. = €p.

LEMME 2.— Pour € > 0 assez petit, on a
W(S(2ep), S(ep)) —28W(p,0) = Y €"Qn
n>4
0= =2) [[ i@ ot 2)I" do it + @,

ot Q;, ne dépend que de Y, ¢n_2, qn—3,..., 41, Qo; On @ posé : q; = O,
a2k =0, k >0.
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Preuve du lemme 2. — Les solutions u et v de (57) associées & 2ep et ep
vérifient :

(59) {u(t) =2ep(t) + [1, Blt—5) * Tpsy qars1 [u(s)|* uls) ds
o) =ept) + [l R(E—5) * Tisy doksr Ju(s)]?* v(s) ds

olt R(.) est la fonction de Riemann de (55). On résoud (59) par la méthode
de Picard dans I pour € assez petit. En remarquant que ¥ est une algébre,
on voit que si fe est une fonction analytique de € pour |¢| < p, & valeur dans
3, nulle pour € = 0, alors la fonction

(60) Rfe= / R(t—s) * Y gaksr |fe(s)]** fe(s) ds

—o k>1

est analytique en ¢, & valeur dans X, pourvu que p = O soit assez petit; les
itérés de Picard, résolvant (59), sont donc analytiques en € et convergent uni-
formément par rapport A € assez petit, si bien que u et v sont analytiques en
€ a valeur dans X. En remplagant u et v dans (58) par leurs développements
en série autour de € = 0, on en déduit que W (S (2ep), S(ep)) — 2¢2W (p, )
admet un développement en série de la forme ), €* Qn. A présent, on
remarque que le terme en ¢" dans (58) provient des termes :

// g2r+1 v (|u|?* — |[v|?*)dz dt, 2k +2 < n.

Sachant que u et v s’écrivent :

v= Z R™(ep)

m=0

ou R est défini par (60), on voit que le terme en €™ s’écrit :
Q" = // an—1(2€p)(ep) (|2ep|)" 2 — |ew|~2)dz dt +

+ " Q:L(SO’ Qoy q1y+eey qn—2)

avec la convention ¢; =0, g3 =0, k > 0. Q.E.D.
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Connaissant S et sachant que Q, = Q; = Q2 = @3 = 0, les @, sont
déterminés de proche en proche, par la formule :

n—1
n= lir% e" [W(S(Ze),S(ego)) —262W (p, ) — E eka].
= k=0

Soient & présent z, dans R3, A > 0 et g dans S(R3) tel que g appartienne
a3 D(R® — {0}). On note p) la solution de (55) de données initiales
©(0,z) =0, p3,(0,z) = Ag(A(z — ,)). S détermine Q,(A) donné par :

Qn(d) = 2" - 2) / / dno1(2) o (7)™ dz dt + Q1 (02r dorers Gn-2).

Par le changement de variable 2’ = A(z—z,), t' = Atet uy(t',z') = pa(t, 2);
on voit que S détermine

xl
@ - [ nes (@04 5) loals )" ' '+ Q02,0 n2)

Supposant connus ¢,,...,qn—2, on peut donc calculer, connaissant S, les
quantités :

’
(61) // gn—1 (zo + %) lua(t', )| dt’ dz’, q > 4.

On remarque que u) est solution de :

{uz\,l,l - Az‘ u) + (%) uy =20

D’aprés le théoréme 3, u) converge quand A — +oo, dans L*(R*) vers u®

solution de :
Yooy — Azt =0
%oo(0,2') =0, oo, (0,2') = g(z').

Pour passer a la limite dans (61) et obtenir ainsi gn—1(z,) il suffit donc de
montrer que :

(62) sup  ||ua]loo < +o0.

A—+oc0

Pour cela on utilise I’inégalité de Sobolev
lur®lleo < CIVur@IZ™ lur (I
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Par la conservation de ’énergie, on a

S [ 1¢17* 4l

@l < (5 +16) 4 9

IVur(®)llz < llgll2-
De plus, par I’inégalité de Holder et une injection de Sobolev, on a :

1 L 1
lua@lle < flua@lig lua@ll3 < ClIVer@l3 lual®)l3
on obtient alors : . .
lua@®)lle < Cligllz Il 1€17" gll3

et de méme . .
IVur(®)lla < C| 1€]3115 llgll3

on en déduit que :

1 -] ok
Ve R, VA >0 |lua(t)lloo < CllgllZ Il €1 151 161" G113

cela prouve (62) et achéve la preuve du théoréme 6.

Remarque.— Dans le procédé itératif qui permet la détermination de la
suite g2x41, On a, en particulier, la formule suivante qui donne g3 et qui est
naturellement valable sous les hypothéses du théoréme 5 :

(63)

-1
g3(zo) = [/ |uoo|*dt d.’c] lim X* lix%% (W (S(2ep1), S(epr))—

A—+o00
262W (0, 01)]-
Appendice
Il est possible d’étendre les résultats de la premiére partie au cas ol
ro = —00, si @ est la forme de Lorentz
(64) Qz) =z+...+2i_, — 2.

Dans ce cas F(ro,r1) coincide avec I’ensemble des mesures Lorentz-
invariantes dont le support est inclus dans {r, < @ < r1}, et ne chargeant
par lorigine (voir METHEE [3] pour ’étude systématique des distributions
Lorentz-invariantes et aussi [6] dans le cas des mesures). Il faut de plus
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se restreindre & un sous-espace de F(—oo,r;) en ajoutant une condition de
décroissance de la mesure dans la direction d’hyperbolicité, qui exprime que
la mesure T s’écrit, de fagon analogue & (12) sous la forme :

r1
(65) T= / du, dp(r)

— 00
ol dp est une mesure bornée sur [-oo,r;|. Cette condition sur dp permet
d’étendre aisément les preuves des théorémes 1-a, 1-b et 2. Pour caractériser
ces mesures, & tout ouvert relativement compact 2 de R®™! on associe
Pespace Eq défini par :

Eq={f € C°(R")|suppf C A x R, (1 +|z.|)7'f € C(R")}

ol C2(R™) désigne I’espace des fonctions continues sur R™, nulles & I’infini.
Eq est un espace de Banach, admettant K(Q2 x R,,) comme sous-espace
dense, pour la norme || ||q

Iflla = I(1 + zn]) 7 fllco-

On choisit une suite croissante {1 d’ouverts relativement compacts, recou-
vrant R"~! et on pose
E=|]J Eq,.
k>1

On voit facilement que K(R") est dense dans E muni de la topologie limite
inductive stricte de Eq,, si bien que le dual topologique E’ de E est un
espace de mesures. Pour r; < 0 on note F(ry) le sous-espace de E’ des
mesures Lorentz-invariantes, de support dans {z? + ...+ z2_, —zZ <r} et
ne chargeant par I'origine. On montre que F(r;) coincide avec ’espace des
mesures vérifiant (65) (et ||dp|| < o) et que ’application T' — dp est un
isomorphisme topologique de F(r;) muni de la topologie faible de E’ sur
I’espace des mesures bornées sur [—oo,r;] muni de la topologie duale faible.
On obtient alors le résultat suivant :

THEOREME 7.— Dans le cas ot Q est la forme de Lorentz (61), les
énoncés des théorémes 1-a, 1-b et 2, demeurent valables, st on remplace
F(ro,r1) par F(ry), et r, par —oo.
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