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Convergence dans Lp(Rn+1) de la solution de
l’équation de Klein-Gordon vers celle de

l’équation des ondes

ALAIN BACHELOT (1)

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VIII, n01, 1986-1987

RÉSUMÉ. - On étudie la continuité de la solution de l’équation de Klein-
Gordon par rapport au paramètre de masse. En particulier on établit la
convergence dans Lq (Rt x de la solution de l’équation inhomogène de
Klein-Gordon vers la solution de l’équation des ondes de mêmes données
initiales, quand la masse tend vers 0; ce résultat permet de résoudre le
problème inverse de diffusion pour l’équation

ABSTRACT.- We study the continuity of the solution of the Klein-Gordon
équation with respect to the mass. We prove the convergence in Lq (Rt x )
of the solution of the inhomogeneous Klein-Gordon équation to the solution
of the wave équation, with same initial data, when the masse tends to 0; we
use this result to solve the inverse scattering problem for the equation

Introduction

Considérons une solution um de l’équation de Klein-Gordon (K.G.) m de
masse m > 0 :
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associé au C.N.R.S. 226, 351,cours de la Libération, 33405 Talence Cédex



On montre facilement que si les données sont des distributions tempérées,
um converge faiblement dans vers la solution u° de l’équation :

avec les mêmes données initiales quand m --~ 0. Peut-on espérer une

convergence plus forte ? On sait que STRICHARTZ [13] a établi que pour
des données convenables u"~ appartient à Lp~ (Rt X Rz ) . On montre ici que
l’application m --~ um est continue à valeur LP’ (Rt x Rz }. Ce résultat a été
établi dans un cas particulier dans [1]. La convergence de la solution de

l’équation homogène de Klein-Gordon est obtenue comme corollaire d’un
résultat plus général; dans le cas où f = 0, s’écrit :

où ~T~~ désigne la transformée de Fourier réciproque, Fm dépend des
données initiales, et où est la distribution tempérée sur portée
par la nappe ~ -T2 + ~ ~ ( Z + m2 = 0} et définie par :

. Considérons à présent une forme quadratique C~ non dégénérée sur Rn, et

pour r E R notons la distribution tempérée sur Rn, portée par la surface

~Q = r} et définie par :

Pour ro et ri dans R on note F(ro, ri) l’adhérence vague de l’espace vectoriel
engendré par la famille . Dans la première partie on montre

que si f E LP(Rn) pour p convenable, et si Tv est une suite vaguement
convergente dans .F(ro, ri), alors 03BD * f converge dans Lp’ (Rn), p’ conjugué
de p, où û désigne la transformée de Fourier d’une distribution tempérée u.
On obtient un résultat analogue pour Tv * f. . On en déduit un résultat
de continuité sur les traces de 1 : : plus précisément si f v est une suite

convergente dans alors la suite des Tv. f v, considérés comme mesures
sur Rn, converge vaguement. Dans la deuxième partie on étudie la continuité

par rapport à m des solutions élémentaires de (K.G.)m considérés comme
opérateurs de convolution dans On en déduit

avec les résultats de la première partie la convergence des solutions um



de l’équation inhomogène de Klein-Gordon quand m -~ mo. Un résultat
analogue est obtenu pour les solutions à petites données de l’équation :

Dans la troisième partie on applique la convergence des solutions de (K.G.)m
dans ~4 (R.4~ quand m - 0 pour résoudre le problème inverse de diffusion,
associé à l’équation :

Ceci généralise les résultats de [1] et [5] (voir aussi [4] [10] [11]). En
appendice, on étend les résultats de la première partie au cas où ro = -oo,
si Q est la forme de Lorents x~ + ... + F(-oo, ri ) est alors

remplacé par l’ensemble des mesures Lorentz-invariantes de support dans
vérifiant une condition de décroissance dans la direction

d’hyperbolicité.

Nous énonçons les principaux résultats ; on note (s, n - s) la signature de
Q qui se ramène à la forme :

THÉORÈME 1.a.- Soit (T")YEN une suite vaguement convergente dans
F(ro,rl) vers une mesure T quand L -~ Soit f dans Alors
la suite Tv * f converge vers T * f dans quand v - oo, où p et p~
vérifient : p + p, - 1 et les conditions suivantes :

THÉORÈME 1.b. - Avec les notations du théorème précédent, la suite
Tv * f converge quand v - oo vers T * f dans Lp~ sous les conditions
suivantes :



STRICHARTZ [13] a montré que la convolution par opère de LP(Rn)
dans Lp~ (Rn) si et seulement si la transformée de Fourier des éléments

de admet une trace bien définie sur la nappe ~~ = r} dans
L2(~~ = r}, On montre ici que si f E considérée

comme mesure sur Rn, tend vaguement vers quand r --~ ro ; plus
généralement le théorème 1.a permet d’établir le résultat suivant : :

THÉORÈME 2. - Soient (T03BD)03BD~N une suite vaguement convergente vers
f dans F(ro, rl) quand v --~ oo et ( fv)YEN une suite convergente vers f
quand 1/ --~ oo dans . Alors sous la condition ~8~ la suite f ~ . Tv est
bien définie et converge vaguement vers fi . T si v - oo.

Preuve des théorèmes 1.a et l.b. Tout d’abord nous précisons quelques
notations; E(ro, ri ) désigne l’espace vectoriel engendré par les mesures

dont F(ro, r1 ) est l’adhérence vague. On note la norme

des espaces de Lebesgue LP, Jz, Kz désignent respectivement la fonction
gamma et les fonctions de Bessel classiques. Si X est un espace topologique
localement compact, on note K (X) l’ensemble des applications de X dans
C continues à support compact et K’(X) l’espace des mesures de Radon
sur X. Enfin, on note respectivement a et ~3 les applications définies sur

F(ro, rx) et qui, à une mesure T de F(ro, ri), associent respectivement les
opérateurs de convolution définis par :

Il s’agit donc d’établir la continuité séquentielle de a et (3 de F(ro, ri) dans
muni de la topologie de la convergence simple. Nous

commençons par caractériser les éléments de F(ro, ri). .

LEMME 1. - Toute mesure T de F(ro, rl) s’écrit de manière unique sous
forme d’une intégrale vaguement convergente



où d p est une mesure sur [ro, ri] . L ’application t ---> dp est un isomorphisme
topologique de f(ro, ri) sur l’espace des mesures de Radon sur

[ro,ri] ~ munis de leurs topologies vagues respectives.

Preuve du lemme 1. 2014 Notons Ei = ~T = dp(r); dp G

Sachant que toute mesure de Radon sur [ro,ri] est vaguement
adhérente à l’espace engendré par les mesures de Dirac, et que l’application
r --~ est vaguement continue, on voit que :

A présent supposons que dp(r) = 0 ; on choisit un élément non
nul, positif, de K (Rn-1 ~ et on pose :

Pour tout f dans et tout prolongement / de f dans K(R),
l’application appartient à En notant  , >, le crochet
de dualité on a donc :

En développant, il vient :

En remarquant que  > est une constante non nulle on en déduit

que d/? = 0; si bien que l’application T 2014~ d~ existe et est une bijection
de Ei sur A présent, si T03BD == est une suite

généralisée dans E1 vaguement convergente vers T dans la. suite
 > est convergente pour tout / dans De

l’égalité :

on déduit que la suite dp" est vaguement convergente vers un élément dp
dans . D’autre part, pour tout Ç dans l’application :
r -->  > est continue, si bien que :



Ceci montre d’une part que Ei est vaguement fermé et coïncide donc avec

F(ro, ri), et d’autre part que l’application T - dp est bicontinue. Q.E.D.
A présent, si T appartient à F(ro, ri) montrons que et ~3 (T ~ opèrent . :

de LP(Rn) dans Lp’ (Rn ) . Comme dans [13] on utilise l’interpolation com-
plexe. Plus précisément, on construit deux familles analytiques d’opérateurs
en posant :

où dp est la mesure sur ~ro, ri] associée à T par (12) et ~" designe la
transformée de Fourier; h(z) est une fonction holomorphe s’annulant conve-
nablement sur les entiers et demi-entiers négatifs pour que h(z) (f? - r)+
soit holomorphe en z à valeurs dans 5’(Rn) :

. L’application r -~ h (z) (C~ - r) + est alors continue pour tout z, à valeur
dans si bien que les intégrales (13) convergent dans cet espace.
Enfin on vérifie par le calcul que si h vérifie (14), az(T) et f3z(T) sont
des familles analytiques d’opérateurs sur D = { z E  z  0 ~ ,
continues sur D et satisfaisant la condition de croissance admissible de

STEIN [8]. En remarquant que le résidu en z = -1 de (Q - r)+ est

dp,r, et que -1 est zéro simple de h, on voit que et 

coïncident avec a (T ) et f3(T). . Il suffit alors de montrer que, d’une part

aiy (T ) et appartiennent respectivement à ,~ (LZ (Rn) ) et à (Rn ) ,
et que d’autre part, ax (T ) et appartiennent respectivement

à L°°(R’~)), pour z vérifiant :

En appliquant le théorème d’interpolation de Stein à z = on en déduit

que a (T ) et opèrent de dans Lp~ (R’~ ) , pour p satisfaisant
respectivement (8) et (9).



Tout d’abord, par l’égalité de Plancherel on a :

Comme pour tout ~ fixé l’application r 2014~ (Q(x) - r) + est universellement
mesurable, on a :

où désigne la masse totale de d p. On obtient donc :

a;y(T) appartient ainsi à ,~ (LZ (Rn ) ~ et sa norme est une fonction de y de
croissance admissible.

D’autre part, le théorème de Young montre que :

opère donc de Ll(RR) dans et sa norme est une fonction
de y de croissance admissible. On établit de même que :



Nous rappelons l’expression de ~(~).F(Q 2014 r)+; tout d’abord pour r = 0
ona:

Pour Re z = - 2 , appartient donc à et sa norme est

une fonction de lm z de croissance admissible. A présent pour r > 0 on a :

Dans le cas où r est négatif non nul on a :



Des formules (22) et (27) on déduit que pour r ~ 0 :

où C(z) est une fonction positive de z de croissance admissible avec Imz,
et où u décrit R+. D’après [13] le membre de droite de (28) est fini pour
- n21 pour n ~ 3 et pour - n ~ 3 et pour -3 2 ~ Re z  -1 pour n = 2. On
en déduit que est fini pour z vérifiant (15).
En interpolant (16) et (18) d’une part et (17) et (19) d’autre part, on voit
que a_ 1 (T ) et opèrent de LP(Rn) dans LP’ pour p vérifiant

(8) et (9).
Etudions à présent la continuité de a et /3. Considérons une suite Tv

vaguement convergente vers 0 dans F(ro, ; la suite dpv associée à Tv
par (12) converge vaguement vers 0 dans . D’autre part pour

on a :

Donc pour g dans D (R") on a :

Supposons à présent que les applications r -~ * , f et r --~ * f
soient continues de ri] dans pour p vérifiant respectivement (8)
et (9). Considérons A = {r ~ f * f) . g dx; = 1; p vérifiant (8)}
et B = {r ~ J’ * f ) . g 1;p vérifiant (9)}. D’après le
théorème d’Ascoli, A et B sont alors relativement compacts dans ri]). .
Le théorème de Banach-Steinhaus montre alors que les intégrales (29) et (30)
convergent vers 0 quand v --~ oo, uniformément par rapport à g dans D(Rn)



vérifiant 1. On en .déduit que, pour f dans 
et tendent vers 0 quand v --~ pour p satisfaisant (8)
et (9). D’autre part, d’après le théorème de Mackey, la suite ( est

bornée; si bien que, d’après (16) (17) (18) (19), les suites a,;y(Tv) et 
sont respectivement bornées dans ,C (L2 (Rn)) et et les

suites az(Tv) et sont respectivement bornées pour z vérifiant (15)

dans Par interpolation on en déduitque les suites 03B1(Tv) et 03B2(Tv) sont bornées dans L(Lp(Rn), Lp’(Rn)) pour p

vérifiant respectivement (8) et (9), et donc que, pour tout f dans LP(Rn),
rx (TL ) f et convergent vers 0 dans Lp~ (Rn ) . L’étude de la continuité
de a et ~3 est donc ramenée à l’étude de la continuité des applications
r ~ d r * f et r --> d r * f à valeur dans Lp’ (Rn), où f appartient
à D (Rn) ; de plus, les remarques précédentes montrent qu’il suffit d’établir
que : r et ~ r

pour z vérifiant (15). ..
Tout d’abord par l’égalité de Plancherel on a : :

Or, pour presque tout x dans Rn on a :

On conclut par le théorème de convergence dominée, ce qui achève la preuve
du théorème 1-a. De même pour f on a :

Les formules (22) à (27) montrent que si 0 ~ alors pour tout x dans

Rn (et z vérifiant (15)) :

Le théorème de convergence dominée montre que (31) tend vers 0 quand
r -~ r’ et le théorème 1-b est établi dans le cas où 0 ~ ~ro, ri]. Dans le cas
où r = 0 on n’a plus (32) pour Re z = - 2 , car il reste un terme oscillant ;
nous écrivons alors différemment h (z) 3~ (-C~i - Si r ~ 0 on a :



Pour comparer (33) à (20) quand r --~ 0 il faut étudier quand
u -~ 0. On rappelle le développement en série de ja (z) et l’expression de
ka (z) : :

on obtient le développement de z03BB Ka (z) :

On en déduit que pour Re À > -1

On applique ce résultat aux formules (33) et (20) et il vient que pour
Re z > - 2 - 1 la quantité

tend vers 0 pour tout ~ dans R~ quand r -~ 0, h désignant la fonction

De plus, (20) et (33) montrent que la famille indexée par r des fonctions
(34) est bornée dans L°° (Rn) quand r - 0 pour ~e z = - 2 Le théorème
de convergence dominée assure alors que



De plus, comme f E D (Rn ~ on a l’estimation suivante pour Re z = 0 : :

Par interpolation on en déduit que pour z = -1, p = et n > 3

Ceci achève la preuve du théorème 1-b. Q.E.D.

Preuve du théorème ,~. - Pour p dans et f dans p

vérifiant (8), on a

où /(x) = f( -x). D’après le théorème 1-a, l’application r -~ / * est

continue de ~ro, ri] dans ~p~ si bien que les expressions (37) sont des
fonctions continues de r. Si T est un élément de F(ro, rl) s’écrivant selon
(12) on peut ainsi définir la mesure / . . T en posant

cette intégrale convergeant vaguement. Montrons à présent que si Tv con-

verge vaguement vers T dans F (ro, r 1 ) et f v converge vers f dans 
quand v  oo, /~ . . Tv converge vaguement vers Î . T. Pour p dans K(Rn)
on pose

On vient de voir que 03B803BD appartient à et on a les estimations :



Dans la preuve du théorème 1-a on a montre que la famille d’opérateurs
~r *~o  ~  ~i est bornée dans f(J~(R~), L~(R")). On a donc

D’autre part, le théorème 1-a assure que l’application r -~ * est

continue de [ro,rl] ~ dans muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les précompacts de ; on en déduit

que la suite (Jv est équicontinue dans et donc par le théorème

d’Ascoli qu’elle forme un précompact de . La suite (Jv converge
donc uniformément dans vers l’application 8 définie par

Sachant que

où d pv est la suite vaguement convergente dans associée à Tv
par (12) on en déduit que

Ceci achève la preuve du théorème 2. Q.E.D.

§ II. Convergence de la solution de l’équation
de Klein-Gordon quand m 2014~ mo

On désigne respectivement par Em * et Em * les opérateurs de convolu-
tion dont le noyau est la solution élémentaire dans le cône avenir, respec-
tivement passé, de l’équation de Klein-Gordon de masse m > 0, ou, pour
m = 0, de l’équation des ondes. Le noyau E~ de ces opérateurs s’exprime
en fonction de la forme quadratique de Lorentz :



où P.J. désigne la partie finie de Hadamard et sgnt le signe de t. STRICHARTZ

[12] a établi que E,~ * opère de LP dans LP’ (Rri+1 ) pour p conven-
able, p’ conjugué de p. Nous énonçons tout d’abord le résultat de continuité
par rapport à m de ces opérateurs.

1~ Si mo est un réel strictement positif et si m tend ves mo en restant
distinct de 0, E,,~n * f tend vers * f dans Lpl pour p + p, - 1
et p vérifiant 

~~ Si m tend vers 0, Em * f tend vers Eô * f dans Lp~ pour

i -f- p, - 1 et p vérifiant

On en déduit la continuité par rapport à m de la solution um du problème
de Cauchy suivant :

THÉORÈME 3. Soit u"’ la solution de ~,~5~. Alors u"~ converge vers
quand m tend vers mo, dans p’ conjugué de p sous les

conditions suivantes :

1~ Si mo est non nul et si m reste non nul alors p et n vérifient et

les données de Cauchy satisfont

,~~ Si mo est nul alors p et n vérifient et les données de Cauchy
satisfont



On établit un résultat analogue pour la solution de l’équation non linéaire
de Klein-Gordon à petites données

THÉORÈME 4. Soit q dans Il eziste p > 0 tel que la solution

de (,~8~ tend vers u’’’’‘° si m --~ mo, dans L4 (R4~ sous les conditions
suivantes :

1) mo est non nul et m reste non nul et les données de Cauchy vérifient :

,~) mo = 0 et les données de Cauchy vérifient :

Preuve de la proposition 1. Considérons comme dans ~12~ la famille
analytique d’opérateurs définie par :

où 0(?’, ~) est la forme quadratique de Lorentz

et 7-1 désigne la transformée de Fourier réciproque ; h (z) est une fonction
holomorphe telle que soit une famille analytique de croissance admis-
sible et pour z = -1 :

Pour Re z = 0 le théorème de convergence dominée montre que tend

simplement vers dans quand m --~ mo. D’autre part,
est un opérateur de convolution donné par :



On en déduit que la famille reste bornée dans (Rn+1 ), L°° 
quand m - mo pour -~ - 1  Re z et n > 2 ou -~  Re z  -1
et n = 1 dans le cas où m et mo sont non nuls, et pour Re z et

n > 2 si mo est nul. Le résultat suit par interpolation. Q.E.D.

Preuve du théorème ~3. Soit ~~, M~ l’intervalle réel que décrit la masse
m. D’après [12] la famille, indexée par m E ~~, M~, d’applications linéaires à
valeurs dans Lp~ (Rn+1), qui, à (uo, ui, f ) associent u’’’’‘, est bornée. Il suffit
donc de considérer le cas où ûo et ûi sont C°° à support inclus dans un
compact K de Rn disjoint de l’origine. Il existe alors une fonction x(T, ç)
dans égale à 1 sur E K et  T2 - ~ ~ ~ 2 
M2} et de support disjoint de l’origine; pour   m  M, um s’écrit :

où d m2 est la mesure (3) associée à Informe de Lorentz (51) et portée par
la nappe 20147~ + ~~ + ~~~ = 0. On remarque. que grâce aux hypothèses sur
Mo et ~i, y"~ (B/~ + ~P~o(~) +t ~~(7’)~i(~))x(~~)) converge dans

donc dans quand n~ 2014~ En appliquant le théorème
1-a et la proposition 1 on en déduit que M"~ converge dans vers

M~ si m -~ m~. Q.E.D.

Preuve du théorème 4. 2014 On note Tm l’opérateur défini par:

D’après la proposition 1, Tm est bornée dans ,C (L4/3 (R4~, L4 (R4~~ quand
m tend vers mo et tend simplement dans cet espace vers . A présent
remarquons que pour résoudre (48) il suffit de résoudre l’équation

où désigne la solution de l’équation linéaire de Klein-Gordon, de masse
m, de données initiales uo, Or, l’application u - + 

est clairement contractante sur un voisinage de l’origine de L4(R4),
indépendant de m au voisinage de mo on en déduit que si ~ ~ uô ~ ~ 4 est assez



petit, (53) admet une solution unique dans L4 (R4 ) ; pour cela, il suffit que

les conditions du théorème 4 soient vérifiées.

A présent, évaluons ~um - umo~4 :

Or l’équation (53) est résolue dans la boule {u E 
si bien que

Il suffit alors de choisir p > 0 assez petit pour que cette quantité reste
inférieure à un nombre strictement inférieur à 1 quand m tend vers mo ; on
obtient alors

on conclut en appliquant le théorème 3 et la proposition 1. Q.E.D.

§ III. Problème inverse de diffusion non linéaire

Soit l’équation non linéaire de Klein-Gordon

Dans le cas où q appartient à l’existence de l’opérateur de
diffusion S est établie dans [9] pour des solutions u- de l’équation libre
de Klein-Gordon de petite énergie ; plus précisément il existe p > 0 tel que
pour toute solution u- de l’équation



il existe une solution u de (54) et une solution u+ de (55) vérifiant

L’opérateur de diffusion S est alors défini par Su- = u+. Dans le cas où
q est une constante négative, S est défini pour toute solution libre d’énergie
finie’ [2]. Le problème inverse de diffusion consiste à déterminer q à partir de
S. Le cas où q est une constante est traité par MORAWETZ et STRAUSS [5]
(voir aussi ~4~~11~ ~12~). Dans le cas analogue de l’équation de Schroedinger
ut + i0394u = ces auteurs montrent en utilisant l’invariance par
changement d’échelle de l’équation linéaire que, pour toute solution libre
rp, S détermine

On en déduit la valeur de .en faisant tendre À vers l’infini. Dans le
cas de l’équation de Klein-Gordon, la difficulté vient du fait que l’équation
(55) n’est pas invariante par dilatation. Néanmoins reprenant la technique
de Morawetz et Strauss, nous montrons que S détermine

où 03C603BB est solution de l’équation :

Le point crucial est alors la convergence de y~~ dans L4 (.~4) quand À tend
vers l’infini qui est assurée par le théorème 3.

THÉORÈME 5. - Soit q un élément de . Alors l’opérateur S
associé à l’équation ~5,~~ détermine le potentiel d’interaction q.

En fait, la connaissance de S pour des solution u- de (55) à données
initiales très régulières et petites, suffit pour calculer explicitement g. On
obtient un résultat analogue dans le cas d’une perturbation analytique
impaire. Considérons donc une suite d’éléments de ; on

lui associe une équation non linéaire de Klein-Gordon :



On définit un espace fonctionnel E = (u E S~(R4};  +oo} où fi ~~E
est donnée par :

On montre alors (voir [7] et aussi [6]) que si la suite q2k+1 est bornée dans
il existe p > 0 tel que si u- est une solution de (55) vérifiant

p, il existe une solution u de (57) et une solution u+ de (55) telles
que (56) soit satisfait.

THÉORÈME 6.2014 Soit q2k+1 une suite bornée dans Alors

l’opérateur de diffusion S associé à l’équation non linéaire de Klein-Gordon
(57) détermine la suite qzk+I. .

Preuve du théorème 6. Si u- et v- sont deux solutions de (55) de
norme ~~ assez petite et si u et v sont les solutions de (57) dans E
associées à u- et v- et vérifiant (56), on démontre comme dans [4] que : :
(58)

où W est le wronskien donné par :

Soit 03C6 une solution de (55) dans E et posons pour E > 0 assez petit,
u- = v- = 

LEMME 2. - Pour E > 0 assez petit, on a

où ne dépend que de ~~ ~n-2 ~ Q’r~-3 ..., Q’I ~ on Ci posé: ~~ = ~~
~ = 0,~ > 0.



Preuve du lemme 2. Les solutions u et v de (57) associées à 2~03C6 et Ecp
vérifient :

où R(.) est la fonction de Riemann de (55). On résoud (59) par la méthode
de Picard dans E pour E assez petit. En remarquant que E est une algèbre,
on voit que si f E est une fonction analytique de E pour |~|  p, à valeur dans

E, nulle pour E = 0, alors la fonction

est analytique en e, à valeur dans E, pourvu que p = 0 soit assez petit ; les
itérés de Picard, résolvant (59), sont donc analytiques en e et convergent uni-
formément par rapport à E assez petit, si bien que u et v sont analytiques en
E à valeur dans E. En remplaçant u et v dans (58) par leurs développements
en série autour de E = 0, on en déduit que 
admet un développement en série de la forme En En Qn. A présent, on
remarque que le terme en En dans (58) provient des termes :

Sachant que u et v s’écrivent :

où R est défini par (60), on voit que le terme en En s’écrit :

avec la convention qi = 0, q2k = 0, k > 0. Q.E.D.



Connaissant S et sachant que Qo = Qi = Q2 = Q3 = 0, les sont

déterminés de proche en proche, par la formule :

Soient à présent xo dans R3, À > 0 et g dans S (R3) tel que 9 appartienne
à ~ (R3 - ~0}). On note Spa la solution de (55) de données initiales

Spa (o, x) = 0, Spat (o, x) = ag (.1 (x - xo)). S détermine ~n (a) donné par :

Par le changement de variable x’ = = Àt et ua (t’, x’) = Spa (t x) ;
on voit que S détermine

Supposant connus qo, ..., qn-2, on peut donc calculer, connaissant S, les
quantités :

On remarque que ua est solution de : :

D’après le théorème 3, ua converge quand À --> dans L4 (R4) vers u°°
solution de : :

Pour passer à la limite dans (61) et obtenir ainsi qn-1 (xo) il suffit donc de

montrer que : :

Pour cela on utilise l’inégalité de Sobolev



Par la conservation de l’énergie, on a

De plus, par l’inégalité de Hôlder et une injection de Sobolev, on a : :

on obtient alors :

et de même

on en déduit que :

cela prouve (62) et achève la preuve du théorème 6.

Remarque. Dans le procédé itératif qui permet la détermination de la
suite qZk+ 1, on a, en particulier, la formule suivante qui donne q3 et qui est
naturellement valable sous les hypothèses du théorème 5 : :

(63) 

Appendice
Il est possible d’étendre les résultats de la première partie au cas où

ro = - ao, si Q est la forme de Lorentz

Dans ce cas F(ro,ri) coincide avec l’ensemble des mesures Lorentz-

invariantes dont le support est inclus dans {ro  Q  et ne chargeant
par l’origine (voir METHEE [3] pour l’étude systématique des distributions
Lorentz-invariantes et aussi [6] dans le cas des mesures). Il faut de plus



se restreindre à un sous-espace de ri) en ajoutant une condition de
décroissance de la mesure dans la direction d’hyperbolicité, qui exprime que
la mesure T s’écrit, de façon analogue à (12) sous la forme :

où dp est une mesure bornée sur ~-oo, ri]. Cette condition sur dp permet
d’étendre aisément les preuves des théorèmes 1-a, 1-b et 2. Pour caractériser
ces mesures, à tout ouvert relativement compact n de R’~-1 on associe

l’espace En défini par :

où C~ (R n) désigne l’espace des fonctions continues sur Rn, nulles à l’infini.
En est un espace de Banach, admettant x comme sous-espace

dense, pour la norme Il Il 0

On choisit une suite croissante flk d’ouverts relativement compacts, recou-
vrant Rn-l et on pose

On voit facilement que est dense dans E muni de la topologie limite
inductive stricte de si bien que le dual topologique E’ de E est un
espace de mesures. Pour ri  0 on note F(r1 ) le sous-espace de E’ des
mesures Lorentz-invariantes, de support dans ~xi + ... + xn  r} et
ne chargeant par l’origine. On montre que F(rl ) coïncide avec l’espace des
mesures vérifiant (65) (et ~  oo) et que l’application T -~ d p est un
isomorphisme topologique de F(ri ) muni de la topologie faible de E’ sur
l’espace des mesures bornées sur [-oo, muni de la topologie duale faible.
On obtient alors le résultat suivant : :

THÉORÈME 7.- Dans le cas où Q est la forme de Lorentz (61), les
énoncés des théorèmes 1-a, 1-b et ,~, demeurent valables, si on remplace
F(ro, ri) par F(ri), et ro par -ao.
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