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Irrégularités dans la distribution des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques

Guy RoBIN(D)

RESUME. — Nous étudions dans cet article le comportement asymptotique,
lorsque x tend vers P’infini, de ’expression

Z(p(k)w(n; k1) - r(n)) n"*log’ n
n<z

expression dans laquelle x(n; k,l) désigne le nombre de nombres premiers
inférieurs A n et congrus & 1 modulo k, m(n) = x(n;1,1), © est la fonction
d’Euler et a et § sont deux réels.

Ceci nous permet en particulier de démontrer que la conjecture de
SHANKS (1952)

nl/2
E ;{76 (r(u; 4,3) — x(n; 4, 1)) ~z

n<z

est fausse ainsi que sa généralisation aux modules supérieurs et que la
conjecture de BRENT (1975)

n-1/3
Z W (w(n; 4,3) — m; 4, 1)) ~logz
n<z
est équivalente & ’hypothése de Riemann généralisée.

ABSTRACT.— We study here the asymptotic behaviour of
E (p(k)w(n; k1) — x(n)) n %log’n
n<z

where
n(n; k1) = #{z <n, z=1I (mod k), z prime}

n(n) = #{z <n, z prime }
¢ is the Euler function and (o, 8) € R?

(1) Laboratoire de théorie des Nombres et Algorithmique, Faculté des Sciences, 123 rue
Albert Thomas, 87060 Limoges et GRECO de Calcul formel
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We prove that SHANKS'® conjecture (1952)
nl/2 '
E ———(1r(n; 4,3) — n(n; 4, 1)) ~z
#(n)
n<z

is false and also its generalization for modulus k > 2. We show that BRENT's
conjecture (1975)

Z %(w(n; 4,3) — w(n; 4, 1)) ~logz

n<z

is equivalent to the extended Riemann hypothesis.

I. Introduction
Désignons par 7 (z; k,!), le nombre de nombres premiers inférieurs & z et
congrus 3 k modulo ! avec (k,!) = 1.

Les calculs numériques montrent que 1’expression
A(z) :=n(z;4,3) — 7(z;4,1)

a tendance a étre positive. Cependant, LEECH, en 1957, (cf. [LEE]) a montré
que A(26861) = —1 et HARDY - LITTLEWOOD, en 1971, (cf. [HARD 1]) ont
prouvé que

tin, {22 809 = 2

plus précisément : A(z) = N4 (z'/2log log z/ log z).

Afin de mieux étudier A(z) et ses généralisations, certains auteurs ont
considéré des sommes du type :

Y (x(pi k1) — 7 (p; k, 1)) £(p, )

p<z

f(p,z) étant une fonction poids, ! et I’ étant premiers avec k.

Ainsi la conjecture de CHEBYCHEV de 1853

> Alp)e ™ —— — oo
p<z gmee

est équivalente & I’hypothése de Riemann généralisée, d’aprés HARDY et
LirTLEwWoOD ([HAR 1]) et LANDAU ([LAN]).
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Dans une série d’articles, entre 1960 et 1970, KNAPOWSKI et TURAN
([KNA]), puis BENTZ et PINTZ ([BEN], [PIN]), ont considéré d’autres fonc-
tions poids :

f(p,x) = exp(—log® p/z), f(p, z) = exp(— log®(p/z)).

Dans une autre direction SHANKS en 1959 ([SHA]) et BRENT en 1975
([BrE]) ont conjoncturé que :

(S) ZA Jnt?/x(n) ~ z

n<lz

et, ce qui est plus faible,

(B) 3 A(n)/(n(n)nl/2) ~ logz
n<z
La premiére conjecture a été infirmée ([ELL], [CHE]).
Dans ce papier, nous étudions plus généralement la somme :

P(z;k,l;a,8) = Z A(n;k,l) log? n/n®

n<lz
pour k€ N, l€N, a€ R, f € R avec A(z;k,l) = ¢(k)7(z; k,1) — n(z) et
¢ étant la fonction d’Euler.

On démontre, en particulier, ’équivalence entre I’hypothése de RIEMANN
généralisée et la conjecture de BRENT (B) et I’on montre que la conjecture
de SHANKs (S), généralisée aux nombres premiers dans les progressions
arithmétiques reste fausse.

Une étude du méme genre permettrait d’obtenir des résultats sur les
sommes obtenues en remplagant A(z;k,!) par

n(z; k1) — n(z, k,1").
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I1I. Notations

Nous précisons ici les notations utilisées dans ’article.

n(z) =) 1 )
p<z
Mz)= > 1/m (2)
pm<z
é(z) = Z logp (3)
pm<z
rmkl)= Y 1 (4)
p<z
p=l(mod k)
1
I(z; k,1) = — 5
2; - (%)
pm=l(mod k)
Y(z;k,l) = Z log p (6)
p"<z
p™=l(mod k)
¢ fonction d’Euler
A(z) = A(z; k,1) = (k) (z; k,1) — w(z) (7
P(z) = P(z; k,l;,8) = Z A(n)log? nn—e (8)
n<z
r(z) = r(z;ik,1) = $(k)TI(z; k,1) — T1(z) (9)
q(z) = q(z; k,1) = $(k)(z; k,1) — ¥() (10)
Soit x un caractére modulo k, on pose
L(s,x) = Z x(n)/n® la série de Dirichlet associée (11)
n=1
0(x) = sup{Re(p); p zéro de L(s,x)} (12)
0x = max{0(x), x décrivant ’ensemble des caractéres modulo k} (13)
A(n) = fonction de Von Mangold (14)
¥(z;x) = Y A(n)x(n) (15)
n<lz

On définit encore

¢ = €(k,1) = nombre de solutions de la congruence z* = I( mod k) avec

0<z<k-1. (16)
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II1. Enoncé des résultats
L’objet de cet article est la démonstration du théoréme suivant :

THEOREME .— Soit k > 1 et | tel que ([,k) = 1. On suppose que les
fonctions L(s,x) attachées auz caractéres x modulo k n’ont pas de zéros sur
10,1[.

Soit

P(z) = P(z;k,1; 2, )

ogf n
= Z(cﬁ(k)r(n;k,l) — 7r(n))l 5 .

[+ 3
n<z

(A). —Si 6 > 1/2.
(a) P(z) = 0(1 + z'~*+% log? ' z)

(b) Si & <1+ 8k, P(z) = 0x(z'72+E) pour 1/2 < € < O et s’ existe
un zéro d’une fonction L(s,x) de partie réelle O

P(z) = Qx(z!~o+% logP 1 z).
(B). — 5i 6 = 1/2.

(c) Sia>3/20ua=23/2e <0, P(x)=0(1)
(d) Si oo =3/2

B =0=> P(z) = aloglogz + 0(1)
B>0= P(z) = alog? z/B8 + 0(logﬁ_1 zloglog z) avec a =1 — ¢(k,l).
(¢) Si a < 3/2 P(z) = 0(z%?*logP ' z).

(C). —Si 6 = 1/2 et o < 3/2.

(f) Pour certains k (Ez : 3,4,5,6,7,8,9,10,12), il eziste ay, tel que pour
a > az, et pour tout T assez grand on ait :

P(z) <0 sil est résidu quadratique,

P(z) > 0 sil est non résidu quadratique.
(9) Pour d’autres k (Ez : 28,43,67,163), il existe By tel que pour
& < Py on ait P(z) = Ny (22 logP ! z).
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Remarques.— 1) La conjecture de Brent correspond a 1’étude du cas
a = 3/2 et B = 1. Les parties (b) et (d) du théoréme montrent que cette
conjecture est équivalente a 0 = 1/2.

2) La partie (b) du théoréme montre que la conjecture de Shanks
généralisée aux nombres premiers dans une progression arithmétique de
raison k reste fausse.

3) On peut montrer -mais nous ne le ferons pas ici-, en procédant comme
dans les articles de Grosswald et Stark, (cf [Gro], [STA]), que pour certains
couples (k,!) on a

A(z; k1) = Q(z/?/ log z).

4) La démonstration du théoréme n’est faite que dans le cas § = 1. Le
cas général s’obtient facilement avec la formule sommatoire d’Abel.

IV. Lemmes préparatoires

LEMME 1.— Posons

z

I(z;a,8) = [2 q(t)logPt t—= dt

q(t) étant défini par la formule (10)
i) Si a < 1+ 0y alors I(z; a, B) = O(z!~ >+ log® x)
i1) St a > 1+ 0 alors I(z; o, ) = 0(1).

Démonstration.— Si 'on pose ¥(z,x) = 3_, <, A(n) x(n), on peut écrire

n<z

g(z) = Y ¥z, x)x(1) + (2, x0) — $(2)
X#Xo
soit

g(z) = Y %(z,x)x(l) + 0(log z). (17)
X#Xo

a2

D’aprés la formule explicite relative & ¢(z,x) (cf. [DAV]), que I'on peut

écrire,
11)(1:’ X) = - Z

p(x)

zP(X)

2(x)

+ 0(log z)
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on obtient
zP(x)

p(x)

g(z)=—- > x() Y —— +0(log z)

X#Xo p(x)

1l vient donc

I(z;a,B8) = — Z Z / tPX) - 10gP ¢t dt +0(z!~* logPtt z).

X#Xo 00’
ou encore
— 1
Iz;a,fB) =— Z x(1) Z gPX)—atlooh ¢
X#xo o) p(X)(p(x) —+1) (18)

+0(z' > log?*!(2))
Le lemme est alors conséquence de ce que pour tout caractére x on a

Z 1

1P (p(x) — e +1)

<.

LEMME 2.— Posons
FA() ()
J(z;a) = ———2-——logt dt
2

A et r étant définies par les formules (7) et (9).
Alors avec € défini par (16) il vient
1) St a<3/2, J(z;0) = 572__—‘ z3/2- °‘+0< ZZ; )
i) Si o =3/2, J(z; %) = (1 — €) log = + 0(log log z)
1) Si a > 3/2, J(z; &) = 0(1).

Démonstration.— On a

O(z; k,1) = m(z;k,1) + 1 Z m(z2;k,11) + 0(z/3/ log z)
1
z’—z(niod k)

et comme pour tout m on a

8(c!/% k,m) 1/"’ 0(t:k,m)
2

1/2x(z/?;k, m) — Tog 2 3 tlog?t

= 2\/— og T
= Sy oeTs * OVa/ 8% 2)
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on peut écrire :

1(z; k,1) — n(z; k,1) = <1 +°(;)/ 1:’:;))‘/—

z'/%/log )

De méme

II(z) — x(z) = %(1 +0(1/log z))

¢(z) —r(z) = G\ (1 +o(—1—))

log z log z

= dt £ adt
J(xsa) - (1 - G)L ta—1/2 +0 (_/2 ta—1/2 logt)

formule qui nous permet de conclure.

il vient donc

et ainsi

LEMME 3.— Soit (an)nen une suite de réels positifs ou nuls, A(z) =
Y n<z@n €t f une fonction positive monotone, alors pour m € N,

> A = [ " A®)f(t)dt + R(m)

avec

0< R(m) < Z anf(n) si f décroissante

n=1

E an f(n) < R(m) < A(m) f(m) si f croissante

n=1

Démonstration.— Ecrivons

/1 A= S AM) /n " roa

n=1
m~1 m—1 n+1

=Y A)f(m)+ Y Aln) / (F() — £(m)) dt
n=1 n=1 "

D’oit
> Aw)fn) = [ A7)t + i)
n=1 1
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avec
+1

R(m) = A(m)f(m) + Y A(r) [ - s

Si f est décroisante, f(n) — f(t) < f(n) — f(n +1) pourt € [n,n+ 1] et -

m—1 m
R(m) < A(m)f(m) + Y _ A(n)(f(n) — f(n +1)) = Z anf(n).

On procéde de méme si f est croissante.

Comme conséquence de ce lemme nous obtenons le

LEMME 4.— On peut écrire

Z m(n)logn _ /lz n(z)logz + Ri(e)

ne z*
n<z
E w(n;k,i) logn _ /" n(z;k,i)logz + Rala).
n 1 n
n<lz

Les restes Ry(z) et Ra(z) étant

0(z' ") si a< 1, O(logz) si =1 et 0(1) si > 1.

LEMME 5.— St x est un caractére primitif modulo k on a :

!

Y Re (%) =-;—log£—%+(b—1)log2+Re (‘%(1,;()). (19)

formule dans laquelle la somme porte sur tous les zéros de L(s,x) et ou
b =0 ou 1 selon que x(—1) =1 ou —1.

Démonstration.— Considérons les formules (17) et (18) de ([Dav], p.83).

L 1 k 1T /1 1 1 1
f(s’X)__EIOg;—§F<§ s+§b)+3(x)+zp:(s_p+;) (20)

Re(B0)) == L Re (1), (21)

- 167 -



G. Robin

Prenons la partie réelle de (20) en s = 1. Si p est zéro de L(s,x), 1 — 7 est
aussi un zéro, par suite

w{et)-n(53)-(x3)

On obtient ainsi la formule en remarquant que
I (1 I
— | -] = —y - 2 et — = —s,
r<2) 7-2 logZet (1) = —y

Notons que dans le cas ol x(—1) # 1 on a L(0,x) # 0 et qu’ainsi on peut
écrire aussi la formule suivante

1 1 k1 r
Re (zp: ;) = —-Elog; + 27 +log2 — Re (T(O,x)> .

V. Démonstration du théoréme

a) Nous démontrons d’abord les parties (a), (c), (d), (e) du théoréme.

= 3 (Gk)n(ms k1) — () "B7

n<z

peut étre écrit d’aprés le lemme 4

P(z) = /: A(t) logt + R3(z)

ta

le reste R3(z) ayant les propriétés des reste Ri(z) et Ry(z) et d’aprés les
notations du lemme 2,

ta

Zr(t)logt
P(z) = J(z; ) +/ r(t) log + R3(z)
2
Comme on peut écrire aussi

o= [0 _ g, e,

o- logt logz tlog®t
on a d’aprés le lemme 1, en choisissant a =1 et g = 2,
q(=)

r(z) = fogz + O(z% / log? z)
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Finalement P(z) peut &tre écrit
P(z) = J(z;@) + I(z;a,0) + 0(1 + z%T17%/log z) (22)

Les propriétés établies aux lemmes 1 et 2 permettent alors de conclure.
b) Démontrons maintenant la partie (f).

D’aprés le lemme 1 et plus précisément d’aprés la formule (18), (f) est
conséquence d’une inégalité du type.

2 2 q

X#Xo p(x)

l |1 — €]
p(x —a+1)| 7 3/2-«

(23)

Posons

A=) ) o

X#Xo p(x)

expression que l’on peut calculer (voir tableau ci-dessous) en utilisant le
lemme 5 et le fait que

S (53)

P

. Supposons que k € {3,4,5,6,7,8,9,10,12}. Si 'on choisit a dans
Iintervalle [1,3/2[ I'inégalité (23) est satisfaisante.

En effet dans ce cas |p(x) —a+1] > |p(x) —1/2], 3/2—a < 1/2 et le
premier membre de (23) est majoré par

p(x) i
p(x) —1/2

expression inférieure & 2|1 — ¢| comme le montre le calcul.

A max
X,p(x)

Au contraire si a < 1 I’inégalité (23) n’est pas toujours satisfaite. Elle le
sera slirement si & > ag,1, ak, étant défini par la relation

|1 — ¢

A= ——
3/2—ak,1

puisque dans ce cas [p+ 1 — a < |p|.

Le tableau suivant montre alors les valeurs a1 obtenues (I r.q. signifie /
résidu quadratique).
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k |1 - €| A k.1
1;2 1 0,047 -19,78
3;6 1 0,1139 -7,28
4 1 0,1563 -4,90
5;10 1 0,580 -0,22
7 1 0,673 0,01
81r.q. 3 0,360 -6,83
l-r.q. 1 0,360 -1,28
9 1 0,680 0,03
121r.q. 3 0,300 -8,50
l-r.q. 1 0,300 -1,83

c) Nous terminons la démonstration du théoréme par I’étude des parties
(b) et (g). Nous avons alors a < 1 + 6.

. Sous les hypothéses de (b) nous avons x > 1/2 et par suite le terme
prépondérant dans P(z) est I(z;a,0).

Compte tenu de (17), I(z; @,0) a le méme comportement que

g(f,):/zz > —————'ﬁ(t’z‘z"(l) dt.

X#Xo

Soit G(s) la transformée de Mellin de g(z).

Calculons d’abord
® dz ¥(t,x) ,x
F(s / zl+s /

oo )
_ ¥(t, x) dz
- L to dt ¢ rl+s

oo
P(t,x)
=), e
1
F(s) “‘md”“ LX)-
On a donc
1 L -
G(s) = —mxg 7 (s +a—1,3)x(8).

o

Le membre de droite est holomorphe pour Re(s) > 0 + 1 — o ainsi qu’au
voisinage de 0 + 1 — a et ne se prolonge pas en une fonction holomorphe
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pour Re(s) > € + 1 — a pour § < O, par suite g(z), et donc P(z), est
ﬂi(zf+l—°’).

S’il existe un zéro d’une‘fo_nction de Dirichlet de partie réelle 8; alors
G(s) a un pdle d’ordre 1 sur la droite Re(s) = 0k + 1 — a et par suite :

P(z) = Qg (%1%

ce qui démontre (b).
. Prouvons (g) maintenant.

Nous avons maintenant 8x = 1/2, et alors, d’aprés le lemme 2, J(z; @) ~

3(1;_6‘1 z%/2=% est du méme ordre que I(z; ,0).

Soit po = 1/2 + ito, le zéro, d’ordonnée positive minimum, des fonctions
L(s,x), X # Xo- Si m est son ordre de multiplicité on a :

1 x()m
po(po+1—a)s—(po+1— )

G(s)

lorsque s — po+1 — a.

Posons
m

b= —rnnn—
lpollpo +1 — af
d’aprés le théoréme de Landau (cf. [GrRO]) on aura
-
3/2—a’

P(z) = Oy (z¥27) si 6 >

Définissons Bk, par 1’égalité suivante

1 1 — ¢

lpoto]  3/2 — B

Les tables de SPIRA (cf. [SP1]) et de HASELGROVE - DavIEs (cf. [Has])
nous permettent alors de résoudre le probléme dans les cas suivants :

k to ,Bkl
23 0,59542 1,0184
43 0,83640 -2,1299
67 0,60431 0,7358
163 0,20290 1,3699
Remarque finale.—Pour les valeurs k = 11, k = 13, qui sont les

premiéres valeurs non étudiées dans la partie (c), on n’a pas su trouver
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simplement le comportement de P(z). Il faudrait utiliser des améliorations
du théoréme de Landau telles que ’on peut les trouver dans les articles de
Grosswald, Anderson et Stark (cf. [Gro], [AND]).
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