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Un domaine d’holomorphie de la solution
d’un probléme de Cauchy homogeéne

DoMINIQUE ScHiLTz(!)

RESUME. — On considére le probléme de Cauchy homogéne pour un opéra-
teur différentiel linéaire & coefficients holomorphes. On suppose que les
données de Cauchy sont holomorphes dans un ouvert strictement pseudocon-
vexe au voisinage d’un point, dans lequel la multiplicité des hypersurfaces
caractéristiques issues de la frontiére de cet ouvert est constante. On montre
alors que la solution du probléme se décompose en somme de fonctions holo-
morphes chacune dans un domaine délimité par I’'une de ces hypersurfaces.

ABSTRACT.— We consider the homogeneous Cauchy problem for a linear
differential operator with holomorphic coefficients. We assume that the
Cauchy data are holomorphic in an open set, strictly pseudoconvex in
a neighborhood of a point, where the multiplicities of the characteristic
hypersurfaces issuing from the boundary are constant. We then show that
the solution of the problem can be written as a sum of functions, each of
them being holomorphicin a domain delimited by one of these hypersurfaces.

1 - Introduction

L’objet du présent travail est de décrire la structure analytique de la
solution d’un probléme de Cauchy a données holomorphes, au voisinage du
bord d’un domaine d’holomorphie commun a ces données de Cauchy.

On désigne par ¢ = (z°,2') un point de X = C™*1. On note pour tout
j€{0,1,...,n}:0; = a—‘Z; et

8; = (80,01,...,00) B =(B1,...,0n);

on emploie les notations habituelles 02, ;",I pour des multi-indices a €
N7+l o' € N
, .

(1) U.F.R. de Mathématiques, Université Lille I, 59655 Villeneuve d’Ascq Cédex
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Soit w un domaine de § = {z € C"*1;z° = 0}. Soit W un domaine de
C™*! contenant @. On considére le probléme de Cauchy

{a(z, 3 )u(z) =0

1.1
OFu(0,2') = wi(z'),k =0,1,...,m—1 (1)

ou a(z,0;) = Z aq(2)02 est un opérateur différentiel linéaire d’ordre m

la|<m
a coeflicients holomorphes dans W, aq(z) = 1 pour a = (m,0,...,0), et
Wo, W1, . .., Wm—1 sont des fonctions holomorphes dans w.

Il résulte du théoréme de Cauchy-Kowalewski appliqué en chaque point
de w qu’il existe des domaines 2 de X contenant w dans chacun desquels
il existe une unique solution holomorphe au probléme (1.1). Nous décrirons
ici ’allure de ’un de ces ouverts au voisinage d’un point y de dw. Nous nous
placerons pour cela sous les hypothéses suivantes :

- Ow est de classe C? et w est strictement pseudoconvexe en y;
- le point y n’est pas un point critique de Qw pour 'opérateur a(z,0;) :
cette hypothése signifie que les bicaractéristiques issues de la direction

complexe orthogonale & Ow en y sont de multiplicité constante. On notera
4 leur nombre.

Dans la section 2, nous énongons des résultats de décomposition d’une
fonction holomorphe dans w en somme d’une fonction holomorphe sur un
voisinage de y € Ow et d’une intégrale du type de celle intervenant dans la
formule de Cauchy-Fantappié. Cette intégrale dépendra d’un parametre e
quand f n’est pas continue sur @ prés de y.

Ensuite nous étudions les sous-variétés réelles caractéristiques pour un
opérateur différentiel holomorphe. C’est ’objet de la section 3.

Dans les sections suivantes, nous établissons le théoréme de décomposi-

tion que voici :

THEOREME 1.1.— Soit y un point non critigue de Ow. Supposons w
strictement pseudoconveze en y. Il existe alors une boule D, de centre y
dans X possédant les propriétés suivantes :

a) Chaque hypersurface caractéristique K7 issue de Ow partage D, en
deuz domaines : soit D; celui qui contient Dy Nw;

b) Il eziste des fonctions uj, j =0,1,...,u, holomorphes sur Dj, telles
w

que la fonction u = z u; soit une solution du probléme de Cauchy (1.1);
i=0
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m
cette solution est holomorphe uniforme sur D = n D;.
=0
Les conseils de Monsieur le Professeur Jean Leray m’ont été précieux; je
P’en remercie bien sincérement.

2 - Localisation de la formule de Cauchy-Fantappié

Sous ses diverses formes (cf. LErAY [10] [12], HENKIN [6], HENKIN-
LEITERER [7], KRANTZ [9]), la formule de Cauchy-Fantappié permet d’ex-
primer une fonction holomorphe de plusieurs variables complexes par une
intégrale sur un cycle. Nous avons a limiter cette intégrale & une partie de
ce cycle, voisine d’un poit de la frontiére d’un domaine d’holomorphie de
cette fonction.

Soit w un domaine de C" (n > 2). Soit y € Ow. Supposons Jw de classe
C? au voisinage de y, et w strictement conveze en y (cf. HENKIN-LEITERER
[7] p. 67). Soit o un voisinage ouvert de y dans dw. Soit ( : ¢ — C"\{0}
une application de classe C? telle que, pour tout z € ¢, 'unique hyperplan
complexe de C™ tangent & Ow en z admette I’équation

<((z),z —z >=0;
si (*(2) est 'image de {(z) dans I’espace projectif complexe associé & C",

on désigne par ), I'image de o par I'application z — (¢*(z),2).
On définit deux formes différentielles 6(z) et ¥(() par :
6(z) =dz* A...Nd2"
»(¢) = Z( 17 71GdG A . NG A .. AdC
]—.
ou le terme surmonté d’un”est omis dans le produit extérieur.

On a alors le

THEOREME 2.1.— On conserve les notations précédentes. Soit f une
fonction définie et continue sur w U o, & valeurs complezes, holomorphe
sur w. La fonction f définie par

¥(C) A 6(=)

<(,z—z>"

fo) = 1) - Gt / e
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est holomorphe sur un voisinage de y dans C™; ce voisinage, qui dépend de
w et o, est indépendant de f.

Ce théoreme établi dans [13] est & rapprocher d’un résultat de KRANTZ
([9], théoréme 5.3.6) dans lequel la décomposition de f utilise une partition
de ’unité subordonnée & un recouvrement ouvert de Hw.

Pour traiter le cas d’une fonction f non continue sur @ prés de y, on

utilise la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.— Soit w un ouvert de RN (N > 2). Soit y € Ow. Soit
W un voisinage de y dans RN. Supposons Ow de classe C? dans W et w
strictement conveze en y. Dans Uespace des hyperplans de RN, soit A un
voisinage de lhyperplan p(y) tangent d 0w en y.

Il eziste alors une famille continue décroissante (Ac)o<e<i de domaines
de RV ayant les propriétés suivantes :

A, Cwsil<el<LiA, CwnW,; (2.1)

A, = w au voisinage de y;

(Ve € [0,1]) : DA est de classe C?; (2.2)

A est strictement conveze;

on= [ 0A. (2.3)

0<e<1
est une hypersurface fermée de classe C?%, dont le bord Oo, est de classe C?;

U 0Ac = ZO\AI; U A, | \o. = (A0\A1)\o; (2.4)

0<e<1 0<e<1

i€ (Ao\Al)\ao'., (25)
alors x appartient d une hypersurface A, unique;

L’application
P:Ao\A1 Dz r— p(z) €A (2.6)

définie par la condition : p(z) est tangent & A, en = quand x € JA,, est
continue sur Ao\A; et de classe C' dans (A¢\A;)\Oo..
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Cette proposition est démontrée dans [13].

Revenons & un ouvert w € C™ dont la frontiére est de classe C?. Soit
y un point de Gw en lequel w est strictement convexe. Soit (A¢)o<e<1 une
famille de domaines de C™ ayant les propriétés décrites dans la proposition
2.1. Pour tout € € [0,1], il existe une application {, : A, — C"\{0}, de
classe C1, telle que pour tout z € A, I'unique hyperplan complexe de C™
tangent & A, en z admette ’équation < ((z),z —z >= 0; on notera (*(2)
I'image de {(z) dans I’espace projectif associé & C™.

Pour tout € € [0, 1], on note
oe =0AN (Ao\Al) :

vu la proposition 2.1, o, est une hypersurface de classe C?, de bord do,.
On désignera par I'c I'image de A, par 'application

z+— (CX(2), z)
et Te(resp I.) la restriction de cette application & o, (resp o.) : vu ce qui
précéde, ¥, est indépendant de e.
Soit f une fonction holomorphe dans w.

PROPOSITION 2.2.— Conservons les hypothéses et les notations précé-
dentes. Pour tout € €]0,1], on définit f. par

$(€) A 6(2)

<(z—z>n

(o€ 801 fo) = Tk [ 1) 2T
La fonction f. est holomorphe dans A, ; en outre :
30 <e<¢€ alors fo = f. sur Ag.

En effet, il résulte de la formule de Cauchy-Fantappié¢ sur A, que l’on
peut écrire :

() A 6(2)

<(z—z>"

(e € 801 £e) = f(a) = G [ i ZOAID

expression indépendante de e.

Il résulte de la proposition 2.2 qu'il existe une unique fonction f,, &
valeurs complexes, définie et holomorphe sur A,, telle que :

(Ve >0): fo = fe sur A,.
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THEOREME 2.2. ——Conservons les hypothe.ses et les notations précé-
dentes. Alors la fonction f définte par f(:c) f(z) = fo(z) est holomorphe
sur un voisinage de y dans C"; ce voisinage qui dépend de w et 0., est
indépendant de f.

Preuve.— Vu ce qui précede, on a

~ $(¢) A 6(z)
Vz € A,): f(z) = / :
( 0) f() (2 )n f()<c’ —z >n
donc f est holomorphe hors de la réunion des hyperplans affines réels
tangents a o,; comme y appartient a o, et A, est strictement convexe,
y n’appartient pas a cette réunion qui est évidemment fermée, d’ou le
théoréme.

3 - Hypersurfaces caractéristiques

Nous énongons ici briévement les définitions et résultats utilisés dans la
suite; un exposé plus complet est présenté dans [13].

Soit X une variété analytique complexe de dimension n + 1 (n € N*).
Soit TX le fibré vectoriel tangent & X. Pour tout ¢ € X et toute forme
linéaire réelle £ sur T, X, il existe un unique élément ¢ du dual complexe

T X de T X tel que
Vv € T, X : £(v) = Re < £,v >;

I’application £ — £ est un isomorphisme du dual de Tz X relativement & R
sur le dual de T, X relativement & C, et nous identifierons désormais ces
deux espaces au moyen de cet isomorphisme.

Soit V une sous-variété de classe C!' de X muni de sa structure de
variété différentiable réelle de dimension 2n +2; pour tout =z € V, soit N3V

I'orthogonal dans T*X de T, V, considéré comme sous-espace vectoriel réel
de T, X, pour la dualité

<&v>— Re <& v>.

L’ensemble
NV =J{s}x MV
z€V
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est appelé fibré conormal réel de V dans X; si V est une sous-variété
analytique complexe de X, N*V coincide avec le fibré conormal complexe
de V dans X.

Soit G une hypersurface analytique complexe de T*X telle que toute
équation analytique irréductible h(z,{) = 0 de G dans un ouvert & de T*X
soit un polynéme homogéne de degré u relativement & £ : on peut alors
choisir Y = T*U, ou U est un ouvert de X.

Une sous-variété réelle V de classe C! de X sera dite caractéristique si
son fibré conormal dans X est contenu dans G.

Sit v(z) = 0 est une équation locale de V, ceci équivaut a :

_ . 1 Ov(z) . Ov(z)
h(z, Vo(z)) = 0, ot Vo(z) = 3 (a(Rc z7) ' o(Im «i )>1s:’5n

dans un systéme de coordonnées locales de X.

Soit S une hypersurface analytique complexe de X : on suppose que S
n’est nulle part caractéristique, autrement dit que

N*SNG=0.

Soit W une hypersurface réelle de classe C? de S muni de sa structure
de variété analytique réelle(dimg W = 2n — 1). Un point £ € W est dit
critique s'il existe £ € N2W tel que (z,£) € G et 9¢h(x,§) soit tangent & S
en z. :

Considérons un point non critique £ de W. Choisissons des coordonnées
locales au voisinage U de = dans lesquelles S admet I’équation : £° = 0. Soit
w(z') = 0 une équation de WNU (z' = (a!,...,2")). Alorson a

T*UNN*W = {(0,2',4,,kVw(z"));z' e WNU, £, €C, ke R}.
Comme S n’est pas caractéristique, on a
Vz =(0,2') e UNS:h(0,z',1,0) #0
de sorte que le polynéme h(0,z',&,,¢') est de degré p par rapport a la
variable £,. De plus, comme z = (0,z') n’est pas un point critique, si §, € C
est racine de ’équation
h(0,2', &, Vw(z')) =0
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alors on a 5
o, k(0,2',&,, Vu(z'")) #0.

Il en résulte que ’équation (3.1) en ¢, admet p racines deux & deux
distinctes, qui sont de plus des fonctions R-linéaires de k. Donc N}W NG
est constitué de la réunion de p droites réelles de T; X de méme origine, et
deux & deux distinctes. Ceci établit le caractére de multiplicité constante
d’un point non critique de W.

On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 3.1.— Soit X = C™*!, Soit S Uhyperplan compleze de X
d’équation z° = 0. Soit h(z,£) un polynome homogéne de degré u en
&€ = (&,61,..-,En), @ coefficients holomorphes dans un ouvert U de X
rencontrant S. Soit T une hypersurface réelle de classe C? de S. Soit T' le
complémentaire dans T de ’ensemble de ses points critiques. Au voisinage
de T, la caractéristigue V contenant T' est unique.

T' est une singularité de V ; au voisinage de chaque point de T', V se
décompose en u hypersurfaces réguliéres K7, j =1,...,u. En chaque point
de T', les p hyperplans tangents & ces u composantes de V sont deuz é deuz
distincts.

4 - Le probléme de Cauchy a4 données méromorphes
résolu par Hamada

Notation 4.1 .— Soit a(z,0:) = }|4|<m 3a()0; un opérateur différen-
tiel holomorphe dans X = C"*1, défini au voisinage de y = (0,y'). Soient
g(z,€) = Elal=m ao(z)€* le symbole principal de lopérateur a(z,d;) et
h(z,€) le produit des facteurs irréductibles distincts de g(z, £) dans ’anneau
‘H[{] des polynémes & n + 1 indéterminées sur l’anneau des fonctions
holomorphes dans un voisinage de y. Soit u le degré de h relativement &
£

Notation 4.2 .— Soient S ’hyperplan de X d’équation z° = 0 et S* son
dual. Soit n' € S* tel que y ne soit pas un point critique de I’hyperplan réel
de S d’équation Re < 7', ' —y' >= 0 pour h (voir section 3). Alors les

racines 57, .., 5" de I’équation en 7,

h(y,m0,7') =0

sont deux a deux distinctes.
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Il existe une boule ouverte W de X de centre y sur laquelle a(z, ;) est
holomorphe, et un voisinage ouvert demi-conique strictement conveze I' de
n' dans S*, ne dépendant que de a(z,d;), tels que les propriétés suivantes
sont vérifiées.

A) Il eziste p fonctions M(z,¢'), j = 1,...,u, holomorphes et deuz d
deuz distinctes sur W x T, telles que lon ait

(M(2,6,€") €W x CxT) : h(z,6) = [[ (6 - M(=,8));  (41)

i=1
(V5 € {L,...,n}) : X¥(0,n') = n{?; (42)
de plus ces fonctions sont positivement homogénes de degré 1 relativement
¢ é'.
Cette propriété est une simple conséquence du théoréme des fonctions
implicites dans le cas holomorphe.
Notons W/ = W N S : alors pour tout 2/ € W' et tout (' € T,
z = (0,2') n’est pas un point critique de ’hyperplan réel de S d’équation
Re < (',z' — 2’ >= 0 pour h. Notons pour tous les j € {1,...,u} et
(2',¢"YeW'xT:
Cj(z', CI) = ()‘](0, z,, C,)a C’) .
B) Le probléme de Cauchy holomorphe du premier ordre
doxjlz] = N (2,05, xjz]); x;00,2" =< ¢', &' — 2' > (4.3)

posséde pour tout (2',€') € W' x T une unique solution x;[.] holomorphe
dans W; sa valeur, notée x;(z,z',£'), est holomorphe sur W x W' x I et
positivement homogéne de degré 1 relativement a ('.

C’est un cas particulier du théoréme de Cauchy ; ’homogénéité de x j rela-
tivement & (' provient de ce que, pour tout ¢ > 0, la fonction 1 x;(z,2’,#(")
est aussi solution du probléme (4.3).

Notons pour tout (2/,(') € W' x T :
P, ()={a' € S;< ()2’ -2 >= 0};
Kj(z" C,) = {22 ew; Xj(x’z,a<’) = 0}).7 =1,...,p.
Evidemment P(z’,(’') est 'hyperplan complexe de S passant par z' et
normal & (', et K1(2',¢'),...,Ku(z',(") sont les u hypersurfaces caractéris-
tiques complexes de W issues de P(2’,(’). L’hypersurface K;(2',(') est en-

gendrée par les projections sur X des bicaractéristiques issues des points
(0,2',¢7(0,2',¢")) quand z' décrit P(2',(").
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C) Pour tout (2',¢') € W' x T et tout k € {0,...,m — 1}, le probléme de
Cauchy d données méromorphes

1
<(hz' =z >n’ (4.4)
At v[0,2']=0,0<l<m—-1,0+k

a(xa az) ’U[:L'] =0; 6fv[0,x'] =

possede une unique solution v[.] holomorphe sur le revétement universel de
W\ U;‘:l Ki(2',¢"); sa valeur sera notée v(z,z',{"); la fonction (z,2',(') —
v(z,z',(") est holormorphe sur le revétement universel de ’ensemble

»
A= {(z,2',{") eWx W' xT;z ¢ U K;(z',¢"},
=1
et est positivement homogéne de degré —n relativement d ('.

Le probléme (4.4) a été résolu par HaMaDA [2] [3] [4], qui donne de sa
solution v[.] la forme suivante :

v[z] = v(z, 2, (") = vo(z,2', ") + Zv,-(x, 2, ¢ (4.5)

j=1

la fonction (z,2',{") — vo(z, 2',(") est holomorphe sur W x W' x T et posi-
tivement homogene de degré —n relativement & ¢'; pour tout j € {1,...,u},
la fonction (z,2',{") — v;(z,2',(') est holomorphe sur le revétement uni-
versel de ’ensemble

Aj={(2,2,¢") e W x W' x Ty ¢ K;(2',¢")},

et est positivement homogéne de degré —n relativement & (’; cette fonction
peut se mettre sous la forme suivante donnée par HamaDA [3] [4] :

1ot +o0 Y]
(2,2',¢") = G, 2 ()1 Xj(zaz ,¢") + Gju(z,2',( )u 4.6
v](-T z C ) 2y (IC z C ) og < C', > ; [Xj(x,z',cl)] ( )

ou les fonctions (z,2',¢') — Gj . (z,2',(") sont holomorphes sur W x W' x T
et positivement homogénes de degré v—n relativement a ¢’ pour tout n € N.
Ici on désigne par ¢’ un vecteur de S, choisi de fagon que

(V'eT): Re< (', > >0. (4.7
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La réunion de ces vecteurs ¢’ constitue donc un demi-céne convexe ouvert
+o00

de S. D’autre part, la série Z est absolument et uniformément convergente

sur tout compact contenu du:rlm le revétement universel de A;.

La proposition suivante montre que dans (4.6) on peut remplacer
Gj(z,2',(") log —Xi(—z;zcll’—g) par Gj(z,2',(") log xj(z,2',{') : on obtient
ainsi ’énoncé donné I;a.r Y.HaMADA.

PROPOSITION 4.1.— On a

»
Y Gjo=0sur WxW' xT. (4.8)

=1

Preuve.— La fonction
z— v(z,2', ()

appartient & un germe de X holomorphe sur W'\ P(2,(").
Vu (4.5) et (4.6), il en est de méme de la fonction

S G ' N1 Xj(fv,z',C')
ms—r; -,o(z,z,C) og W

Or : d’une part, chaque fonction
T +— Gjo(z,2', (")

appartient & un germe de X holomorphe sur W'; d’autre part, chaque

fonction o
T — ].Og Xj(x’z7<)
< (' >

appartient & un germe de X, localement holomorphe sur W'\P(2, ('), qui
croit de 2iw quand z' décrit dans W'\ P(2',(') un lacet ayant avec P(2’,(’)
le coefficient d’enlacement 1.

Donc la fonction

n
z — Z Gjo(z,2', (")

=1
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appartient au germe de X, holomorphe sur W', qui est identiquement nul.
D’ou (4.8).

5 - Choix d’une détermination uniforme
de la solution du probléme de Cauchy

Soient X = C"*! et S I'’hyperplan de X d’équation z° = 0. On désigne
par A un domaine borné de S dont la frontiere A est de classe C2. On
suppose A strictement convexe au sens usuel (cf. VALENTINE [14], p.94).
Soient y = (0,y') € 0A, et ' € S* tel que

Re <n',z' —y' > > 0 pour tout ' € A

n' est donc un vecteur de T, (0A) défini au produit prés par un réel
strictement positif.

Employons la notation 4.1 .— Supposons que y n’est pas un point critique
de OA pour h (voir section 3). Alors les racines 77[(,1), . ,77,(,") de ’équation
en 1,

h(y,m0,1") =0

sont deux a deux distinctes.

Il existe W et T tels que les propriétés A, B, C décrites dans la section
4 sont vérifiées.

Notons o un voisinage fermé de y dans A contenu dans W/ =W nN S.
Soit ¢' : ¢ — S*\{0} une application de classe C? telle que pour tout
z=(0,2')€oona
Re < ('('),2' —2' > > 0 pour tout z = (0,2') € A;
donc ¢'(2") est un vecteur de T (0A); la fonction ¢’ est définie au produit
prés par une fonction de classe C! sur o, & valeurs strictement positives.
Choisissons alors ¢ assez petit pour que ’application ¢’ envoie o dans T'.
Avec les notations de la section 5, nous poserons pour tout z' € ¢ :
(") = (M (0,2,¢'(2")), ¢'(2);
Xj(x) z’) = Xj (I, Zla Cl(zl))

Notation 5.1 .— Nous noterons K; la j-éme hypersurface caractéristique
réelle issue de o : d’aprés le théoréme 3.1, elle est engendrée par les
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bicaractéristiques complexes issues des (0, z',{7(z')) quand z = (0, z') décrit
o.
Nous choisirons dans X une boule ouverte V' de centre y et de rayon

assez petit pour que tout j € {1,..., u}, ’hypersurface K la divise en deux
domaines; nous noterons D; celui des deux domaines qui contient ANV.

Nous allons montrer que la fonction z +— v; (z,2',¢'(2")) est uniforme
dans Dj, donc que la fonction z v(:c,z',('(z’)) est uniforme dans

u
D=()D;.
Jj=1
Notons pour tout (2/,{') e W xT':
P(',¢"y={z' € S;Re < (',z' — ' >=0}.
Nous poserons pour tout z' € o :
P(z")y = P(<,('(")).

Soit 7 > 0 un nombre assez petit pour que les propriétés suivantes soient
vraies pour tout 2’ € ¢ :

(5.1) Les projections sur X des parties ou |z°| < r des bicaractéristiques is-
sues des (z,¢;), ouz = (0,2') € P(2')NW'et §; = (Aj(O,m’,C’(z’)),C’(z’)),
sont des arcs analytiques complexes sans singularités, engendrant une hy-
persurface réelle K;j(z') de V;

(5.2) Comme paramétre de z € Kj(z') nous emploierons sa coordonnée
z, et, non pas ’ensemble de ses autres coordonnées, mais le point z' de
P(2")NW' dont est issue la bicaractéristique (engendrant K;(z')) contenant
z. Alors sur K;(2'), le jacobien de I’application (z,,z') — z et de son inverse
sont bornés en module par une constante indépendante de 2’ € o.

Notons :

E' = U P(2");
Z'€o

E' est une partie de S contenant o, et disjointe de A puisque A est
strictement convexe; tout point de P(z') autre que z' est intérieur & E’
dans S; le point 2z’ appartient au bord de E'; donc :

LEMME 5.1.—a) E'\o est ouvert dans S;
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b) {E',A} est une partition contenant V' =V NS 31 le rayon de V est
choist suffisamment petit; plus précisément,

E'nA=§V' CE'UA.

Notons :

E; = |J Ki(2);

z'€o

évidemment E; est une partie de V dont l'intersection avec S est égale a
E'NV; évidemment E; contient Kj.

LEMME 5.2.—a) E;\K; est ouvert dans X ;

b) {Ej,D;} est une partition contenant V si le rayon de V est choisi
suffisamment petit : plus précisément,

E;nD; =0;VCEJ'UD]'.

La démonstration de ce lemme est donnée dans [13] : elle revient &
“transporter” le résultat du lemme 5.1 le long des bicaractéristiques issues

des K7(2').

La signification intuitive de ce lemme est la suivante : les hypersurfaces
caractéristiques Kj;(z') de X, issues des hyperplans réels P(z') de S,
enveloppent, quand 2’ décrit o, ’hypersurface caractéristique K; de X,
issue de I'hypersurface o de S enveloppée par les P(2').

LEMME 5.3.— a) Un point x de V appartient d K;(2') si et seulement si
Re x;(z,2') =0.
b) Un point z de VV appartient & D; si et seulement si
(Vz' € 0) : Re xj(z,2") > 0.
Preuve.— Rappelons que xj(z,2') = x;j(z,2',{'(2')), ot {'(z') est tel
que pour tout z = (0,z') € Aon a
Re < ({'('),2' —2' > > 0.
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La fonction = — xj(z,z') est constante le long des projections des bi-
caractéristiques issues des points (0,z',¢;), ou z' € P(z'); donc z =
F(z°,2',2') est sur 'une de ces projections si et seulement si

Re xj(z,2') = Re < {'(z),2' =2/ >=10

ceci prouve la partie a) du Lemme 5.3.

Si V est choisi assez petit, on déduit alors du Lemme 5.2 que = appartient
a D; NV si et seulement si

(Vz' € 0) : Re xj(z,2') #£0;
de plus Dj est connexe et contient A sur lequel, vu la définition de ¢'(z2'),
(Vz' € o) : Re xj(z,2') = Re < {'('),2' —2' > > 0;

d’ott (5.7) vu la continuité de la fonction x;. Si z appartient & V, (5.7)
équivaut donc & £ € Dj. Ceci achéve la démonstration de la partie b) du
Lemime 5.3.

Choiz de déterminations uniformes des fonctions vj et v, qu’a définies le
C) de la section 4. Soient j € {1,...,u}, ¢ € Dj, 2’ € 0. D’aprés le Lemme
5.3:

Re xj(z,2') = Re xj(z,7',{'(')) > 0;
par définition de ' € S :
Re < ({'(2"),d' > >0.
Donc : le nombre complexe
xi(z,2',¢'(2")
<¢'(2),c >
n’est pas un nombre réel négatif ou nul.

Dans toute la suite on désigne par log Z une détermination du logarithme
complexe sur C\R.

La fonction
Xj (1:, zl’ Cl(z'))
< '(2"),c >
est, pour tout z' € o, uniforme et holomorphe dans D; : il en est donc de
méme de la fonction

z — log

z — vj(z,2,{'(z")).
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Donc la fonction
z+— v(z,2',('(2'))

n
est, pour tout 2’ € o, uniforme et holomorphe dans D = ﬂ D;.
J=1
Notons :

> ={(#.¢'();# e o}

on déduit de ce qui précede le lemme suivant :
LEMME 5.4.— Pour tout j € {1,...,u}, la fonction
(z,2',¢") — vj(z,2',¢")
est holomorphe sur un voisinage de D; x X; donc la fonction

(z,2',(") ¥— v(, 7', (")

m
est holomorphe sur D x X, ot D = ﬂ D;.
J=1

6 - Cas ol la donnée de Cauchy est
continue sur w preés de y

Nous reprenons les notations et les hypothéses de 'introduction (section
1). En raison du principe de superposition, nous nous limitons a une seule
donnée de Cauchy non nulle, soit w; : dans ce qui suit, nous noterons w au
lieu de wg. Nous supposerons ceci :

(6.1)

11 existe un voisinage o de y dans Ow tel que
la fonction w est continue sur w U o.

D’aprés le corollaire 1.5.25 de [7], on peut se ramener par une transfor-
mation biholomorphe au cas ot w est strictement convexe en y : en effet,
Phypothése (6.1) est conservée par une transformation biholomorphe sur
un voisinage de y dans S. KoHN, NIRENBERG [8] ont remarqué que seule la
pseudoconvexité stricte assurait I’existence d’une telle transformation; voir
aussi [7], probléme 20 p.64.

Reprenons également les hypotheéses et les notations de la section 2, ol
nous noterons :
Z',z',¢" au lieu de z,z,¢.
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Rappelons que T désigne ’ensemble des (("*(z'),z') quand 2z’ décrit o.
D’aprés le théoréme 2.1, la fonction

/ w(z) DN P(¢) A 6(=")

< CI zl $I >n

w(z') = w(z )— (2z7r)"

est holomorphe sur un voisinage W{ de y dans S; ce voisinage, qui dépend
de w et o, est indépendant de w.

D’aprés le lemme 9.1 de LERAY [11], il existe un voisinage V; de y dans
X, ne dépendant que de W] et de 'opérateur a(z, 0; ), tel que la solution &
du probléme de Cauchy

a(z,8;)a(z) = 0; ¥ 4(0,2") = B(z");
3t 4(0,2')=0, £=0,....m—1, L#Ek
est holomorphe dans V;.

D’aprés la propriété C de la section 4, si 0 C Ow est choisi suffisamment
petit, la solution ¥ du probléme de Cauchy

a(z,8;) u(z) = 0;
a‘a(Oz')=0 e—o coom=1, L#k;

ak ~(0 l) - (21'”)" / ( l) ¢(C’)A0(z’)

<(',z! —z'>"
est donnée par la formule

ﬂz=(n_1)! w(z') v(z, 2, (' ! 2
@ = G2 [ ale) u(a,#,¢) 9€) A6

= uj(z),
7=0

ou u, est holomorphe sur un voisinage de y dans X, et pour tout j €
{1,...,u} ona

u;(z =(n—1)! w(z') vi(z, 2, (' ! Z
J() (2i7r)" s ( ) J( ’ 7C)¢(C)Ae( )

D’apreés la section 5, si (' : o — S*\{0} est une application de classe C
telle que pour tout 2/ € o on a

(V' e A):<(',a'—2'>>0
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alors la fonction z +— vj(z,2',(’) est holomorphe uniforme dans D;; donc
la fonction z + wu;(z) est holomorphe uniforme dans D;. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 1.1 dans le cas ou w est continue sur @ prés de

Y.

7 - Continuité de la famille des caractéristiques

On reprend les hypothéses et les notations de la section 6. On suppose

cette fois que A est strictement convexe en tout point de sa frontiére au
sens de (7] p.67.

Soit (Ac)o<e<i une famille décroissante de domaines de S, ayant les
propriétés énoncées dans la proposition 2.1 avec le voisinage W défini dans la
section 4, et le voisinage A défini comme suit : I’hyperplan p(z, ) d’équation

Re<é,z—2>=0

appartient & A si et seulement si le couple (z,£) appartient & W x ', ou I'
est défini dans la section 4.

Notons :
Ox = ﬂ 0A;
0<e<1
(Ve €[0,1]) : 0c = OAN\ow :

o et o sont des hypersurfaces fermées de classe C? de S, de méme bord

00 .

D’apres la propriété (2.6), il existe une application continue ' : A,\A; —
T, lipschitzienne sur A,\A;\Jo, et sur chaque o, possédant la propriété
suivante : pour tout € € [0,1] on a

(V' € OA¢, Vz =(0,2") € A¢) : Re < ('(2'),2' —2' >>0.

Donc si 2’ appartient & 9A,, alors ('(2') est un vecteur de T%(0A);
la fonction (' est définie au produit prés par une fonction continue sur
A,\A; a valeurs strictement positives; elle peut é&tre choisie de classe C!

sur (Ao\A1)\0o..
En employant les notations de la section 4, nous poserons pour tout
P Ao\Al : ) )
¢ = (V(0,7,{'(="),¢'(2);
xi(z,2") = xj(z, 2, {'(2")).
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Notation 7.1 .— Nous noterons K la j-éme hypersurface caractéristique
1ssue de o : d’aprés le théoréme 3.1, elle est engendrée par les caractéristi-
ques réelles issues des (0, 2',(?(2')) quand 2’ décrit o..

Nous choisirons ¢, > 0 assez petit et une boule ouverte V dans X de
centre y et de rayon assez petit pour que pour tout j € {1,...,u} et tout
€ € [0,¢,] Uhypersurface K; la divise en deuz domaines; nous noterons D;
celui qui contient A.NV.

En remplagant ensuite = par €, nous nous ramenons a €, = 1.
€o )

Comme dans la section 5, notons pour tout (2',{') € W x I':
P(Z',{"Y={2' € S;Re < {',2' - 2' >=0};
ici c’est pour tout z' € A,\A; que nous définissons
P(z')=P(<,{'(z")).

Soit r > 0 un nombre assez petit pot que les propriétés (5.1) et (5.2)
soient vraies pour tout z' € A,\A;. L'exi
par le fait que le compact —AO\AI est contenu dans 'ouvert W, tandis que
son image par la fonction continue ¢’ est un compact contenu dans ’ouvert

T.

sience d’un tel nombre r est assurée

Pour tout € €]0,1], notons :

E= U PEY

Z€ALN\A,

soit d’autre part

E, = |J P@).

2'€o,

Pour tout € € [0, 1], E! est une partie fermée de S disjointe de A, puisque
A est strictement convexe; évidemment E! contient o ; tout point de P(z'),
sauf 2’ lorsqu’il appartient & o, est intérieur & E! dans S'; tout point 2’ € o
appartient au bord de E!; donc pour tout € € [0,1], E!\o, est un ouvert de
S. En outre la famille (E)o<e<1 est strictement croissante; donc :

LEMME 7.1.— a) E!\o¢ est ouvert;

b) {E', A} est une partition contenant V' : autrement dit,
E'NAc=0;V' CE.UA..
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Rappelons que pour tout 2’ € A,\A;, les propriétés (5.1) et (5.2)
permettent de définir une hypersurface réelle K;(z') de V, qui est la j-éme
hypersurface caractéristique issue de P(z').

Notons pour tout € € [0,1] :
Ei= |J K@)
zler\Ae

soit d’autre part

E; = |J K;(2).

Z'€o,

Evidemment pour tout € € [0, 1], E; est une partie de V' dont l'intersec-
tion avec S est égale a ELNV', et Ej; contient ’hypersurface caractéristique
réelle K j issue de o,.

LEMME 7.2.—a) E{\K} est ouvert dans X ;

b) {Ej, D;} est une partition contenant V : plus précisément,

E{nD; =0,V C E{u D

Preuve.— Celle du lemme 5.2, ot I’on remplace

El,d, E]',Kj,Dj par Eé,o‘e,E;,K;,D;.

LEMME 7.3.— La famille (Dj)oseSI est décroissante, et on a :

D} = U DS

0<e<1

Preuve. — Par définition D§ C V'; vu le lemme 7.2, {E5NV, D5} est donc
une partition de V.

Pour prouver le lemme, il suffit donc de prouver ceci :

(E’]E N V)o<e<1 est croissante ;

E:nV= (] (BinV).

0<e<1
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Or, par définition de Ej :

(E;)oge<a est croissante ;

E? = ﬂ E;.

0<e<1

8 - Intégration sur des chaines homologues
On reprend les hypothéses et les notations de la section 2; on notera :
Z',z', (" au lieu de z,z,(.
Pour tout € € [0,1], on pose :
Ze={(,('(¢"); 2 € o };

L. est une variété; nous 'orientons comme le fait le théoréme 1 de [13]; au
sens de la topologie algébrique, ¥, est donc une chaine; son bord, dont le
support est la variété

{(z', C'(z')); Ze 30*},
est indépendant de .

Pour tout € € [0, 1], soit :

I = U T, = {(z',('(z'));z' € (A,\A¢) U Doy} -

0<n<e

T et TI sont des parties de S x (S*\{0}), dont les projections respectives
sur S sont o¢ et (A,\A¢) U 00..

LEMME 8.1.— 81 0 < 1 < € alors X, est homologue & Il dans Il.. Cela
signifie que X, — L, est un cycle homologue & zéro dans II..

La démonstration de ce lemme est évidente.

Soit w une fonction holomorphe sur A,, & valeurs complexes.

LEMME 8.2.— a) La forme différentielle en (z,2',(")
w(z')vj("’"’ 2, ¢ (¢ A 6(2")

est, pour tout j € {1,...,u}, définie et holomorphe sur un voisinage ouvert
de D§ x I dans V x V' x (5*\{0}).
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b) Sa restriction ¢ z fizé est fermée sur un wvoisinage de II. dans

V' x (S*\{0}).

Preuve.— a) Cette partie du lemme résulte du lemme 5.4.

b) Pour dz =0et dz’ =0ona:
o2, () ADC) = 3 5ot A AD(C)
k=1

_n@ﬁ "= —n vilz. 2 ' n.
_gack Cke(C)— nv_,(:z:, 7()9(4)

cette derniére égalité résulte de l'identité d’Euler, que I’on peut appliquer a
vj compte tenu de la propriété C' de la section 4.

D’autre part,
dp({") =n 8(C");
donc, pour dz = 0,
d[vs(z,#', (")) = 0;

d’olt le b) puisque d(w(z')8(z')) = 0.

Notation 8.1 .— Pour tout j € {1,...,u} et tout n €]0,1] on pose
(n—1)
(2im)™ g,

w(2"Yj(z, 2, {(C") A 6(2").

u;’(x) =

LEMME 8.3.— a) La fonction u;’ est définie, holomorphe et uniforme
© dans D;-’,

b) Si0<n<eetz€Djona

uj(z) = uj(z). (8.1)

Preuve.—-a) C'est, avec d’autres notations, le résultat obtenu dans la
section 8.

b) Les intégrales d’une forme fermée dans un ouvert sur des chaines
homologues dans cet ouvert sont égales : donc (8.1) résulte des lemmes 8.1
et 8.2.

Notation 8.2 .— Pour tout 7 €]0,1] et tout € D on pose :
uj(z) = u;'(a:)
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PROPOSITION 8.1.— La fonction u} est définie, holomorphe et uniforme
sur D? ; pour tout 1) €]0,1], sa restriction & D] est u].

C’est une conséquence immédiate du lemme 8.3.

9 - Preuve du théoréme 1.1

Nous reprenons les hypothéses et les notations de 'introduction, sans
condition supplémentaire de continuité sur les données de Cauchy. Par
une transformation biholomorphe, nous nous ramenons au cas ou w est
strictement convexe en y au sens de [7] p.67.

Nous reprenons également les hypothéses et les notations de la section 2,
ou nous noterons
Z',z',¢" au lieu de z,z,(.

Compte tenu du principe de superposition, nous nous limitons au cas
ou une seule donnée de Cauchy wy du probléme (1.1) est non nulle; nous
noterons w au lieu de wg.

Pour tout € €]0,1] et tout z' € A, on pose :
(n—1)! $({") A 6(z")
(2im)™ g, <(2' -z >n°

d’aprés la proposition 2.2, la fonction w, est holomorphe sur A, et si
0 < € < 7 alors w, = w, sur Ay; on peut donc définir une fonction w,
a valeurs complexes, par :

we(z') =

w(2')

(Ve €]0,1]) : @ = we sur A;

cette fonction est définie et holomorphe sur A,.

D’apres le théoréme 2.2, la fonction
@(z') = w(z") — ©(z")
est définie et holomorphe sur un voisinage W{ de y dans S; ce voisinage,

qui dépend de w, est indépendant de w.

D’aprés le lemme 9.1 de LERAY [11], il existe un voisinage V; de y dans
X, ne dépendant que de W] et de 'opérateur a(z, ), tel que la solution &
du probléme de Cauchy

a(z, 8, )a(z) = 0; 8%%(0,2') = W(z");
0'4(0,2") =0, £=0,....m—1, L#k
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est holomorphe dans V;.

D’aprés le résultat obtenu dans la section 6, la solution u du probléme
de Cauchy a données holomorphes dans A, :

a(z,8; )i(z) = 0; 85 w(0,2') = @(z');
At u(0,2") =0, £=0,....m—1, £#k

est donnée par
m
() =) uj(2),
Jj=0
ol pour tout j € {0,...,u} on pose
(n—1)

uj(z) = @ s, w(z'Jvj(z,2,(')

P A6(=")

< C/’z/ — g >_n’

Dans ce qui suit, D¢ désigne un voisinage de y dans X et, pour tout
J €{1,...,u}, D; est le domaine défini par la notation 7.1.

D’aprés la proposition 8.1, chaque fonction uj est la restriction & D d’une
fonction u} holomorphe et uniforme sur D ; par conséquent, la solution u
du probléme de Cauchy (9.1) & données holomorphes dans A, est de la
forme

®
u(z) = ) uj(=)
j=0
ou pour tout j € {0,...,u}, la fonction u} est holomorphe et uniforme dans
D3. Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.1.

10 - Un résultat global a coefficients constants

On commence par rappeler un théoréme de J.M.BONY et P.SCHAPIRA.

Comme précédemment, on désigne par a(z,0;) = Z aq(z)07 un opéra-
|a|<m

teur différentiel linéaire d’ordre m & coefficients holomorphes dans un ouvert

Y de C™*!| et par g(z,¢) = E aq(z)¢* son symbole principal.

laj]=m

THEOREME 10.1.— (BoNY, SCHAPIRA [1]). Soient ¢ et C deuz convezes
de Y, c étant localement compact, C ouvert, avec c C C. Considérons les hy-
perplans réels de X dont la normale est limite de directions caractéristiques
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en (au moins) un point de C, i.e. appartient ¢ ’adhérence des £ € C™*!
tels qu’il eziste ¢ € C tel que g(z,€) = 0. Supposons que tout hyperplan réel
de ce type qui coupe C coupe c. Alors si u est une fonction holomorphe au
voisinage de c et st a(z,0;)u(z) est holomorphe dans C, u se prolonge en
une fonction holomorphe dans C.

On en déduit le résultat suivant.

THEOREME 10.2. — Supposons que le symbole principal g(£) de l’opéra-
teur a(z,0;) soit d coefficients constants, et que aq = 1 pour a =
(m,0,...,0). Soit w un ouvert conveze de S : z° = 0, de frontiére C*,
contenu dans Y. Soit Q louvert conveze de C™t! délimité par les hyper-
plans réels caractéristiques tangents 4 Ow. Alors la solution u du probléme
de Cauchy (1.1), d données de Cauchy wi holomorphes dans w, est holo-
morphe dans tout domaine convere C' de C™*! contenant w et contenu dans

QNY (donc dans L 51 Q CY).

Preuve.— On applique le théoréme 10.1 avec ¢ = w et C tel que
w o U C QNY. L'ensemble des diresions normales & Ow dans S
décrit tout l’espace projectif réel PS* associé au dual réel de S, et ceci
exactement deux fois (cf. LERAY [12], n°48) : on en déduit que ’ensemble
des hyperplans caractéristiques réels de C"*! tangents & Ow est fermé, et que
tout hyperplan caractéristique réel H de C"™t! est paralléle & exactement
deux de ces hyperplans H; et Hj. Siun tel hyperplan H coupe C, il est donc
nécessairement compris entre H; et H donc coupe ¢ = w, et le théoréme
10.1 s’applique.
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