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Normalisation d’une représentation non linéaire
d’une algèbre de Lie

DIDIER ARNAL(1), MABROUK BENAMMAR(2), et MOHAMED SELMI(2)

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IX, n°3, 1988

RÉSUMÉ.- On introduit une notion de forme normale pour une représen-
tation non linéaire formelle T, dans d’une algèbre de Lie complexe de
dimension finie. Cette notion est optimale dans le sens qu’elle est canoni-
que si la partie linéaire de T est complètement réductible, qu’elle généralise
les notions introduites précédemment et qu’un théorème de normalisation
général est vrai pour elle. On prouve enfin un résultat du même type dans
le cas analytique.

ABSTRACT. - We define the notion of normal form of a non linear formal
représentation T of a complex Lie algebra in en . This notion is canonical if
the linear part of T is completely reducible, it generalizes each preceeding
définitions of normal form and a général normalization theorem holds for it.
Finally, we prove a similar result in the analytic case.

Introduction

La linéarisation ou la normalisation d’un champ de vecteurs au voisinage
d’une singularité est un vieux problème remontant à Poincaré et à Dulac
(voir par exemple BRJUNO [3], CHAPERON [4]). Plaçons-nous dans le cadre
formel. Un champ formel T sur E = cn, singulier en 0 est une série formelle :

où Tk est une application k-linéaire symétrique de E x ... x E dans E.
Notons xo(E) l’espace de ces champs. Normaliser le champ T formellement,
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c’est le mettre, par un changement de coordonnées préservant 0 sous la
forme :

où S est linéaire = 0 2) et diagonalisable et N est "nilpotent",
c’est-à-dire ~V~ est nilpotent, et satisfait :

En particulier Test linéarisable si Nk = 0 dès que k > 2.

L’intérêt de la mise sous forme normale (non formelle) d’un champ
de vecteurs est évident dans tous les problèmes de résolution d’équations
différentielles. En particulier, si T est linéarisable, ses trajectoires peuvent
être décrites avec précision.

Restons cependant dans le cadre formel et envisageons le problème de
normalisation simultanée de plusieurs champs de vecteurs, tous singuliers
en 0. Ce problème a été étudié par d’assez nombreux auteurs et dans
cette généralité n’admet pas de solution simple et générale, (cependant
DUMORTIER, ROUSSARIE ont étudié dans [6] un problème de ce type). La
situation est beaucoup plus claire si on suppose que l’ensemble des champs
de vecteurs forme une algèbre de Lie g de dimension finie. On pourra alors
considérer ces champs comme une représentation non linéaire formelle T au
sens de FLATO, PINCZON et SIMON de g : :

car alors on peut utiliser la structure de l’algèbre de Lie en question pour
préciser les formes normales possibles.
On sait par exemple depuis CHEN [5], HERMANN [9], GUILLEMIN et

STERNBERG [8] que si l’algèbre g est semi simple, les champs sont tous
simultanément linéarisables (et alors Tx = T~ est diagonalisable quel que
soit X de g).

Si g est nilpotente, il a été montré dans [1] et [2] que les champs qui la
composent sont tous simultanément normalisables. Plus précisément, que
l’on peut mettre les Tx , pour X dans g sous la forme :

où Sx est linéaire et diagonalisable, ~V~ est nilpotent avec les relations :



Ceci permet d’ailleurs la classification de ces représentations non linéaires
formelles dès que la partie linéaire est fixée ( ~1J ~.

Cependant, si g est une algèbre quelconque, on ne peut pas espérer
normaliser T(g) de façon aussi stricte comme des contre exemples très
simples (même linéaires) le montrent.

Dans [12], LIVINGSTON et ELLIOTT envisagent ce problème d’un point de
vue restrictif : ils établissent un résultat de linéarisation de T lorsqu’il y a
dans g un vecteur X tel que les valeurs propres de ad X dans g vérifient
avec les valeurs propres de Tl des relations de non résonance.

Il est donc naturel de poser le problème général et de définir une forme
normale pour une représentation non linéaire T qui dépend des racines de
g ou d’une de ses sous algèbres.

Plus précisément, nous proposons dans cet article la définition suivante
de forme normale d’une représentation non linéaire formelle ou analytique
Tdeg.

a. On se donne une décomposition de LEVI -MALCEV de g : :

(s est semi simple, r est le radical résoluble de g).
b. On dira que T est normale par rapport à D si est linéaire et si

a la forme suivante :

où la partie linéaire D~ de Tir est telle que D~ est diagonale
avec des coefficients ~1, ... , (les ~t apppartiennent à r*) et N~
est triangulaire strictement supérieure, de plus 2) a la forme
suivante dans les coordonnées a*, de E : :

où les seuls termes non nuls (résonnants) sont ceux qui vérifient :



(c’est-à-dire une valeur propre de la représentation adjointe de r).
Cette définition est intrinsèque si g est résoluble et dans le cas général

dépend de D c’est-à-dire du choix du facteur de LEVI s. Elle généralise les
cas semi simple et nilpotent déjà connus ainsi bien sûr que le cas trivial où
il existe une contraction dans le centre T(g) et l’étude de LIVINGSTON et
ELLIOTT.

Le problème algébrique de classification à équivalence près des représen-
tations non linéaires de partie linéaire T~ donnée passe par celui de la déter-
mination d’une famille de groupes de cohomologie

En fait, nous montrons dans cet article que notre notion de normalisation
est optimale lorsque T 1 est complètement réductible : les T~ restant sont

placés dans un supplémentaire de

On montre alors que toute représentation non linéaire formelle est formel-
lement normalisable et que dans le cas d’une représentation T analytique,
sous l’hypothèse de Poincaré où 0 n’est pas dans l’enveloppe convexe des

~$, T est analytiquement normalisable.

1. Normalisation de T relativement à un élément X de g

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur C, on identifie l’espace
des applications k-linéaires symétriques à l’espace où est

l’espace des k-tenseurs symétriques sur E. On notera L(E) l’espace L(E, E).
Si (e~ , ... , en ) est une base de E, on définit une base (eâ ) de E)

par :

où désigne l’opérateur de symétrisation, projection de sur et

fJ est le symbole de Kronecker.

est l’ensemble des séries formelles : 
.



on l’appellera l’ensemble des champs de vecteurs formels (singuliers en 0).
Evidemment, un champ de vecteurs X analytique sur E et singulier en 0
admet un développement de Taylor :

On l’identifiera au champ formel

Si T k = 0 pour chaque k supérieur à. 1, on dit que T est linéaire.

On définit le crochet de deux champs formels T et S, singuliers en 0 par :

où

et

Dans ces expressions Idj désigne l’application identité de ®~~ sur lui-
même. On notera parfois ce crochet :

et on remarquera que [T, S]l = ~T ~ ..

Bien sûr si X et Y sont des champs analytiques singuliers en 0, le champ
formel associé à [J~f, Y] est le crochet des champs formels associés à X et à
Y. 

’

Si T est un champ formel, on note ad T l’endomorphisme de défini

par :



Le résultat suivant est bien connu :

LEMME 1.1. - Soit T un champ formel linéaire et

l’unique décomposition de l’endomorphisme T~ en un endomorphisme dia-
gonalisable S1 et un endomorphisme nilpotent NI, commutant entre eux.

Alors, dans :

est l’unique décomposition de ad T en un endomorphisme diagonalisable
ad S’1 et un endomorphisme localement nilpotent ad NI, , commutant entre
eux.

De plus, si u1, ... sont les valeurs propres de S’1 dans E (les ~C~
ne sont pas nécessairement distincts ), les valeurs propres de ad SI dans

sont :

Par endomorphisme localement nilpotent de nous entendons une

application linéaire f de dans lui-même telle que :

La normalisation d’un champ formel T est l’opération suivante :

DÉFINITION 1.2. - (cf. [3] par exemple) Soit T = Tk un champ
de et soit ~’1 = SI + N1 la décomposition de T~ du lemme 1.1. Soit

(el, ... , en) une base de E sur laquelle SI est diagonale, on écrit :

T est dit normal si :



Ceci revient à écrire T sous la forme :

où ,S’1 est linéaire et diagonalisable et N = N~ est tel que N1 est

nilpotent et (S1, N~ = 0. 
-

DÉFINITION 1.3. - Deux champs de vecteurs T et T’ sont dits équivalents
s’il existe un élément ~ _ de tel que est inversible

et :

où : 

Si T est équivalent à un champ normal, T est dit formellement normali-
sable.

Bien sûr, si 03A8 est un difféomorphisme analytique de E préservant 0, on
peut l’écrire :

où ~S est un polynôme homogène de degré k et est inversible et donc

associer à 03A8 l’élément 03C8 de Xo(E) :

Ceci fait, si X est un champ analytique singulier en 0, le champ 
sera aussi analytique et singulier en 0 et il lui correspondra le champ formel
~*X.

Enfin si X’ est un autre champ analytique singulier en 0, le champ X’ 0 Bl1
sera analytique et singulier en 0 et il lui correspondra le champ formel X’ 
Notre notion d’équivalence formelle est donc la traduction de la notion de
champs 03A8 reliés ou 03A8 est un difféomorphisme préservant 0.

Depuis DULAC, on sait d’ailleurs que :

LEMME 1.4. cf. par exemple [5] ou [1]). Tout champ de vecteur formel
T est formellement normalisable.



Preuve. . Conservons les notations de 1.2, on a :

où V k est le noyau de ad SI et Vlk son image dans Supposons
T normalisé à l’ordre k - 1 c’est-à-dire :

et essayons de faire disparaître la composante T1 de Tk dans Vk. On cherche
pour cela 0k dans E) tel que :

où Nk est dans Yk. Cette équation a toujours au moins une solution :

et on prend Ç tel que :

Introduisons maintenant une algèbre de Lie de dimension finie de champs
formels :

DÉFINITION 1.5. Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur C,
une représentation non linéaire (formelle> T de g sur E est une application
linéaire: :

telle que :

Deux représentations T et T’ de g sont dites équivalentes s’il existe ~ dans

xo(E) tel que soit inversible vérifiant: :

La première notion de forme normale pour T est celle de forme normale
relativement à un des éléments X de g : :



DÉFINITION 1.6. Soit X un élément de g, ~el, ... , en~ une base de E
dans laquelle TX est sous forme de Jordan et ... les valeurs propres
de TX. . ©n dit que T est normale relativement à X si, pour chaque Y de g,

où les seuls A03B1s qui peuvent être non nuls sont ceux tels que 03A3i03B1i i - s
est une valeur propre de ad X dans g.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est alors : :

THÉORÈME 1.7. Si Tx est normal, alors T est normale relativement à
X.

Preuve . Si Tx est nul, il n’y a rien à prouver. Supposons Tx non nul
et Tx normal c’est-à-dire :

est la matrice diagonale ... , et l~x est triangulaire supérieure.
Notons (X 1, ... , Xd) une base de g dans laquelle ad X est sous forme de

Jordan c’est-à-dire :

On va montrer par récurrence sur j que TXj a la forme de la définition 1.6,
on peut ajouter Txo = 0 pour commencer la récurrence.

Supposons donc que TXa , ... , TXj -1 sont "normaux relativement à X"
au sens de la définition 1.6. La relation :

s’écrit, avec toutes nos hypothèses :

où l’on a écrit :



où (p) = (0,..., 0,1, 0, ... , 0). ( 1 a la p-ème place).
Si p et r sont tels que n’est pas un des v~ , on en déduit par

récurrence sur les couples (p, n - r) que est nul c’est-à-dire que Txj
est "normal relativement à X à l’ordre 1".

Supposons maintenant que Tx; est normal relativement à X à l’ordre k-1
c’est-à-dire que la relation de la définition 1.6 est vraie pour les !a~  k.

Introduisons un ordre total sur les couples ( a, s ) où |03B1| = k : ( a, s )  (03B1’, s’)
si et seulement si :

(notre ordre est l’ordre lexicographique sur les n + 1 uplets (a, n - s)).
Notons :

On vérine d’abord que les composantes non nulles de 

sur les es03B1 sont uniquement celles pour lesquelles 03A3i 03B1i i - s est

une des valeurs propres v~ .

En effet ces composantes proviennent des * es03B3 qui apparaissent dans
ou dans T~ i * avec :

Ce qui nécessite :

c’est-à-dire qu’il existe p tel que :

ou bien :



Dans les deux cas,

On écrit alors la relation :

Donc si ~p sont les coefficients non diagonaux de la matrice (de Jordan) T~ : :

où :

Soit:

et comme (a( h ) , s) et (a, s-~-1) sont strictement inférieurs à (a, s) on prouve
par induction sur l’ensemble ordonné des (a, s) que TXJ est normal jusqu’à
l’ordre k. cqfd

Remarque 1.8. Introduisons les sous-espaces caractéristiques
Ei,..., Em de Tx, associés aux valeurs propres distinctes ... , a,.,.a de .

Il est facile de voir que Tx est normal si et seulement si :

et la représentation T de g est normale relativement à X si et seulement si :



2. Normalisation d’une représentation non linéaire
d’une algèbre de Lie résoluble

Dans ce paragraphe, on suppse que g est résoluble.

Le théorème de Lie ([11]) permet de triangulariser chaque représenta-
tion linéaire 7r de g, c’est-à-dire de mettre toutes les matrices 7r(X) simul-
tanément sous la forme :

où les p~ sont des caractères de g, c’est-à-dire des éléments du dual g* de g
s’annulant sur ~g, g~, ce sont les sous quotients irréductibles de ~r.

Si x = ad est la représentation adjointe, on notera ces formes v1, ... , vd ,
ce sont par définition les racines de g.

Si T est une représentation non linéaire formelle de g, on notera ~c1, ... , ~c~
les formes ainsi construites en prenant 7r = .

DÉFINITION 2.1. - Soit g une algèbre de Lie résoluble et T une représen-
tation non linéaire de g, soit ~c~, ... les sous quotients irréductibles de
T1, on note l’élément de g* tel que :

Un couple (~, s) sera dit résonnant si est une racine de g.

Soit R l’ensemble des couples résonnants de T, T sera dite normale si :

Enfin T est normalisable si elle est équivalente à une représentation nor-
male.

Dans ce paragraphe, nous montrons que toute représentation de g est
normalisable par un argument semblable à celui de [1]. On introduit les
vecteurs de résonance.



DÉFINITION 2.2. Un vecteur Xo de l’algèbre de Lie résoluble g est dit
vecteur de résonance pour la représentation non linéaire T si, avec nos

notations : :

LEMME 2.3. - L ’ensemble des vecteurs de résonance est dense dans g.

est distinct de Vj, l’ensemble :

est un ouvert dense de g. L’intersection D des non vides est donc, par
le théorème de Baire, dense dans g. Chaque élément X o de D est un vecteur
de résonance pour T.

Alors : :

2.4. - Toute représentation non linéaire formelle T d’une
algèbre de Lie résoluble g est formellement normalisable (au sens de la

définition ,~.1>.

Preuve . Il suffit en effet de choisir un vecteur de résonance Xo pour T et
de normaliser Txo par le lemme 1.4 pour que T soit normalisée relativement
à Xo (théorème 1.7) donc par définition que T soit normale.

Ce résultat généralise l’étude du cas nilpotent ( ~1~ ).

3. Normalisation d’une représentation d’une algèbre de Lie

Si g est une algèbre de Lie complexe semi-simple (de dimension finie), on
sait [7], [9], que toute représentation formelle est formellement linéarisable.
Une représentation T sera donc dite normale si et seulement si T est linéaire.

Soit maintenant g une algèbre de Lie complexe quelconque et T une
représentation non linéaire formelle de g sur E. Notons r le radical résoluble
de g ; on sait d’après le théorème de LEVI-MALCEV ([11]) que l’on peut
décomposer g en

où s est semi simple. On posera donc :



DÉFINITION 3.1.- Une représentation non linéaire formelle T d’une
algèbre de Lie complexe g sera dite normale par rapport à la décomposition
de Levi.

de g si la restriction T (s de T à r est normale et celle de T à s est

linéaire.

T sera dite normalisable par rapport à la décomposition de Levi D de
g si elle est équivalente à une représentation normale par rapport à la

décomposition de Levi.

Etant donné une représentation formelle T d’une algèbre de Lie g et une
décomposition de Levi D de g, nous allons montrer que Test normalisable
par rapport à D. Etablissons d’abord :

LEMME 3.~. -~-- g, T et D étant donnés, il existe au moins un vecteur de

résonance Xo pour T ~r. tel que

Preuve . Déployons s en :

où h est une sous-algèbre de Cartan et si A est le système de racines de h
dans g, on a choisi un ordre sur A et on a posé :

où ~‘~ est le sous-espace radiciel de s correspondant à la racine a ([11]).
Décomposons maintenant r, vu comme un s module pour la représenta-

tion adjointe :

où chaque ri est un module irréductible, engendré par son vecteur de plus
haut poids Wi.

Si ri n’est pas le module trivial, les vecteurs de poids plus petit de ri
sont obtenus par action de n- sur u~, et w; lui-même ayant un poids non
nul s’écrit comme ad où H est un vecteur de h.



Choisissons alors un vecteur de résonance Xo de g, décomposons le sur
les espaces ri en

Pour chaque i tel que ri n’est pas trivial, Xi est une somme de crochets :

où appartiennent à ri, Xa à n- et H~ à h.

D’autre part h + 7~" + r est une sous algèbre résoluble de g, on peut donc
triangulariser la restriction de T~ à cette algèbre et donc prolonger les sous
quotients irréductibles ~s 1, ... , /-ln de à h + n- + r, donc :

Le vecteur :

est donc encore un vecteur de résonance pour Tir et il vérifie :

THÉORÈME 3.3. Soit T une représentation formelle non linéaire d’une
algèbre de Lie g et D une décomposition de Levi de g. Alors Test normali-
sable par rapport à D.

Preuve . On choisit un vecteur de résonance X o pour qui commute
à s, on note E1, ... Em les sous espaces caractéristiques de T1Xo et on pose :

Comme commute à , chacun des E~ est stable par chaque
ad Tl (X E s). Si Txo est normalisé alors, Tir l’est et on suppose que
T2 ~ ~, ... , sont tous nuls, alors l’application :

définie par :



où 7rs est la projection sur Es parallèlement à ~?~~ E;, est un 1-cocycle de
Es pour sa structure de s module définie ci-dessus. C’est donc un cobord

[11] et on peut trouver W~ dans Es tel que :

Mais si (a, s) n’est pas résonnant c’est-à-dire si :

alors, puisque Tlo commute à on a par l’argument du théorème 1.7 :

On peut alors tuer les restant en posant :

où R est l’ensemble des couples (a, s) résonnants.

Par construction, Txo est toujours normal donc aussi et 

s ’annule.

On conclut par récurrence sur k.

4. Interprétation cohomologique

Les groupes de cohomologie naturellement associés au problème de
linéarisation ou de normalisation formelle d’une représentation formelle T
d’une algèbre de Lie g sont les groupes :

où E) est considéré comme un g-module par action de ad T 1.

En particulier, T est linéarisable si chacun de ces groupes est nul (sur
ceci voir par exemple [7] et [9]).

La méthode de normalisation présentée au §3 consiste en fait à localiser
les termes d’ordre k dans le sous espace des termes résonnants.

Conservons toutes les notations précédentes (en particulier e1, ... , en est
une base de E sur laquelle est sous forme de Jordan) et appelons pour



chaque À de C, VÀ le sous espace de E~ engendré par les eâ tels
que :

pour normaliser T nous avons imposé à T~ de vérifier :

Notons donc Z(k) l’espace des cocycles f qui vérifient ces relations :

Ona:

PROPOSITION 4.1.-La restriction ~’ de la projection canonique de

Z (g, L(~ksE, E)) sur H(k) à est pour tout k > 2.

Preuve. - Conservons toutes ces notations, si eâ est un élément de Va,
alors :

où :

et les 8h sont les termes non diagonaux de Tl-o Comme bh ne peut être non
nul que si :

VÀ est stable par ad et ad est nilpotent : les VA sont les
sous espaces caractéristiques de ad Tlo. .

Soit f un 1-cocycle de notre cohomologie. On peut trouver (voir §2) W
dans tel que : 1

Posons :



g est un cocyle cohomologue à f. Dans le §3, on a construit W’ dans Vo tel
que :

Donc :

est un cocycle cohomologue à f et par construction :

On a vu enfin que la relation de cocycle sur r implique que h(X) est
dans ~Vvj dès que h(Xo) est dans Vo : il suffit de reprendre l’argument
du théorème 1.7, en supposant nul si 2  .~  k. h est donc dans Z(k)
et 03B8 est surjective.

Malheureusement, des exemples simples montrent qu’en général 6 n’est
pas bijective : v

On trouve :

et

Cependant, si on suppose que la partie linéaire de T est complètement
réductible, Z(k) donne une description exacte de H(k) : :

PROPOSITION 4.2. Si ~’1 est complètement réductible, 8 est une bijec-
tion.

Preuve . Soit f un élément du noyau de 8, f est donc un cobord et il

existe W tel que

Mais T 1 étant complètement réductible est une somme de caractères

et est donc nul sur [r, r] alors pour chaque Y de r : :



Mais f ~X o ~ est par définition dans Vo et X o est un vecteur de résonance
donc :

et f (Y ~ est dans Va. .

D’autre part :

donc chaque VÀ est stable par ad T~ et donc si f(Y) = ad T~, (W ) est dans
t~o il en est de même de W, mais alors f(Y) est nul.

Remarque.- Les groupes H(k) avaient été calculés dans [2] si g est

nilpotente.

5. Normalisation analytique

Quittons maintenant le cadre formel. On pose :

DÉFINITION 5.1. - Une représentation now linéaire formelle T de g est
dite analytique si la série :

converge dans un voisinage de 0 de E pour chaque X de g.

Nous avons alors un théorème de Poincaré.

THÉORÈME 5.2.- Soit g une algèbre de Lie et r le radical résoluble de

g. Soit: :

une décomposition de Levi-Malcev de g, soit T une représentation non
linéaire analytique dans un espace vectoriel complexe E de dimension finie,
enfin soit ... les sous quotients irréductibles de T1 Er.

Si 0 n’est pas dans l’enveloppe convexe dans r* des alors il existe une

transformation analytique et inversible ~ de E dans E telle que :

soit normale par rapport à D.



Preuve . On reprend notre construction. On choisit d’abord un vecteur
de résonance X o dans r tel que :

Ceci est possible grâce au théorème de Hahn Banach pour rR et à la densité
de l’ensemble des vecteurs de résonance (voir [1]).

Le théorème de Poincaré Dulac [3] garantit l’existence d’une transforma-
tion analytique inversible a~1 qui normalise T~o donc .

Ceci est la version analytique de la première étape de notre construction.

Pour linéariser Tls, on sait [8], [7] que

peut être analytiquement linéarisé par une transformation ~2. ~2 se déve-
loppe en :

où R est l’ensemble des couples résonnants. ~2 est analytique au voisinage
de 0 si et seulement si :

(voir par exemple [13]); mais alors sont analytiques et la deuxième
étape de la démonstration consiste justement à remplacer ~2 par ~2. En
posant

on prouve le théorème.

6. Un exemple

Dans [12], LIVINGSTON et ELLIOTT ont envisagé toutes les représentations
non linéaires analytiques T d’algèbres de Lie réelles g dans un espace R2
en supposant T~ fidèle. Ces représentations sont toutes analytiquement
linéarisables excepté si g est de dimension 1 (cas d’un seul champ de vecteur
étudié par DULAC) ou si g est l’algèbre de Lie résoluble engendrée par E et
F avec :



si avec des notations évidentes (X = = x2) :

Nous allons donc étudier ici cette algèbre de Lie, en passant au domaine
complexe :

THÉORÈME 6.1. - Soit g l’algèbre de Lie de dimension ,~ sur C engendrée
par E et F avec :

et T une représentation non linéaire analytique de g sur C2 de partie
linéaire :

Alors :

1) Si ~ R, T est analytiquement linéarisable.

= 1/k, k = 1, 2, ... et T est enalytiquement normalisable sous la
forme : :

Soit S ~ 1/1~ et T est analytiquement linéarisable. 
’

9) Si b E R et S- -1, T est analytiquement linéarisable.

l~~ Si b = 0, T est formellement normalisable sous la forme : :

(a est une série formelle sans terme constant ).
5) Si ~ = -1, T est formellement linéarisable.

Preuve . g est résoluble et a deux racines v~ et v2 définies par :

Les sous quotients irréductibles de T~ sont ~c1 et ~C2 où :



Chaque vecteur non colinéaire à E est donc un vecteur de résonance et les
équations de résonances :

s’écrivent :

Donc si 8 n’est pas réel, ces équations n’ont aucune solution et 0 n’est pas
dans l’enveloppe convexe des ~C, ce qui prouve 1).

est réel et 8 > 0 ou 8  - l, on peut normaliser analytiquement T par
notre théorème 5.2 et il ne reste que des quantités polynomiales. Choisissons
F comme vecteur de résonance.

lercas : ~ > 0, b ~ ~ l~ _ ~, 2, ....
L’équation. (3) n’a aucune solution c~~) telle que 1, l’équation

(2) n’admet de telles solutions que si :

03B11 = 0, 03B12 = 1+03B4 03B4 ~ N, 03B12 ~ 2, mais alors 03B4 = 1 03B12-1 et ceci est exclus.

Enfin l’équation (1) admet les solutions :

le seul terme résonnant possible est donc de la forme : et il n’apparait
pas dans le vecteur de résonance F choisi puisque v~ n’est pas nul ; la forme
normale de T est donc :

mais la relation :

implique que a est nul, T est linéaire.

2 ième cas : S = ~ 1 k = 1, 2, ... °



On trouve des termes résonnants de la forme :

l’équation (3) n’a pas de solution. La forme normale de T est donc :

Mais la relation :

impose b = c = d = e = 0 et on prouve ainsi 2).
 -1, T est analytiquement normalisable, les équations (1) et (2)

n’ont pas de solution et la seule solution de (3) est :

Mais alors la forme normale de T est :

et la relation :

impose a = b = 0, T est linéaire.

Si 6 a la valeur -1, seule l’équation (3) a des racines de la forme :

ai quelconque a2 = 1

et T est formellement normalisable, sous la forme :

où a et b sont des séries formelles sans terme constant et là encore la relation :



impose que a(x) et sont nulles.

Enfin si 8 a la valeur 0, les termes résonnants sont : a2 quelconque 0:1 = 2
ou 1 ou 0 et T est donc formellement normalisable, sous la forme :

où a, b, c, ... , f sont des séries formelles en y, a, d et e sans terme constant ;
b et f sans terme constant ni terme de degré 1. La relation :

impose f(y) = 0, = 0, i e(y) = 0 et c(y) = 0, ~ ) = 

(Le cas particulier a(y) = y avait été étudié dans [12]).
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