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Sur les ensembles pluripolaires complets

SLIMAN SOUHAIL(1)

Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. X, nOl, 1989

RÉSUMÉ. - Tout ensemble pluripolaire complet de type F~ dans en. est
l’ensemble des points infinis d’une fonction de la classe

ABSTRACT. - Every F~ complete pluripolar set in Cn is the set of all
infinite points of a function belonging to the class

1. Introduction

Les ensembles pluripolaires dans Cn ont été introduits et étudiés par
P. LELONG dans les années 1960. Ils ont un rôle important dans plusieurs
problèmes fondamentaux de l’analyse pluricomplexe (cf. [5] a et l’appendice
1 de L~~ b ) . Rappelons qu’un ensemble E est dit :

- localement pluripolaire lorsque pour tout z e E, il existe un voisinage
ouvert connexe V de z et une fonction u plurisousharmonique sur V tels
que V n E c 

- globalement pluripolaire (respt pluripolaire complet ) lorsqu’il existe une
fonction u plurisousharmonique sur en telle que E C E =
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B. JOSEFSON [4] a montré l’identité des deux premières notions. La troi-
sième notion (ensemble pluripolaire complet) est importante pour les en-
sembles fermés, en vue du prolongement des courants, fonctions et ensembles
analytiques (El Mir [2]).

J. SIClAK [6] a remarqué que tout ensemble pluripolaire est inclus dans
l’ensemble des points infinis d’une fonction de la classe

Dès lors une question naturelle se pose : tout ensemble E pluripolaire
complet est-il L-pluripolaire complet, c’est-à-dire E = avec

u E L ‘? Nous donnons ici une réponse positive.

THÉORÈME . Tout ensemble pluripolaire complet de type F~. dans en
est L-pluripolaire complet.

2. Lemmes d’approximation

Soit E un ensemble pluripolaire complet de type Fa dans soit

une suite croissante de compacts dont la réunion est égale à E.

On note par B( Zo, r) la boule fermée de centre zo et de rayon r.

LEMME 2.1. Soit E un ensemble pluripolaire complet de type F~. dans
soit zo ~ CnBE, alors il existe une suite de fonctions entières 

une suite d’entiers naturels avec .~~ > I~n telles que :

Démonstration du lemme ,~.1. :

Soit v E P(C") telle que E = {z E Cn, v(z) = 

Soit Zo E on a : v(zo) > -oo.

On pose : 
’



alors pour tout k > 1 on a :

On considère pour tout k > 1, le domaine de Hartogs Hk = ((z, w) e
 l ) qui est un domaine d’holomorphie, et on construit,suivant une idée [1] une fonction holomorphe Fk sur Hk telle que:

ce

Soit Fk(z, w) = £ le développement de Fk en série de Hartogs,
j=o

alors pour tout k > 1, on a :

D’après ( 1 ) on a :

alors les compacts B(zo, ek) et B(zo, et) n Ek sont inclus dans respective-ment les ouverts Wk et 0k.
Tenant compte de (2) en appliquant le lemme classique de Hartogs[5] pour tout k > 1 à la suite de fonctions plurisous-harmoniques

(1 j Log |fkj(z)|)j~1 
;>i 

et aux compacts É(zo , Ek n (É(zo , ek/2) on ob-
-

On pose :



pour tout j > jk, pour tout z E Ek n B(zo, ek/2)
(5) Pour tout 1~ > 1, il existe qk > 1 tel que ~ f~ (z ) ~  e3j

pour tout j ~ qk, pour tout z E B(zo, e~~.
L’égalité (3) nous donne :

(6) Pour tout k ~ 1, il existe une suite strictement croissante
telle que :

Si on pose :

alors les suites vérifient les propriétés du lemme 2.1.

Ce qui termine la démonstration du lemme 2.1.

Maintenant, à l’aide de ces fonctions gk, on construit des polynômes p~,
normalisés et assez petits lorsque les gk sont petites.

LEMME FONDAMENTAL 2.2.- Soient une suite de fonctions
entières sur C~, une suite d’entiers vérifiant ~jb > ~~ pour tout
k > 1, telles que pour tout k > 1 on ait: :

Alors il existe une suite de polynômes où kn0 > (2n + 2) ! de degré
inférieur ou égal à tk = telle que : ~

Démonstration du lemme 

Soit gk(z) = ~~ le développement de Taylor de gk en 0, d’après

les inégalités de Cauchy et l’hypothèse (2) on a :



d’après l’hypothèse (1) on a : aok~ ‘ > e-lle. .
Si on pose : 

’

alors :

puisque  

le degré de P~ est inférieur ou égal à = t ~ . D’après les inégalités
de Cauchy, on a :

donc :

d’où le polynome Pk vérifie (l’) et (3’) du lemme.

Maintenant si  et Izi  et

Puisque par l’inégalité de BERNOUILLI on a :



on obtient :

ce qui termine la démonstration du lemme 2.2.

3. Démonstration du théorème

Soit K un compact de n E ~ 0, suite croissante de
ce

compacts telle que E = U Ek, à partir de cette suite on construit une suite
croissante de compacts qui dépend de K, dont la réunion est égale à E.

Soit ~o ~ K, soit R > 1, tels que K C il existe ~ = k(I)
défend de K, tel que pour tout k 

on peut supposer ~ ~ (2n + 2) ! et on pose ~ 
= Q B(z, ~’ alors

~e~

LEMME 3.1.- Soit E un ensemble Cn-pluripolaire complet, de type

Fu, K un compact de alors il existe une suite de fonctions

dans la classe L, telle que :



LEMME 3.2. - Soit E un ensemble Cn-pluripolaire complet, de type F03C3,
K un compact de alors .il existe une fonction VK E L telle que :

Démonstration du lemme 9.1.

D’après les lemmes 2.1., 2.2., pour tout z E K et pour tout k > ko,
il existe un polynôme Pk (dépendant de z) de degré inférieur ou égal à
tk = tel que :

La condition (i) nous donne qu’il existe un voisinage de z tel que :

Or ceci est vrai pour tout z E donc U Uk(z) ~ donc il existe une
zE~~

suite finie z1, ... znk de points de K telle que

il existe aussi une suite finie de polynômes (P(i)k)nki=1 de degré ~ t(i)k =

on pose: 1 

alors vk E L ; vk z > - pour tout z E K. Maintenant, si z E F

alors z E nnk B z$ e 2 rl Ek, or : 1 i) Lo z 1  - k 3n pour tout
z E Ek fl B(zi, e 2 ~ pour tout i = l, ... d’après 



D’après (iii) et l’inégalité de BERNSTEIN-WALSH ([6], page 180)
20142014 Log max [1,1 + Loglz - pour tout z E Cn, pour tout

i = 1, ... , n k. Donc

et : o o

pour tout z E C’~, la démonstration du lemme 3.1. est terminée.

Démonstration du lemme 

On choisit une suite croissante qui vérine ~ > max 
pour tout s > 1. Alors la fonction V K est définie par :

00

où est donnée par le lemme 3.1. On a : E = U 
8=1

a) VK E P(Cn) car pour tout .R > 1, Vp est psh sur B(o, R)
puisque

00

= ~ Log (1-~- R)J -f-1-t- Log (1-~- R),
8=1

qui est la limite d’une suite décroissante de fonctions psh sur B(0, R), alors
elle est psh sur B(0, R) pour tout R > 1, dont elle est phs sur cn.

b) -  1 + Log (1 + pour tout z E ~’~

- Si z E E alors il existe 1 tel que pour tout s > so, z E Fks

- - Si z E I~i alors pour tout s > 1 vk z > ~ donc :



Ce qui achève la démonstration du lemme 3.2.

Démonstration du théo,rème

Puisque E est pluripolaire complet, il est de type G~, donc son com-
plémentaire est il existe alors une suite croissante de compacts

ce

telle que C-BE = U ~,.
~=i

D’après le lemme 3.2., pour tout ~ > 1, il existe une fonction t~ = t~.
dans la classe L, qui vérifie les trois propriétés de ce dernier, on pose
/~ == 5 + max (~ 

Alors la fonction V est dans la classe L, on montre qu’elle est plurisous-
harmonique par la technique déjà utilisée pour la démonstration du
lemme 3.2.

finalement :

ce qu’il fallait démontrer.

Note. Ce travail est le résultat principal d’une thèse de 3ièmecycle soute-
nue à l’Université Paul Sabatier en mars 1987.
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