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Maultiplication de distributions
avec conditions de compatibilité

ROBERTO NATALINI!)

RESUME. —On s’intéresse au prolongement d’une application bilinéaire,
définie sur les fonctions réguliéres, en une application continue des espaces
{(H: . (R™)N}? & valeurs dans D'(R™), pour s < 0. Des conditions
supplémentaires de régularité sont alors imposées par ’action d’un opérateur
pseudo-différentiel A. Dans cet article on développe les précédents travaux
de HANOUZET et JoLy [7] et HANOUZET [6] au sujet des applications
compatibles avec un tel opérateur. Notamment on montre par un contre-
exemple que la condition nécessaire de A-compatibilité de [7] n’est pas une
condition suffisante.

ABSTRACT.— We are interested in defining distribution valued bilinear
mappings on Sobolev spaces (Hl’OC(R"))N , for s < 0. Some additional
regularity conditions are imposed by the action of a pseudodifferential
operator A. In this paper we develop the former works of HANOUZET and
JoLy [7] and HANOUZET [6] on bilinear mappings compatible with such an
operator. Moreover we show, by a counter-example, the inadequacy of the
necessary condition of A-compatibility of [7]. '

1. Introduction

Soit F(z) = (Fjj(z))i,j=1..~ une matrice N x N & coefficients réguliers
dans R". On lui associe une application bilinéaire définie sur {(D(R"))V}?
par :

R N
(1.1) f(z; w,0) = (u, Fz)) = 3 Fiy(e)uiv;

i,7=1

(1) Istituto per le Applicazioni del Calcolo (IAC) “M. Picone”, C.N.R., Viele del
Policlinico 137, I — 00161 Roma, Italie
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Cette application, que nous allons appeler par la suite f-multiplication, se
prolonge de fagon naturelle en une application de {(Hj (R™))V}? & valeurs
dans H (R") pour s > 0 et 0 déterminé en fonction de s.

Cette propriété est généralement fausse lorsque s < 0 & cause de la pré-
sence de singularités trop fortes. En revanche il est utile de considérer des
sous-espaces plus petits de distributions, éventuellement liés aux applica-
tions considérées, pour obtenir encore des extensions continues de la f-
multiplication. Dans la suite nous utiliserons les espaces :

Wioc(4; 1) = {u € (H5(RM)Y ; Au € (Hoo(R™))M}
Wcomp(A§ s,t) = I/Vloc(A; S, t) n E'

ol A appartient & la classe (P™)pxn des opérateurs pseudo-différentiels
polyhomogénes proprement supportés (matriciels M x N) d’ordre m (cfr.
[11] et [17]). Par la suite on notera o,(A) le symbole principal de A. On fera
aussi 'hypothese : s <t+m < s+1 qui nous assure la densité des fonctions
réguliéres dans les espaces considérés.

L’opérateur A fixé, nous voudrions établir alors des conditions nécessaires
et des conditions suffisantes, voire nécessaires et suffisantes, qui caractérisent
les applications bilinéaires f admettant un prolongement de {Wi,.(4;s,t)}?
a valeurs dans les distributions pour s < 0.

La condition nécessaire est traitée dans la premiére partie de cet article
et & ce propos nous considérons la définition suivante :

DEFINITION 1.1.— Soit f(z,-,-) une application bilinéaire donnée par
(1.1) et soient A; € (P™)mxn,t = 1,2. On dit que f est (A1, Az)-
compatible s’il existe deuz matrices N x M, pi(z,€) et po(z,§) telles que,
pour tout (z,€) € T*(R™)\0, on ait :

(1.2) F(z) = pa(,€)0p(A2)(z,€) +° 05(A1)(z, —E)p1(2, €)

S1 A; = A2 = A on dit simplement que f est A-compatible.

Soit N4 = {(z,&,w) € (T*(R™\0) x (CN\0);0,(4)(z,&)w = 0}. Dans
[8] HANOUZET et JoLY ont montré que f est (A;, Ap)-compatible si et
seulement si pour (z°,£°,w1) € Ny, et (2°,—€°,wp) € Ny, on a:

(1.3) f(z%wy,we) =0

Sous cette forme MURAT et TARTAR avaient déja utilisé cette condition, dans
[12] et [16], dans le cadre de la compacité par compensation. Ils montraient
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notamment qu’une application bilinéaire f est faiblement (séquentiellement)
- continue de {W(A4;0,0)}* & valeurs dans les distributions si et seulement
si elle est A-compatible, A étant un opérateur différentiel du premier
ordre 3 coefficients constants. En vertu du théoréeme de RELLICH la A-
compatibilité est aussi une condition nécessaire pour la f-multiplication

dans {Wiec(4;s,1)}? si s <0.

Nous généralisons ce résultat & deux classes assez importantes d’opé-
rateurs pseudo-différentiels d’ordre quelconque; respectivement, avec leur
symbole principal indépendant de x et hyperboliques de multiplicité cons-
tante. D’autre part nous observons une impossibilité & prouver ce résultat,
par exemple en présence de propriétés de sub-ellipticité (microlocale) de
l'opérateur.

Dans la partie suivante nous démontrons le résultat principal de cet
article :

THEOREME 1.2.— Pour tout ¢ > 0 fizé, il existe un opérateur dif-
férentiel A ¢ coefficients constants d’ordre 1 et une application bilinéaire

A-compatible f qui n'admet aucun prolongement continu de {Weomp(A; —¢,
—£)}? dans D'.

La condition de A-compatibilité est donc insuffisante pour un résultat de
f-multiplication quand s < 0, méme dans le cas des coefficients constants
ou elle est par ailleurs nécessaire.

Nous montrons en revanche, dans la troisieme partie, que la condition
plus forte de compatibilité réguliére, considérée dans [7] dans le cas d’opéra-
teurs différentiels a coefficients variables, permet aussi dans le cas pseudo-
différentiel d’obtenir un théoréme de f-multiplication.

On trouve beaucoup d’exemples d’applications régulierement compatibles
(et notamment exemples d’applications qui sont bien compatibles, mais non
régulierement compatibles) dans [7] et [6]. Pour des résultats concernant
les systémes hyperboliques voir aussi HANOUZET et JoLy [8], [9], [10] et
BacHELOT [3].

Finalement nous faisons quelques remarques relatives & 1’analyse microlo-
cale des singularités. Les résultats de cet article montrent en fait les limites
de conditions purement algébriques de compatibilité des fronts d’ondes po-
larisés (cfr. [5]) des distributions que I'on voudrait multiplier. Cet article
élabore les résultats précédents de [13] et [14].
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2. Une condition nécessaire pour la multiplication :
la A-compatibilité

La A-compatibilité donnée par la définition 1.1. est une condition néces-
saire pour le prolongement dela f-multiplication aux espaces {Wioc(4; s,t)}2
quand s < 0, au moins pour deux classes assez générales d’opérateurs : on
considére successivement le cas des opérateurs dont le symbole principal
ne dépend pas de z et celui des opérateurs hyperboliques de multiplicité
constante.

PROPOSITION 2.1.— Sotent A; € (P™ )mxnN,t = 1,2 deuz opérateurs
dont les symboles principauz ne dépendent pas de x. Soit f une application
bilinéaire continue de Weomp(Ai;$1,%1) X Weomp(A2; 82,%2) d valeurs dans
D' pour sy + s2 < 0. Alors f est (A1, Az)-compatible.

Démonstration.— La composition de A; et A, avec des opérateurs
elliptiques ne changeant pas leurs noyaux, on peut se ramener, sans perte
de généralité, au cas my = my = 1. Pour démontrer la compatibilité de f
on va utiliser la caractérisation (1.3).

Soit £€° € R™\0 fixé, |€°| > C > 0. Soit A € (P™)pmxn un opérateur dont
le symbole principal ne dépend pas de . On décompose le symbole complet
a(z,€) de A par:

a(z,£) = 0p(A)(§) + a(z, §)
olt 0,(A)(€) est homogéne de degré 1 en € pour [£] > C > 0 et A°(z, D),
'opérateur associé & a°(z,£), appartient & (P°)pxn. Soit donc w € CN\0
tel que 0,(A)(€°)w = 0. On pose :

w¥(2) = V7 p(2)w exp [iv(a, £°)
oupeD, reR, v=1,2,.... Nous avons alors :
(2.1) u” — 0 dans W(4;s,t)sit+7<s+7<0

D’abord on a u¥ — 0 dans (H*(R™))" si v — oo pour s + 7 < 0. Pour
£ € R" on pose < £ >= (1 + [6))Y%; |lulls = || < € >° @||L2 est alors la
norme de u dans H’. Nous avons donc :

w2 = / < €57 |3(E ~ vE wlPvPTdE
= / <€+ ST [B(EwlPrATde
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On utilise ensuite 'inégalité de Peetre et on obtient :
lw*llf < C / < v > < £ > |G(E)uv?TdE < OVl

De méme Au” — 0 dans (H{(R™))M si v — oo pour ¢t + 7 < 0. En effet, si
on utilise la décomposition de A il vient :

| Au”|f} = / < &> |op(ANOP(E — vE)wl*v?TdE + || A°u”|I?

Nous avons par ailleurs, pour tout £,7 € R" et C' > 0 fixé :

lop(A)(E + 1) —op(A) )| < C <€ >

Cette inégalité est une conséquence immédiate de la lipschitzianité locale
de la 0,(A)(€) sur R" et de ’homogénéité en £ a I'extérieur d'une boule de
rayon fixé, centrée & ’origine. Donc :

4w |? < / < £+ VE® ST [0, (A)E)P(E PP dE+

+ / <€+ 08 > |[op(A)(E + vE°) — oy (A)WE)F(E)w PP de+
+ A2

Comme 0,(A4)(€°)w = 0, on obtient, avec les mémes arguments que
précédemment :
l4u” 7 < Cv* 0 4 A" |}

Si t + 7 < 0 le premier terme tend vers zéro. Le deuxiéme aussi car A° est
d’ordre 0,u” tend vers zéro dans (H*(R"))"N et ¢t < s. Nous avons donc
établi (2.1).

Soient maintenant w; et w, dans CV tels que (2°,6°,w;) € Ny, et
(z°,—€°,w2) € Ny,, et soit

uj(z) = v p(z)w; exp [i(=1)v(z,€°)], j=1,2

ou on a choisi 4 = —Tp = —s; —¢€°, 81 + 52 < —&° < 0. Alors nous avons
encore :

v

uj

— 0 dans Weomp(4;; 85,t;) quand v — 00, j=1,2.
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Or f(z;-,+) est une application binaire continue de Weomp(A1;51,t1) X
Weomp(Az; 82,12) dans D'; donc, pour tout 3 € D, on doit avoir :

/f(w;uf,u;)d)(x)dz — 0 quand v — oo.

Par conséquent, pour tout ¥ € D :

/f(x§w1,w2)992(:v)1/)(ac)dm =0

et donc la conclusion. §

Soit P(z,t,D;,D:) = IND:¢ — K(x,t,D;) € (PY)nxn sur R x R
un opérateur pseudo-différentiel hyperbolique par rapport & ¢. On fait
I’hypothése de “multiplicité constante” : pour tout (z,t) € R"™ x R et
¢ € R™\0 la matrice o,(P)(z,t,£) posséde p valeurs propres réelles dont
la multiplicité est constante. On a la condition nécessaire suivante :

PROPOSITION 2.2.— Soit P € (P')nyxn un opérateur hyperbolique
de multiplicité constante. Soit f une application bilinéaire continue de
{Wcomp(P;s,t)}2 dans D', pour s < 0. Alors f est P-compatible.

:iéme

Démonstration.— Pour j = 1,...,p on appelle \j(z,t,£) la j*"“valeur
propre de 0,(K) & (z,t,£). Les A; appartiennent & C*°(R" x R" x (R"\0))
et sont des fonctions homogenes de degré 1 en £.

Si (2°,t°,£°,7°,w°) € N, il existe j € [1,...p] tel que :
T° = )‘j(moatoago) = )‘(xoat°$§°)

On peut choisir alors un vecteur propre correspondant w°. Soit ¢ une
solution locale de I’équation eikonale :

Op
{ i Az, t, V)
p(z,t°) ==z -£°

1l existe alors un voisinage U de (z°,t°) ot ¢ € C®(U) et V¢ # (0,0)
dans U, car nous avons V, :p{z°,t°) = (£°,7°). En vertu de 'hypothese de
multiplicité constante, il existe aussi une section w € (C(U N telle que :

(22) [%%IN - O'P(I{)(xvtavxip)} w = 0 sur U
'w(m°,t°) = w®
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Soit 8 € D(U), 8(z°,t°) # 0. On pose
(2.3) uF = (Bw)(z,t) exp [ikp(z, 1)), k=1,2,...
Nous avons alors :
(2.4) u* — 0 dans Weomp(4;s,t) sit <5< 0, quand k — o0
En effet en vertu du théoréme de la phase stationnaire on obtient facilement :
(2.5) u* — 0 dans (H*(R™))N si k — oo

Soit maintenant P € D, P = 1 sur (suppPu*U supp u¥) qui est contenu
dans un compact fixé de R™ x R. Soit A € (Pl) Nx1 associé au symbole
a(z,t,€,7) = [rIn — ap(K)(z,t,£)|P*w(z,t). On vérifie aisément alors qu'il
existe R € (P°)nyxn tel que, pour tout k =1,2,...:

Pu* = A(e*#@0) 4 RuF

Encore une fois en vertu du théoréme de la phase stationnaire Ru* — 0 dans
(H*(R™))Y si s < 0. On applique ensuite le développement asymptotique
de A(6e'*¥(=1)) (cfr. TREVES [17] ch. VI, théoréme 3.1) et on obtient :

Atk = [%PIN - UP(K)(:c,t,Vch)] w(z,t)(fer (=) 4

+e* D[N D oy (A)(,t, Vap) D2 6+
la|=1

+ Y (eI Dg,0p(A)(,t, Va,u0)0D2 0]+
laf=1

+ k7 (=, 1, k)

En vertu de (2.2) nous avons donc :

(2.6)  A(6e*e(=DY) 0 dans (H? mp(R™)Y, sit <0 quand k — oo

(e}

et on obtient alors (2.4).

Soient maintenant w, w3 dans CV tels que
(2°,t°,(=1)7€°,(=1)' % w;) € Np, j=1,2.
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Comme dans (2.3) on pose :
uf = (Bw;)(z,t) exp [(=1)ike(z,t)], 7=1,2, k=1,2,...
On a encore (2.4) et donc pour tout ) € D, on a :
/ f(z,t;uf, ub)pdedt — 0, quand k — .
D’ailleurs
/f(z,t;uf,ug)t/)d:vdt =/ f(z,t; wy,ws)6%pdzdt
La derniére intégrale est donc nulle et ceci étant vrai pour tout ¢» € D on

en déduit la conclusion. §

Remarque 2.3.— La condition de compatibilité n’est pas toujours né-
cessaire pour établir un théoréme de f-multiplication. On considére par
exemple 'opérateur de Mizohata défini pour u € D'(R?), par :

Pu = (D;, +iz1Dg,)u
Ona:
N, = Car P x C\0 = {(z,£) € T*(R*)\0; &; = z; = 0} x C\0
Donc ’application bilinéaire donnée par F((z) = 1 n’est pas P-compatible,

comme on peut facilement vérifier. On a pourtant le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.— Pour s > —1/4 la multiplication des fonctions
réguliére se prolonge en une application bilinéaire de {Wioc(A;s,s)}? dans
HY,, oo =inf(s,2s—1/2~-¢),e>0. Sis# 1 alors e =0.

La proposition 2.4 est une conséquence immeédiate des propriétés de
subellipticité microlocale de 'opérateur P([11], vol. IV prop. 26.3.4), et du
théoréme bien connu de produit avec conditions microlocales (cfr. aussi la
Proposition 4.5 ci-dessous).
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3. La A-compatibilité n’est pas une condition suffisante

Nous allons donner une démonstration du théoréme 1.2. La démonstra
tion de ce théoréme est subordonnée au lemme suivant :

LEMME 3.1.— Pout tout € fizé, 0 < ¢ < 1/2, il eziste v* € S'(R?), avec
Fv€ réelle et suppFv* N0 =@, telle que :

(3.1) v € H™5(R?);
(3.2) DZve ¢ H2(R?) et 0= suppsingH_zDzv‘ ;
(3.3) pour tout entier m >3+ 2/¢ on a

m, e ~m+41—-¢ 2
Dfve e H (R®).

Démonstration du théoréme 1.2.— Soit € > 0 fixé et p un entier tel que
p > 1/e +3/2. Pour u = (u},...,u??*?) € {D'(R?)}*** on considére
Popérateur donné par :

D,u?*® — Dyu! + D,u?
Dyu"+3 + D, ul!

D,up+?

D,u"+3+j - Dyuj+2 + Dyuj“
Dyurt3+i 4 D yit?

Au

} 1<j<p

Le noyau de A est donné par :
Na={(z,y,6,m,w) € (T*(R*)\0) x (C***\0);
n=0w=—wPt et w =0sij#2,p+3}
L’application :
(3.4) f(w,v) = wv? w,v € G+

est donc A-compatible. Soit v¢ la distribution donnée par le lemme 3.1. On
appelle U = (U?,...,U?*3) la distribution construite & partir de v® par :

FU! = %%2—.7:1)5
FU? = Fo® 2jt
.7-'U1=(§1) Fo® , 3<1<p+2
FUrH = — (-i> Fot
) 7
FUI = b’ 7 Fu* 4<j<2+3
- l§l2j—2p_6 v L] p+ —.7 - p+
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On vérifie aisément que U € Weomp(4; —¢, —¢). D’ailleurs, a cause de (3.2)
onaU® ¢ L*(R? et {0} = suppsing ;.U>.
Soient ¢, € D(R?) telles que : ¢ est une fonction réelle hermitienne,

¢ = 1 dans un voisinage de ’origine, ¥ = 1 dans un voisinage de supp ¢.
On pose :

Uy = (d)U)(iL‘, y)
(3.6) { = (¢U)(z,~v)

uy,ug € Weomp(A;—¢,—€) et en outre uj,us ¢ LE(R?). Soit {Ux} une
suite dans {D(R?)}***2 qui converge vers U dans Wcomp(4; —¢, —¢). On
pose encore : :

{ Uik = (¢Uk)($) y)
ugk, = (Ui )(z, —~y)

avec les mémes notations de (3.6). u;; converge alors vers u;, ¢ = 1,2, dans
W comp(A4; —¢, —¢). On termine la démonstration si ’on montre que pour f

donnée par (3.4), l'intégrale | / f(uyk, usk)pdzdy| n’est pas bornée quand

k — 00, ¢ étant la méme fonction considérée en (3.6). En effet :
/f(U1k,U2k)<Pd$dy= /u?kugkﬁﬂdxdy

- / Flud ) (=€, —m) F(ue)(€, m)dédn
= “ugk”L2

toutes les transformées de Fourier de ces fonctions étant réelles.

Or si la suite {u3,} était bornée dans L?, on pourrait en extraire une sous-
suite faiblement convergente, donc fortement convergente dans H® pour tout
s < 0. D’autre part uj; converge vers ui dans H™°, ce qui impliquerait
uy € L%, ce qui aboutit & une contradiction. O

Démonstration du lemme 3.1.— Soit x € C*°(R;) une fonction réelle,
0<x <L, x(r)y=1sir > 2, x(r) =0sir <1. Pour tout k entier, k > 2, on
définit une distribution tempérée g sur R? par sa transformée de Fourier
exprimée en coordonnées polaires :

Fai(r,0) = x(r) exp[~|0](1 +r?)]

Nous allons montrer que pour tout m entier non négatif, D;*gx € H*(R"™)
pour tout s < $m = —m~—1+4(2m+1/k) <0, mais D*gx ¢ H*(R"). En
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effet soit s < s,, nous avons :
™ o o] k2
IDlgll2<C [ dé / r2m+9) (sin?™ g)e=26*r"). 4y
0 1
T o0
< C/ a—k(m+s+1) sin2m9 d()/ wm+se—w dw
0 28k
2xk (2w)l/*
< C/ w™ts e dw/ g2m—k(m+s+1) de
B/ 0
o o]

+/ wmts o—w dw /" g2m—k(m+s+1) de
2k 0

ce qui converge pour s < s,,. Nous allons maintenant montrer que D¢y ¢
H°™(R"). On a, pour tout § > 0 :

”D.:Ingkngm > C/ d0/ rm+3(sin2m 9)e~20kr dr
5 §

o0

/2
> c/ g (omFm+1) gip2m g da/ wmHeme=w dyy
6

smk
w/2
> C/ 671 do
)

car k(sm+m+1)=2m+1, par conséquent I'intégrale diverge pour § — 0.

Nous montrerons enfin que si & > 2(m+1) alors {0} = suppsingsm D gi.

Il suffit de montrer que (z, Y)DJ gr € {H*"(R™)}? et sans perte de générali-

té, on peut se ramener 3 I’étude de Ia régularité de (z,y)gx. Nous examinons
~alors la décroissance du gradient de F. gk en coordonnées polaires :

P06 Fgu)(r,6) = —x(r)k(sgnO)l61F (1 4 1) expllo|(1 4 12
0r(Fgr)(r,6) = [x'(r) = 2x(r)|6]*r] exp[~[6](1 + r2)]
Pour tout r > 1 et 0 < 6] < 6 ces deux fonctions se comportent
respectivement comme (1—}—7"2)_('“"2)/2.7-'D§“1g;c et (1 +r2)_(k—1)/2.7:D§gk.

Par conséquent (z,y)gx € {H?(R™)}? pour ¢ < o inf = (F—2+sp_1,k—
14 s;) = ~1/k et done (z,y)D;"gk e{H"(R"}?si k> 2(m +1).

Nous allons terminer la démonstration. Soit k le plus petit entier vérifiant
k> 4/c et p un réel tel que 0 < p < e —4/k. On pose alors

Fof = (1 + TZ)_I—p_S/k)/Z’fgk
On vérifie aisément que v° remplit les conditions de 1’énoncé. O

—~ 85—



R. Natalini

4. Une condition suffisante : la A-compatibilité réguliére

Ci-dessous, nous donnons une généralisation au cas pseudo-différentiel
des résultats précédents de HANOUZET et JoLy [7] et HANOUZET [6]. Dans
ce but on rappelle leur définition d’application réguliérement compatible
avec un opérateur, adaptée ici de fagon convenable.

DEFINITION 4.1.— Soit f une application bilinéaire (A;, A3)-compatible,
A; et Ay étant deuz opérateurs respectivement dans (P™')pyxn et
(P™)pmxn. St dans la décomposition (1.2) on peut choisir les matrices p;
et p; dans {C®(T*(R™\0O)}M*N, homogéne en € de degré respectif —m,
et ~mg, alors on dit que f est (A;, Ay)-réguliérement compatible.

Remarques 4.2.— La A — compatibilité, généralement strictement plus
faible, implique la A — compatibilité réguliere si A est un opérateur de rang
constant ou bien §'il est hyperbolique de multiplicité constante (cfr. [7]). Les
résultats de la seconde partie et le théoréme 4.3 ci-dessous montrent alors
que dans ces cas la compatibilité réguliére est bien une condition nécessaire
et suffisante.

THEOREME 4.3.— Soit f une application bilinéaire (Ay, Ap) - régulié-
rement compatible. Sotent s;,1;,1 = 1,2, des réels vérifiant : 3; < t; + m; <
si+ 1,51 +ta+mg > 0,80 +# +my > 0. Alors f se prolonge en une
application bilinéaire continue de Wi, (A1;81,t1) X Wiyo(A2;82,t2) dans
H] (R"), ot o = inf(s1,52,81+s2—n/2—¢)ete>0.

Sisj #£#n/2,i=1,2, s +t3+my > 0,52+t +my >0, alors on peut
choisir e = 0.

Démonstration.— Sans perte de généralité nous pouvons nous ramener
au cas m; = mg = 0. En suivant HANOUZET [6] on décompose f par (1.2).
Soit x € D(R™), x(0) # 0. On pose :

B, 6) = [1 - x(Olpi(z,€), i =1,2
9(z,§) = x(§)F(z)
On vérifie aisément que lon peut associer a4 p; et p; deux opérateurs
PP e (P°) NxM, modulo un opérateur régularisant. De méme on peut

associer & g un opérateur régularisant. On remarque enfin que 'on peut
associer aux symboles o,(4;)(x,€) et &,(A;)(z,—€) les opérateurs A, et
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A, modulo un opérateur d’ordre —1, en vertu des propriétés bien connues
des opérateurs pseudo-différentiels. On a finalement :

(4.1) F(z) = 'Py(z,D)As(z,D) + 4i(z,D)P(z,D) + R(z,D)

ou R est un opérateur d’ordre —1.

Soient u; € Wiec(Aijsiyti), ¢ = 1,2. Par densité on va les supposer
réguliéres & support compact. On décompose alors f(z;u;,us) par :

(4.2)  f(z;ug,uz) = (ug, F(z)uz)
= (u, ,tAl(.’E, D)P](IIJ, D)U2)
+ (Ul,tpz(.’t, D)Az(.’L‘, D)UQ) + (UI,R(.T, D)’UQ)

N
o1, pour u,v € CV, nous avons noté (u,v) = E U;V;.
=1

Alors uy € Weomp(A2; s2,t2) et donc, puisque t2 < s + 1, nous avons :
Py(z, D)Az(z,D)us + R(z,D)uy € (Hctomp(R"))M

et d’apres le théoréme de produit dans les espaces de Sobolev, on obtient,
pour s; +t; > 0:

(4.3) (u1,'P2(z, D)Az(z, D)ug + R(z,D)u,) € H,

omp

(R")

On étudie ensuite le terme (u1,' 41(z,D)P;(zx, D)uy) pour lequel on va
obtenir une estimation par dualité. Soit § € D, on a :

/G(ul,tAl(x,D)Pl(a:,D)ug) dr
= /([3’11(z,D),9[]u1,P1(:c,D)ug) dz

+/0(A1(z,D)u1,P1(x,D)u2) dz

Le terme (Ai(z, D)us, Pi(z, D)us) € HE,,,,,(R"), car s+t > 0 et donc on
l’estime directement. Pour étudier le premier terme on a besoin en revanche
d’un lemme de commutation dii & BEaLs & REED [4] (voir aussi [2]).

LEMME 4.4.— Soient v € Hf . ,(R") et w € Hiomp(R"), s+t >0, et
B e P°. Alors :

(4.4) [v,B] € Hymp(R™)
eton a :
(4.5) [, Blw|lr < C(B)[v]lellwlls
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r=inf(s+1,t,s+t—n/2—¢€),e>0.
Sis+t>0cets,t—1%#n/2, alors on peut choisire = 0.

On a s; > o et donc ['4;(z, D), 01]u; € (Hmp(R™)Y,
T =inf(s;+1,—0,s—0—n/2—¢),e > 0. D’apres (4.5) on obtient alors :

/([tAl(ﬁ»D)»GI]ulapl(w,D)W)dm < Cll6ll-ollurllsy lluzlls,

ce qui termine la démonstration. |

Nous pouvons ainsi retrouver le résultat de multiplication de distributions
4 valeurs dans C (N = 1 et F(z) = 1) avec conditions microlocales de [11]
(voir aussi [1] et [15]) comme conséquence du théoréme 4.3. Le front d’onde
H' de u € D' est noté par WF(u).

PROPOSITION 4.5.— Soient s et t des réels, s<t<s+1lets+t>0,
u,v € HY , tels que pour tout x € R" :

(4.6) (z,0) ¢ WF(u) + WF¢(v)
Alors le produit uv est défini & valeurs dans D'.

Cette proposition est démontrée dans [14] en utilisant le théoréeme 4.3 et
le lemme suivant :

LEMME 4.6.— Soient A; et Ay dans p°. On a alors ’équivalence
suivante :
(4.7) 1 est (Ay, Az) — compatible ;
(4.8) 1 est (A1, Ag) — réquliérement compatible ;
(4.9) (z,0) ¢ Car Ay + Car A,, pour tout z € R"

Démonstration.— (4.7) et (4.9) sont évidemment équivalentes. En outre
(4.8) implique (4.7). Nous devons montrer seulement que (4.9) implique
(4.8). Soit donc (z°,£°) € Car A;. Alors il existe deux ouverts coniques
dans T*(R™)\0, Vi(2°,£°) et U (2®,€°), tels que si (y,n) € Vi(e’,¢"),
op(A2)(y,—n) # 0 et U, (z°,€°) C Vi(z°,£°). Soit ensuite (Z°,£°) tel
que (3°,£°) € Car Ajy. Il existe alors deux ouverts coniques Vo(Z°,€°)
ot Up(3°.8°) tels que i (y,n) € Va(3%&%), alors op(A1)(y,n) # O et
U (% °,€°%) C Wz ° £° ). De plus, on peut choisir les ouverts ui(z,§) et
us(Z, 6) tels que, pour tout (z,£) € Car A, et (x,—{) € Car A, :

Ul(zag) n Ul(Evé) =¢
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On définit § € P° par :

sur

U Ul(mag)
(z,6) € Car A

1 sur U Uz(x,f)
(z,—€) € Car A,

Les deux fonctions :
251 (‘7"’ E) = 6("”7 6)[01’(’41 )('T’ E)]—l
p2(z,€) = [1 - 6(z, &)]op(Az)(z, —£)] 7!

vérifient les hypothéses de la définition 4.1. |

Remarques de conclusion. — Nous discutons briévement ici les liens exis-
tant entre la compatibilité et le front d’onde polarisé de DENCKER [5], in-
troduit dans I’étude des singularités des distributions & valeurs dans CV.
On le définit, pour u € D'(R™) et t € R, par :

4.10 WF,o, (u) = N Ngp
( ) P Bu e H?

B € (P%1xn étant & support compact en z et Np = {(z,&, W) €
(T*(R™)\0) x (CN\0); 0,(B)(z,&)w = 0} le noyau du symbole principal
de B.

Soit maintenant A € (P™)pxn et u,v € Wiec(4;s,t). Silon a :
(xo,go, ’\) € WFpol,(u) et (‘To» —60577) € WFpol,(v)

et si f est une application bilinéaire A-compatible, alors, en vertu de (1.3),
nous avons :

(411) f&%Am) =0

La A-compatibilité de f se traduit donc par la condition de f —orthogonalité
des polarisations relatives aux (z,£) € T*(R™)\0 tels que :

(4.12) (z,6) € WFy(u) et (z,—€) € WF,(v)

WF(u) (resp. WF(v)) étant 'union des fronts d’onde H* des composantes
de u (resp. v). '

On rappelle que si la condition (4.12) ne se vérifie pas pour tout (z,¢),
alors le théoreme de multiplication avec conditions microlocales de [11] et
(1] permet de définir les produits u;v; individuellement et donc le produit
f(z;u,v). En dépit du fait que la f-orthogonalité des polarisations (4.11) se
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présente comme une condition plutét naturelle de contréle des singularités
sur les points ou se vérifie (4.12), dans cet article nous avons montré qu’on
ne peut pas définir la f-multiplication sans conditions supplémentaires. En
vertu du théoréme 1.2 nous savons en fait que pour tout s < 0 il existe
A € (p™)mxn et une application bilinéaire f qui vérifie (4.11), mais
pour laquelle on ne peut pas définir un produit f(z;u,v) continu dans les
distributions, d’ou la nécessité d’une condition strictement plus forte.

En suivant HANOUZET et JoLy [7] nous avons présenté ici la condition
suffisante de A-compatibilité réguliere.

Le probléme se pose de trouver une condition optimale, compte tenu aussi
des propriétés de sub-ellipticité de certains opérateurs (cfr. remarque 2.3).

Je remercie Bernard HANOUZET et Jean-Luc JOLY pour m’avoir toujours suivi et
conseillé pendant mon travail et m’avoir introduit a I’étude de ces problémes. Je remercie
aussi Alain BACHELOT pour ses remarques essentielles & propos de cet article et Guy
METIVIER pour I’idée de la remarque 2.3.
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