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Equations inf-convolutives
et
conjugaison de Moreau-Fenchel

MARIE-LAURENCE MaAzURE(!) et MicrEL VoLLg(?)

RESUME. — On montre comment la conjugaison de Fenchel généralisée
par Moreau permet de résoudre les équations liées aux opérateurs d’inf-
convolution et de déconvolution.

ABSTRACT. — The generalized Moreau-Fenchel's conjugation enables
us to solve equations dealing with infimal convolution and deconvolution.

Introduction

La formulation variationnelle de la soustraction paralléele d’opérateurs
symétriques semi-définis positifs a conduit de fagon naturelle & considérer
I’équation

E0f=yg, (1)

ou f et g sont deux fonctions convexes définies sur un espace vectoriel
X et ou le symbole OO0 désigne 'opération d’inf-convolution, c’est-a-dire
explicitement 1’équation

inf{{(2) + fly—2) [z € X} =g(y), VyeX.
L’étude réalisée dans [8] et [14] établit que, lorsqu’elle est possible, la

résolution de (1) se fait au moyen de la déconvolution g B f de la fonction
g par la fonction f.

(1) LMC-IMAG, Université Joseph-Fourier, BP 53X, 38041 Grenoble, France.
(2) Université d’Avignon, Faculté des Sciences, 33 rue Pasteur, 84000 Avignon, France.
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Toujours dans le cadre vectoriel, la généralisation de ces résultats en
I’absence de toute hypothése de convexité sur les fonctions f et g permit
de mettre en évidence, notamment grace a 1’étude conjointe de 1’équation
£ B f = g, en quel sens l'inf-convolution et la déconvolution sont des
opérations inverses I'une de 1'autre ([13]).

Par ailleurs, il est possible, méme lorsque l’espace X n’est pas muni d’une
structure additive, de rencontrer certains types d’équations généralisant (1) :
ainsi les fonctions globalement lipschitziennes de rapport r sur un espace
métrique X sont-elles caractérisées par la relation

inf{g(z) + rd(z,y) |z € X} =g(y), YyeX.

Ceci nous conduit naturellement a envisager de fagon plus générale des
équations du type suivant, ou la fonction ¢ est définie sur un produit
cartésien X x Y :

inf{¢(z) +c(z,y) [e € X} =9(3y), VyeY,

adoptant ainsi le point de vue présenté dans [24]. Dans cette étude, 1’outil
de base sera la notion de conjugaison généralisée au sens de Moreau-Fenchel
dont un exemple intéressant est, dans le cas vectoriel, la déconvolution d’une
fonction donnée. Nous constaterons que cette nouvelle approche apporte un
éclairage nouveau sur les différentes propriétés de cette derniére opération.

1. La conjugaison de Moreau-Fenchel

Sur I’ensemble IR = R U {—oc0, +00}, nous noterons + (resp. +) l’exten-
sion de ’addition des réels avec prédominance en +oo (resp. en —co) suivant
la convention de Moreau, c’est-a-dire, pour a, b €R :

a+b= 400 sietseulement sia =400 ou b= +o0,

a+b=—co siet seulement sia =—ocooub=—o0.
On passe de 'une a 'autre de ces deux lois par la relation :
—(a+b)=(-a) +(-b), Va,beR,

soit, en notant respectivement ~ et — les lois opposées (c’est-a-dire :
a-b=a+(-b) eta~b=a+(-b)),

—(@~b)=b~a, Va,beR (2)
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Lorsque X et Y désignent deux espaces vectoriels réels, mis en dualité
par une forme bilinéaire (-, - ), on connait la notion classique de conjugaison
de Fenchel, qui, & une fonction ¢ € Iﬁx, associe la fonction ¢* € FY définie,
pour y €Y, par:

¢*(y) = sup{(z,y) - ¢(z) | z € X},

ainsi que les propriétés de cette opération de conjugaison ([4], [15], [19]).
Dans le cadre beaucoup plus général, on peut étendre cette notion en
I’absence de toute structure additive, la forme bilinéaire de dualité étant
alors remplacée par une fonction quelconque de deux variables. Soit donc
X, Y deux ensembles et ¢ : X x ¥ — R une telle fonction, dite fonction

couplage. Pour toute fonction ¢ € Iﬁx, on considére la fonction ¢€ € Iﬁx,
appelée c-conjuguée de ¢, et définie par :

¢°(y) = sup{c(z,y) ~ d(z) | = € X}, Vyev. (3)

On définira bien sir de maniére analogue la c-conjuguée ¥° d’une fonction
NS lﬁy par :

¥°(z) =sup{c(z,y) ~¥(y) ly€Y}, VzeX.

La c-conjugaison établit donc une double correspondance décroissante
. entre IR™ et RY. Pour toute fonction ¢ € RX (ou ﬁy), on peut alors
définir la c-biconjuguée £°¢ = (£°)° de ¢, dont on montre ([16]) qu'elle est
I’enveloppe supérieure des fonctions c-élémentaires minorant £, une fonction
c-élémentaire sur X étant une fonction de la forme ¢(-, yo) =B, 0l yo €Y
et 8 € R. En particulier, quelle que soit la fonction ¢, on a donc :

£°€ <€, (4)

propriété dont résulte immédiatement 1’égalité :

€CCC — eC . (5)
Ezemple 1.— Considérons X = Y un espace vectoriel réel et, sur X xY,

le couplage suivant, ol f € ﬁx :
c(z,y) = f(z +y), (6)
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couplage symétrique en z et y. La relation (3) de définition de la c-conjuguée
d’une fonction ¢ € R” s’écrit ici :

=8¢, (M

ou f B¢ désigne la déconvolution de f par £ ([8]), c’est-a-dire la fonction
définie par :

(fB€)(z) =sup{f(z1) ~&(z2) |21 —z2 =2}, VeeX. (8)

Ainsi, U'opération fB -, de déconvolution d’une fonction f donnée, peut-elle
étre regardée comme une conjugaison pour le couplage ¢ défini en (6). De ce

point de vue, on remarque notamment que les relations suivantes, énoncées
dans ([13]) :

f8(f8¢<¢, (9)
fe(fa(fag) =r8¢, (10)

ne sont autres que les propriétés (4) et (5) de la c-conjugaison. O

Dans le cadre général, si I'°(X,Y’) désigne I’ensemble des fonctions de

=X . .. . 1 .
IR™ qui sont enveloppes supérieures de fonctions c-élémentaires (de telles
fonctions seront dites c-réguliéres), on obtient 1’équivalence suivante, ol

¢ € RY .
$eT(X,Y) & ¢ =9, (11)

et une caractérisation analogue de I’ensemble I'‘(X,Y) des éléments c-
réguliers de |‘§Y. En fait, la c-conjugaison échange de maniére bijective
les fonctions c-réguliéres de Iﬁx et rR-Y. Plus précisément, la résolution de
I’équation :

€ =g, (E)

oug € IﬁY (resp. ﬁx) et ou les solutions sont a chercher dans ﬁx (resp.
Iﬁy), peut s’énoncer comme suit.
ProPOSITION 1

L’équation (E) a une solution si et seulement si g est c-réguliére. Dans
ce cas :

(i) & est solution de (E) si et seulement si £°¢ = g°;

(ii) g¢ est la plus petite solution (E), la seule qui soit c-réguliére.
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Preyve. — L’existence d’une solution £y de (E) donne par c-biconjugaison
(€8)°° = g°°, ce qui implique, compte tenu de (5), 9°¢ = g. Inversement, si
cette derniére condition, équivalente 4 la c-régularité de g, est réalisée, il est
clair que g = g€ est solution de (E).

Supposons désormais g c-réguliere. De 1’égalité £° = ¢° on déduit
successivement, par c-conjugaison £°° = g¢ (donc en particulier g¢ < ¢
d’aprés (4)), puis £°°° = g, c’est-a-dire £ = g. De plus, 1’égalité £°¢ = ¢¢
prouve, lorsque { est supposée c-réguliére, que £ = g°, ce qui acheéve la
démonstration. O

Ezemple 2. — Lorsque c est une forme bilinéaire de dualité séparante
entre deux espaces vectoriels X et Y, ’ensemble I'“(X,Y) n’est autre que

I'(X), sous-ensemble de ﬁx formé, d’une part, des deux fonctions constantes
égales & +oo et, d’autre part, des fonctions qui sont convexes, propres (i.e., a
valeur dans RU{+o0} et non identiquement égales a +c0), et semi-continues
inférieurement (s.c.i.) pour toute topologie localement convexe compatible
avec la dualité. Les solutions de I’équation £* = g sont, lorsque g € I'(Y)

est propre, les fonctions £ € Iﬁx de régularisée s.c.i. la fonction g*; cette
derniére est la plus petite d’entre-elles et la seule qui soit convexe s.c.i. O

Ezemple 3.— Reprenons la situation de l'exemple 1. La c-régularité
d’une fonction £ s’énonce dans ce cas, d’aprés ([1]) :

f8(r8¢) =¢. (12)

La proposition ci-dessus contient, comme cas particulier, les résultats con-
cernant 1’équation :

fB¢=g (13)
obtenus dans [13].

COROLLAIRE 2

Soit X un espace vectoriel et f, g € RY. L’équation (13) a une solution
si et seulement si fEH (fBg) = g. Dans ce cas :

(i) & est solution de (13) si et seulement si fB(fEg)= fByg;
(i) f B g est la plus petite solution de (13), la seule qui satisfasse
f8(f8g9) =g

Par analogie, et bien que, contrairement au symbole de déconvolution 5,
il ne s’agisse plus dans le cas général d’une opération interne, nous noterons
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., , . =X =Y
la c-conjuguée £¢ d’une fonction £ € R™ (ou R™ ) sous la forme :
£=cvé§. (14)
Les formules (4) et (5) s’écrivent alors, pour toute fonction ¢ :
¢ (c7E) <&, (4)
cT(cT(cTE)=cTE, (5)

généralisant les formules obtenues dans [13] pour la déconvolution. De plus,
la résolution de I’équation (E), qui se présente maintenant sous la forme :

cvé=g, (E)

peut également s’énoncer sous une forme en tous points calquée sur celle du
corollaire 2.

ProrosiTioN 1/

Soit X et Y deuz ensembles quelconques, ¢ : X x Y — R un couplage
entre X etY et g € RY (ou ﬁx). L’équation (E') a une solution si et
seulement si ¢ 7 (¢ 7 g) = g. Dans ce cas :

(i) & est solution de (E) si et seulement sic 7 (c 7€) =cTg;
(i) ¢ 7 g est la plus petite solution (E), la seule qui satisfasse

c7(cvé)=¢.

2. Applications

Les résultats ci-dessus peuvent s’utiliser notamment pour la résolution
\ . N =Y
des problémes suivants, ou g € R™ :

Trouver £ € R satisfaisant

sup{{(z) ~c(z,9) [z € X} =g(y), VyeY. (E1)
Trouver £ € ﬁx satisfaisant

inf{¢(z) +c(z,v) [z € X} =g(v), VyeY. (E2)
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L’énoncé de I’équation (E;) peut, de maniére évidente, se mettre sous la
forme :

(—f)d =9, (El)

ou d est le couplage opposé a c. Quant a ’équation (E3), compte tenu de la
relation (2) et de I’égalité :

inf{a;, i € I} = —sup{—a;, i € I},

vraie pour toute famille (ai)i el d’éléments de R, elle peut s’écrire sous la
forme équivalente (avec, ici encore, d = —c) :

¢d=—g. (E2)

Avant d’énoncer les résultats, quelques notations et remarques. Nous
introduisons, pour £ € Iﬁx et y €Y, la notation :

(€ 7 ¢)(y) =sup{é(z) ~ c(z,y) |z € X}, (15)
(€ v e)(y) =inf{é(z) + c(z,y) |z € X}, (16)

ainsi que les définitions similaires pour £ € R, en sorte que chacune des
deux opérations - 7 c et - 57 ¢ réalise & son tour une double correspondance

entre ﬁx et IR” . Avec ces notations et d = —c, on obtient, pour toute

fonction ¢ :
() =dv(-¢)=¢ve, (17)
=dvé=-(¢ve), (18)

égalité a rapprocher de (2). Par suite, on constate aisément que :
()" =—-(vave), ¢¥=(¢veve, (19)
dont on peut en particulier déduire, grace a (4), les inégalités :

Eve)ve>E, (Eve)we<é. (20)

A partir des formules (17) et (18) et des résultats du paragraphe précé-
dent, on constate que les opérations - ¥ c et - 7 ¢ se présentent comme
inverses I'une de ’autre au sens ou - v/ ¢ réalise une bijection de ’ensemble
~T4(X,Y) (resp. ~I')(Y, X)) sur ensemble T4(Y, X) (resp. rd(x,v)),
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dont la bijection inverse est 'opération - 7 c¢. Plus précisément, la réso-
lution des équations (E1) et (E2), en d’autres termes des équations :

5‘70:9, (El)
Evc:gv (EZ)

s’énonce respectivement comme suit.

ProrosiTiON 3

Soit X et Y deuz ensembles quelconques, g € Iﬁx (ou Iﬁy), c: XxY >R
une fonction couplage et d = —c. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Véquation (E1) admet une solution;
(2) g est d-réguliére;
(3)(gve)ve=g.
De plus, sous l'une de ces conditions :
(i) € est solution de (Eq) si et seulement si (§ F¢)Ve=¢gVe;
(%) g 7 ¢ est la plus grande solution de (E1), la seule qui vérifie

Eveve=¢
(i.e. telle que (=€) soit d-réguliére).

ProPOSITION 4
Sous les mémes données, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Uégquation (E3) admet une solution;
(2) (—g) est d-réguliére;
(3)(gvc)ve=g.
De plus, sous l'une de ces conditions :
(i) & est solution de (Eg) st et seulement si (§ Vc)Fe=9gTFc¢;
(i) g 7 ¢ est la plus petite solution de (E3), la seule qui vérifie

(Eve)ve=¢

(i.e. telle que & soit d-réguliére).
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Remarque 4.— Si I'on considére successivement les équations £ 7 ¢ =
g7 cet £V c=gvec,les propositions ci-dessus conduisent notamment aux
relations suivantes, vraies pour toute fonction g :

(9vc)ve)ve=gve, (9ve)Fe)ve=gve, (21)
qui, en fait, sont une autre écriture des égalités (—g)%¢ = (—g)? et
9994 = g? respectivement. O

Ezemple 5.— Dans le cas vectoriel, lorsque X = Y et f € ﬁx,
considérons le couplage ¢; défini par :

ci(e,y) = f(z - v) (22)

couplage non symétrique en z et y, d’oll la nécessité de bien différencier les
roles de X et Y et considérer le couplage c; comme une application définie
sur X x Y, avec Y = X. On constate que, pour £ € lﬁx, Evc =£€8f,
tandis que, pour £ € FY, Ever =€0f, ou £0 f désigne 'inf-convolution
des fonctions £ et f, c’est-a-dire :

(€0 f)(z) =inf{é(z1) + f(z2) |21+ 22 =2}, VzeX.  (23)

Dans [13], I’étude réalisée sur les équations de convolution £ B f = g et
£ 0 f = g a déja prouvé que, pour une fonction f donnée, chacune des
opérations - O f d’inf-convolution par f et - B f de déconvolution par
f est inverse de ’autre en un sens généralisé. Ces équations apparaissant
désormais comme un exemple particulier d’équation du type (E;) et (E,)
respectivement, il n’est nullement surprenant que les différentes propositions
et relations énoncées ci-dessus se présentent comme une généralisation des
résultats obtenus dans [13]. De plus, on constate désormais que - O f et
- B f sont des opérations inverses 'une de l’autre au sens classique :

g0f=h & g=h8f,

si I'on se restreint aux fonctions g € —T9 (Y, X) et h € T%(X,Y), o
dy = —c1.0

Remarque 6.— Nous terminerons ce paragraphe par la remarque sui-
vante, inspirée des exemples 1 et 4. Soit ¢ un couplage entre deux ensembles
X et Y, ’ensemble Y étant ici supposé muni d'une structure additive. Nous
pouvons donc également considérer entre X et Y le couplage ¢; défini par :

ci(z,y) =c(z,-y), V(z,y)eXxY. (24)
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Une vérification élémentaire prouve que la ¢j-conjuguée d’une fonction
p€ R* (resp. I_RTY) s’écrit alors :

—

¢t = (¢°), (resp. ¥t = ($)°), (25)

oll, pour Y € IT?_Y, la fonction ¥ est définie par ":Z(y) = 9¢(—y). Ainsi, pour
les c;-biconjuguées, on obtient :

—

g = 65, (resp. $71°1 = (9)°), (26)

Il en résulte en particulier que le passage du couplage ¢ au couplage ¢y
n’affecte pas la régularité des éléments de IR, tandis qu’une fonction
Y e FY est ci-réguliére si et seulement si ¢ est c-réguliére. O

La résolution d’équation du type (E), (E1) et (E2) ou, probléme équiva-
lent, la caractérisation des fonctions réguliéres associées a un couplage don-
né est généralement malaisée. Les paragraphes suivants donnent quelques
exemples de situations ou cette résolution est possible.

3. Détermination des fonctions critéres

Etant donné deux ensembles X et Y, une multiapplication I' définie sur
X a valeurs dans Y (définissant, pour chaque # € X, 'ensemble T'(z) des

contraintes), et une fonction £ € RY (dite fonction critére), on considére la
famille de problémes d’optimisation suivante, paramétrée par z € X :

g(z) =inf{é(y) |y e I'(z)}.
Pour un z donné, g(z) est le montant du probléme et la fonction g est
appelée fonction de perturbation ou fonction valeur.

Examinons le probléme inverse qui consiste & déduire la fonction critére
¢ de la donnée de g et du graphe I' C X x Y des contraintes. Il s’agit donc
de résoudre 1’équation :

inf{(y) |y €T(z)} = g(z), VzeX. (27)
Si yYr désigne la fonction indicatrice de ’ensemble T, i.e. :

0 si(z,y) el ,
400 sinon,

¥r(z,y) = {
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I’équation (27) peut encore s’écrire :

inf{¢(y) + ¥r(z,y)} = g(z), VzeX

et se présente par conséquent comme une équation du type (E;), avec, ici,
¢ = yYr : sa résolution obéit donc aux résultats de la proposition 4. Notons
tout d’abord que, pour ¢ € Iﬁx etyeY:

(¢ e)(y) =inf{¢(z) |z € T (y)}, (28)
(¢ 7 )(y) = sup{¢(z) |z € T (y)}, (29)

I'~! désignant la multiapplication réciproque de I'. Les formules analogues
pour les fonctions de R s’obtenant en échangeant les roles de ' et T'~1,
les relations (20) sont les inégalités évidentes suivantes :

s inf ¢(z)< ¢ < inf 1) 30
yeé‘(‘;)zer—«y) (z) < é(=0) yer(zo)zeiﬂ)(y) () (30)

pour tout zg € X.

La conjugaison relative au couplage ¢ = yr a été étudiée dans [9] et
releve de la conjugaison par tranches [22]. Pour étre complets, nous donnons
cependant les preuves des résultats suivants.

PROPOSITION 5

Soit ' C X XY le graphe d’une multiapplication et ¢ = yr. Pour toute
fonction ¢ € ﬁx, les assertions suivantes sont équivalentes :

() (67e)Ve=¢;

(i) pour tout élément zo € X, on a :

inf = ; 31
yG}Il(wo)zelsf‘lig(y) ¢(w) ¢(x0) ( )

(1%i) pour tout A € R, la tranche inférieure stricte ¢<() est réunion
d’ensembles de la forme T ~1(y), on y €Y.

Preuve.— D’aprés (28) et (29), ’équivalence de (i) et (ii) est claire.
Supposons I'assertion (ii) vérifiée et considérons un élément zg € #<(N).
L’inégalité stricte ¢(zo) < A signifie 'existence d’un élément yo € I'(zo) tel
que :

sup{é(e) | = € I (30)} < A

-113 -



Marie-Laurence Mazure et Michel Volle

et implique par conséquent la double inclusion :

{zo} C T (wo) C ¢<(N).

L’assersion (iii) en résulte clairement.

Supposons inversement la condition (iil) réalisée. L’égalité (31) étant
trivialement vérifiée dés que ¢(zg) = +00, considérons un élément zg de X
tel que ¢(zg) # +o0o et un nombre réel A > ¢(zg). L’hypothése (iii) prouve
Pexistence d’une famille (yi)i eI d’éléments de ’ensemble Y satisfaisant :

o< =Ur ),
el
et, par conséquent, ’existence d’un indice : € I tel que :

{zo} C T 1 (m) C4<(}).

Il en résulte successivement les inégalités

sup{¢(z) |z € T ()} < A,

puis
inf sup ¢(z) < A.
y€l(zo) zel~1(y)
Cette inégalité étant vraie pour tout réel A > ¢(z¢), 1’égalité (31) s’en déduit
alors en tenant compte de la relation (30). O

D’aprés les propositions 3 et 4, le changement de ¢ en —¢ donne :

COROLLAIRE 6

a . =X . .
Sous les mémes données, pour ¢ € IR™, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) ¥ve)ve=9¢;

(ii) pour tout élément xg € X, on a :

sup inf  #(z) = ¢(z0) ; (32)
y€l(zo) =€ ()

(1ii) pour tout A € R, la tranche supérieure stricte ¢~ (A) est réunion
d’ensembles de la forme T™1(y), ouy €Y.
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Les conditions ci-dessus caractérisent, pour d = —3r, les fonctions d-
réguliéres de Iﬁx; I’échange des réles de T' et I'"! conduit au fait que les
fonctions d-réguliéres de ﬁy sont les fonctions dont les tranches supérieures
strictes sont réunions d’ensembles de la forme I'(z), ou # € X. Finalement,
les résultats de la proposition 4 s’appliquent & la résolution de I’équation
(27) sous la forme :

CORROLAIRE 7

L’équation (27) admet une solution si et seulement si les tranches
inférieures strictes de g sont réunions d’ensembles de la forme I‘_l(y), ol
y €Y. De plus, dans ce cas, la fonction g 7 ¢ définie par Y par :

(97 ¢)(y) =sup{g(z) | = € T7"(v)}

est la plus petite solution de (27), la seule dont les tranches supérieures
strictes sotent réunions d’ensembles de la forme I'(z), ou z € X.

Nous sommes également en mesure d’énoncer parallélement les résultats
concernant ’équation :

sup{¢(y) |y €T(z)} = g(z), VzeX. (33)

COROLLAIRE 8

L’équation (33) admet une solution si et seulement si les tranches
supérieures strictes de g sont réunions d’ensembles de la forme I'™1(y),
" on y €Y. De plus, dans ce cas, la fonction g v ¢ définie sur Y par :

(97 c)(y) =inf{g(z) |z € T} (y)}

est la plus grande solution de (33), la seule dont les tranches inférieures
strictes soient réunions d’ensembles de la forme I'(z), od z € X.

Ezemple 7. — Illustrons I’ensemble de ces résultats d’un cas particulier
simple, généralisant le cas considéré dans ([16], pp. 137-138) : celui ou T
définit une relation de préordre (i.e., réflexive et transitive) sur un ensemble
X. La relation I' n’étant pas symétrique, il sera nécessaire de considérer T
comme sous-ensemble de X x Y, avec Y = X. Nous noterons ici “z < y ”
au lieu de “ (z,y) € T' ”, en sorte que les formules (28) et (29) deviennent,

. =X
pour toute fonction ¢ € R™ :

(¢ v e)(y) = inf{¢(z) |z < v}, (34)
(¢ 9 ¢)(y) = sup{o(z) | = < v} . (35)
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Quant aux équations (27) et (33), elles sénoncent, dans ce cas particulier :

inf{¢(y) lz<y}=g(z), VzeX, (36)
sup{é(y) [z <y} =g(z), VzeX. (37)

Une condition nécessaire immédiate d’existence d’une solution de (37)
est la décroissance de la fonction g; dans cette éventualité, la formule (34)
prouve que la fonction g 57 ¢ coincide avec la fonction g, elle-méme solution
évidente de (37). En d’autres termes, les fonctions d-réguliéres (avec d = —c)
de FX sont les fonctions décroissantes, ce qui nous permet finalement, pour
cet exemple, de traduire chacune des propositions 3 et 4 comme suit :
Péquation (36) admet une solution si et seulement si g est croissante, auquel
cas g 7 ¢ = g est la plus petite solution de (36), la seule qui soit croissante
(i.e., décroissante pour le préordre défini par 1"‘1). De méme, l’équation
(37) admet une solution si et seulement si g est décroissante, auquel cas
gV ¢ =g estla plus grande solution de (37), la seule qui soit décroissante
(i.e., croissante pour I'"1). 0

Ezemple 8. — Les différentes notions de composition des multiapplica-
tions fournissent également une illustration intéressante des équations (27)
et (33). En effet, X, Y, Z étant trois ensembles quelconques, soit 4 et B
deux multiapplications données, définies sur X, a valeurs respectivement
dans Y et Z, que nous identifierons a leur graphe A C X xY et B C X x Z.
Cherchons alors & déterminer les multiapplications ® C Y x Z qui sont, soit
telles que :

d04=08B, (38)

soit telles que
PeA=1B. (39)

Les symboles o et o désignent respectivement la composition existentielle et
la composition universelle des multiapplications, a savoir ([5]) :

(z,2)€®0A4 & AR)Nd(z)#£0, (40)

(z,2) eded o Ax)Cd(z2). (41)

Bien que pouvant également étre obtenus directement sans difficulté,
les résultats concernant les équations (38) et (39) seront ici écrits comme
conséquence des corollaires 7 et 8.
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En termes de fonctions indicatrices des graphes, 1’égalité (38) se présente
sous forme équivalente :

inf{Ps(y,2) + ¥a(z,y) |yeY} =¥p(z,2), V(z,2)EXxZ. (42)

Les ensembles X et Y sont couplés par la fonction ¢ = ¥y, il s’agit donc,
dans un premier temps, de résoudre la famille suivante d’équations du type
(27), paramétrée par z € Z :

§:vVe=gz, (43)

ol g, est définie, pour ¢ € X, par g,(z) = ¥pg(z,z). Pour un z donné
dans X, suivant la valeur du réel A, on constate que g<(A) = @ ou bien
95()) = B~ 1(z). De sorte que la condition nécessaire et suffisante pour
Pexistence d’une solution de (43) s’énonce (cor. 7) :

B z) = |J 47 (). (44)
i€l

Sous I'’hypothése (44), la fonction (g, 7 c), plus petite solution de (43),
prend, suivant le point y € Y considéré, les valeurs :

—oo si A7(y) =0,
0 si A7} (y) Cc B™1(2),
+oo si A7l(y) ¢ B71(2).

Il est clair que la fonction £, définie sur Y par :
0 iA471 B!
e ={°  BATWCrTE)
+o00 sinon,

est encore solution de (43).

Finalement, lorsque la condition (44) est réalisée en tout point 2z € Z, la
fonction £ définie sur Y x Z par :

£(y, 2) = &:(y),

est la plus petite fonction indicatrice d’une partie de Y x Z satisfaisant (42).
C’est l'indicatrice de la multiapplication composée universelle B e A1,
COROLLAIRE 9

L ’équation (38) admet une solution si et seulement si la formule (44) est
vérifiée pour tout z € Z. Dans ce cas, Be A~! est la plus grande (au sens
de linclusion des graphes) multiapplication solution de (38).
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D’une maniére tout a fait analogue & ce qui précéde, on peut exploiter le
corollaire 8 pour la résolution de 1’équation (39), puisque celle-ci se traduit,
lorsque A est & valeurs non vides, par :

sup{¥s(y,2) ~ Ya(2,y) [y€Y} = ¥p(z,2), V(z,2)EXxZ. (45)

On constate alors notamment que la composée existentielle Bo A™1 est
la plus petite solution éventuelle de (39).

4. Le cas des fonctions holderiennes

Les données sont ici les suivantes : (X, d) est un espace métrique, r un
réel strictement positif, @ € |0, 1]. Nous nous intéresserons aux équations
EVcec=getfFc =g, ouc estle couplage symétrique défini, pour
(z,y) € X x X, par

c(z,y) = rd*(z,y). (46)
Il s’agit donc explicitement des équations :

inf{¢(y) + rd*(z,y) |y € X}=g(x), VzeX, (47)
sup{¢(z) + rd*(z,y) |[y€ X} = g(z), VzeX. (48)
Par ailleurs, une fonction g € R est dite (a, 7)-hélderienne si elle satisfait

la propriété :
g(z) — g(y) < rd*(z,y), Vez,ycX. (49)

Le résultat suivant généralise ([10], prop. 2.2.; voir aussi [7] et [18]).

ProprosITION 10

Pour toute fonction g € IRX, les conditions suivantes sont équivalentes,
oivd=—c:

(i) g est d-réguliére;
(i) gFc=g;
(itt)gve=g,

(iv) g est (a,r)-holderienne.

Preuve.— Il est clair que 'hypothése (iv) est équivalente & 'une ou
Pautre des inégalités g < gycet g>gve.
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Par ailleurs, on constate aisément que les relations :
§2¢vVe, {<EVec, (50)

sont automatiquement réalisées par toute fonction ¢ € |§X, ou X est un
ensemble quelconque, dés que la fonction couplage ¢ : X x X — R s’annule
sur la diagonale de X x X, ce qui est le cas du couplage ¢ défini en (46).
L’équivalence entre les conditions (ii), (iii) et (iv) en résulte.

D’autre part, lorsque la condition (i) est réalisée (donc aussi (iii)), la
fonction g vérifie :

(gve)ve=gwec=gy,

et cette égalité caractérise la d-régularité de g (voir prop. 3).

Supposons maintenant la d-régularité de g. La fonction g étant alors
enveloppe supérieure de fonctions d-élémentaires a valeurs dans IR, il suffit
en fait de montrer que toute fonction ¢ de ce type, c’est-a-dire de la forme :

e=—-rd*(-,a)- 1,

ol a € X et B €R, est (a,r)-holderienne. Or, quels que soient les éléments
z et y de X, a partir de I'inégalité triangulaire :

d(z,a) < d(z,y) +d(y, a),
et sachant que o € )0, 1], on obtient :
d%(z,a) < d*(z,y) +d%(y, a),
d’oti 'inégalité cherchée :
(y) - £(2) < rd*(z,5).

L’opposée d’une fonction (e, r)-hdlderienne étant elle-méme (a, r)-hdlde-
rienne, il en est donc ainsi de toute fonction d-élémentaire. 0

Grice aux résultats ci-dessus, on obtient & partir des propositions 3 et 4 :

ProPosITION 11
Pour toute fonction g € rl?—X, les conditions suivantes sont équivalentes,

(i) UVéquation (47) admet une solution;
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(i) Uéquation (48) admet une solution;
(#i) g est (o, v)-hélderienne.
Lorsque l'une de ces conditions est réalisée, g est la plus petite solution

de (47) (resp. la plus grande solution de (48)), la seule qui soit (a,r)-hél-
derienne.

5. Le cas des formes quadratiques

Dans ce paragraphe, X désignera un espace hilbertien. Pour tout opé-
rateur linéaire symétrique A de X, nous noterons g4 la forme quadratique
continue associée, i.e., la fonction définie par :

1
qA(:c)zi(Aw,z), VeeX.
L’étude des équations
4B¢=g, (Bqa=g, £0qa=y, (51)

ayant déja été détaillée dans [13], nous nous contenterons, dans le cas
général, de décrire la classe des fonctions c-féguliéres, pour le couplage du

type :
co(z,y) = qa(z +v), (52)

la connaissance de cette classe conduisant a la résolution des équations (51)
par application des propositions 1, 3, 4.
PROPOSITION 12

Soit A un opérateur linéaire symétrique de X, ¢ le couplage défini en
(52) et g € RX . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) g est c-réguliére;

(7) il existe une fonction k € T'(X) telle que g—qq = ko A;

(ii) g — a4 = ((9 ~ ¢4)* + ¥1ma) "

Preuve. — La c-régularité de g signifiant ’existence d’une fonction £ telle

que g4 B¢ = g, I'équivalence entre (i) et (ii) découle de la suivante, vraie

quels que soient les éléments ¢ et £ de ﬁx :
$=9aB¢ & od—gqa=(£—qa) 0A. (53)
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D’autre part, par double utilisation de la relation (53) dans ’égalité
445(g48g) = g (également caractéristique de (i)), on constate I’équivalence
de (i) et (iil) (voir [13], prop. II-4). O

Ezemple 9. — Plagons-nous dans le cas ou 'opérateur A est inversible.
La proposition ci-dessus montre alors que g est c-réguliére si et seulement
si (g — g4) € T(X). Cette condition signifie, lorsque la fonction g ne prend
pas la valeur (—o0), que celle-ci est s.c.i. et A-conveze, au sens suivant :

gtz + (1= t)y) <tg(z)+ (1—1)g(y) — (1 — t)aa(z ~ v),
quels que soient les points z et yde X et t € |0, 1[.

Cette notion générale de A-convexité contient notamment la notion de
fonction r-fortement conveze (r > 0), qui correspond au cas particulier
A = rIdx ([21]), tandis que les fonctions r-paraconvezes (r > 0) sont
obtenues en prenant A = —rIdyx ([20]).

Enfin, nous dirons qu’une fonction ¢ € ﬁx est A-concave si (—¢) est A-
convexe. On obtient alors la proposition suivante qui généralise ([18], th. 5).

ProprosITION 13

Soit g € ﬁx et A un opérateur linéaire symétrique inversible de X .

(1) Lorsque la fonction g et propre, l’équation g4 B € = g admet une
solution si et seulement si g est A-conveze s.c.i., auquel cas (g4 Hyg)
en est la plus petite solution, la seule qui soit A-conveze s.c.i.

(2) Lorsque la fonction g et propre, ’équation € B qq4 = g admet une
solution si et seulement si g est (—A)-conveze s.c.i., auquel cas
(90q4) en est la plus grande solution, la seule qui soit (—A)-concave
s.c.s. '

(3) Lorsque la fonction (—g) et propre, l’équation £ O qq = g admet
une solution si et seulement si g est (—A)-concave s.c.s., auquel cas

(98 q4) en est la plus petite solution, la seule qui soit (—A)-conveze
s.c.i.

Preuve. — La propreté de g impliquant clairement que la fonctionggq Hg
(et donc, a fortiori, toute autre solution éventuelle de I’équation g4 5 £ = g)
ne peut prendre la valeur —oo, le premier point traduit les propositions 1
et 12 en tenant compte de l'inversibilité de ’opérateur A.

Les deux derniéres équations correspondent (voir ex. 5) au couplage ¢,
symétrique en z et y, défini par :

ci(z,y) = qal(z - y),
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et leur résolution fait par conséquent intervenir la d;-régularité, o dy = —c;
(voir prop. 3 et 4). Or, la symétrie de ¢; implique, grace & la remarque 6,
que les fonctions d;-réguliéres sont exactement les fonctions d-réguliéres, le
couplage d étant donné par

d(z,y) = q_a)(z+y).
D’oli le résultat annoncé & partir de la proposition 12. O

Dans [13], lemme II-5, a été montrée, pour tout opérateur symétrique
B de X, I'équivalence des deux assertions suivantes, ol Q est une partie
quelconque de X :

(i) a5 =(a5 +¥a)";
(ii) B > 0 et Uensemble {z € X | B/2z ¢ Q} est dense dans X.

A partir de la condition (i) de la proposition 12, ce résultat permet
notamment de caractériser la c-régularité d’une forme quadratique continue
sur X. Lorsqu’un opérateur symétrique S de X est semi-défini positif
(> 0), nous noterons 51/2 I’unique opérateur symétrique et > 0 satisfaisant
S1/2551/2 = S. On obtient ainsi :

PRoPOSITION 14

Pour tout opérateur symétriqgue B de X, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) aB est c-réguliére, ot c est le couplage défini en (52);

(i) B — A > 0 et Uensemble {zx € X | (B — A 2g ¢ ImA} est dense
dans X.

Il est possible d’utiliser cette caractérisation pour la résolution des
équations (51) dans le cas particulier important ot le second membre en est
une forme quadratique continue ([13]). Ces résultats ont, sur les opérateurs,
une traduction en termes d’addition et de soustraction paralléles ([1], [13],
[14], [17]). Rappelons que la somme paralléle de deuz opérateurs symétriques
A et B de X (resp. la différence paralléle de B par A) désigne ’opérateur
symétrique A // B (resp. B #/ A) associé & g4 O gp (resp. gg B q4), lorsque
cette fonction est une forme quadratique sur X, i.e., lorsque A et B vérifient
A+B >0etIm A C Im(A+B)!/2 (resp. A—B > 0et ImA C Im(A-B)!/2)
([13]). L’étude, dans I’ensemble des opérateurs symétriques de I’espace X,
des équations :

A#Z=B, Z#A=B, Z//A=B, (54)
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se déduit alors, & travers la proposition 14, de celle des équations (51).
Nous renvoyons a [13] pour ’ensemble des résultats sur ces équations et
énoncerons en complément les suivants.

PROPOSITION 15
Soit A, B et Zy trois opérateurs symétriques de X.
(1) Si A ff Zo = B, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Zo= A} B;
(i) Zg — A > 0 et lensemble {z € X | (Zo — A)Y/%z € ImA} est
dense dans X.

(2) Si Zo ff A= B, on obtient de méme I’équivalence des conditions :
(i) A~ Zg > 0 et lensemble {z € X | (A — Zo)/%z € ImA} est
dense dans X.
(3) Enfin, si Zy [/ A = B, Uéquivalence de :
(i) Zo=BHA;
(i) A+ Zo > 0 et lensemble {z € X | (A + Zo)/%z ¢ ImA} est
dense dans X.

Preuve. — (1) Considérons ici le couplage ¢ défini en (52). Sous I’hypo-
these A // Zg = B, I'égalité Zg = A // B, équivalente a 947, = 94 5 qpB, est
donc réalisée si et seulement si gz, est c-réguliére, propriété qui se traduit,
d’apres la proposition 14, par la condition (ii).

(2) De méme, sous I’hypothese Zy // A = B, la condition (i), autrement
dit ’égalité gz, = q4 O ¢p, signifie (prop. 3) la d;-régularité de (—az,),
o dyi(z,y) = —c(z,—y), ou encore, si d = —c, sa d-régularité, d’ou
’équivalence des conditions (i) et (ii) & partir de la proposition 14.

L’équivalence (3) est, de méme, conséquence des propositions 4 et 14. O

8. Lien avec ’analyse épigraphique

L’objet géométrique qui représente le mieux la notion d’inf-convolution
est I’épigraphe : étant donné un ensemble X, on appelle épigraphe d’une
. =X .
fonction f € R™ I’ensemble :

épif = {(2,7) € X xR | f(z) < r},
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et épigraphe strict de f I’ensemble épi; f obtenu en prenant I’inégalité stricte
dans la définition ci-dessus. Lorsque X est un espace vectoriel,on sait ([15])
que 1’épigraphe strict de I'inf-convolution de deux fonctions quelconques f,

g €ER™ est la somme vectorielle de leurs épigraphes stricts :
épi(f O g) = épis f + épis g, (55)

ce qui justifie la terminologie de somme épigraphique de f et g parfois
utilisée pour désigner l'inf-convolution f O g ([3]). En ce qui concerne la
déconvolution, sans aucune hypothése sur les fonctions f et g, on a I’égalité
([23], prop. 6; voir aussi [6]) :

épi(fHg) =¢épif * épig, (56)
ou 'opérateur * désigne la différence étoilée d’ensembles, i.e. :
A*B={zeX|z+BC A}.

La formule (56) permet d’interpréter, de fagon naturelle, la déconvolution
comme une notion de différence épigraphique de fonctions ([2]).

Ainsi, les équations fonctionnelles f(0¢ = g, (B f = g, fEE = g, étudiées
dans [13], se traduisent-elles, en vertu de (55) et (56), par des équations
ensemblistes faisant intervenir la somme vectorielle et la différence étoilée.
En fait, ces deux points de vue (fonctionnel et ensembliste) sont équivalents
puisque inversement, les équations ensemblistes :

A+Z=B, Z*A=B, A*Z=B,

s’écrivent respectivement, a I'aide des fonctions indicatrices (et pour des
ensembles non vides) :

$,0¥z=V¥p, ¥zB¥,=¥p, ¥,HBV;=Vg.

Ces différentes remarques admettent une extension au cadre plus large de
la présente étude sous la forme suivante. Etant donné un couplage ¢ entre
deux ensembles quelconques X et Y, on constate sans difficulté que, pour
toute fonction f € Iﬁy, P’épigraphe strict de f 7 ¢ s’obtient & partir d’une
composition existentielle de multiapplications sous la forme :

épis(f v ¢) = épi, f o épigc, (57)
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ot la fonction f est définie sur Y x R par f(y,a) = f(y) + a. De méme, la
formule (56) s’étend au moyen d’une composition universelle sous les deux
formes :

épi(f v ¢) = épi feépic, épi(cv f)= épife épi(—c), (58)

la fonction f étant ici respectivement donnée par f(y,a) = f(y) —a et
f(y,a) = —_f(y) — a. Il résulte de (57) et (58) que, par passage aux
é—pigra.phes, les équations (E), (E1) et (E3) se raménent toujours a des
équations mettant en jeu les lois de composition des multiapplications. Cette
constatation, ainsi que 1’étude réalisée au cours de I’exemple 8, permettent
de conlure que 1’équivalence des points de vue ensembliste et fonctionnel

subsiste encore dans le cadre le plus général.
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