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Interpolation linéaire associée
a un générateur de semi-groupe intégré

MARIE-THERESE LACROIX et MOEAMMED MARJANI(D)

RESUME. — Si A est générateur d'un semi-groupe a-intégré S(t) (vé-

rifiant ”S(t)” <M 0 < t) sur un espace de Banach X, on

ta
TF(a+1)’
introduit des espaces intermédiaires entre D{A4) et X, espaces qui peu-
vent étre définis au moyen de la régularisée de Yoshida, de la méthode des
traces et des sommes. On obtient les théorémes d’interpolation de dualité
et de perturbation.

ABSTRACT. — Let A be the generator of an «a-integrated semigroup

a

S(t) on a Banach space X (such that “S(t)“ < Mt* , 0L t), we
Fla+1)

introduce intermediate spaces between D(A) and X . Theses spaces can be

obtained by the mean of the resolvent function, the trace method and the

method of the sum. We obtain an interpolation, duality and perturbation

theorem.

Introduction

Etant donnés un semi-groupe borné de classe Cy (.S'(t))t>0
pace de Banach X, et son générateur infinitésimal A, Lions-Peetre [16]
montrent que les espaces de moyennes entre D(A) et X peuvent se dé-
finir & l'aide de (S(t))t>0 : avec les notations de Lions-Peetre (resp.

(8], [9]), les espaces S{P_,. 1-6, D(A); P, -6, X} (zesp. (X, D(A))

Sur un es-

6,p)
et {a: €X ‘ llz|] + ”t_"”w — S(t)z|| HLP(O ) < oo} coincident algébrique-
M , OO

ment et topologiquement.

(1) URA CNRS 741, Laboratoire de Mathématiques, UFR des Sciences et Techniques,
16 route de Gray F-25030 Besangon Cedex (France)
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Dans ce travail, nous nous proposons d’étendre ce résultat i d’autres fa-
milles d’opérateurs linéaires bornés dans X. Pour cela, nous nous réfererons
a la théorie des semi-groupes intégrés (2], [3], [12] et [13].

Le plan de ce travail est le suivant :

En premier lieu, on fait un rappel sur l'interpolation réelle et les semi-
groupes intégrés.

Dans une seconde partie, nous caractérisons les espaces d’interpolation
réelle & 1’aide du semi-groupe intégré, du module de continuité d’ordre 1, et
de la résolvante du générateur infinitésimal.

Dans la troisiéme partie, nous donnons les méthodes des traces et des
sommies.

Dans une quatrieme partie, nous obtenons les théorémes d’interpolations
et de dualité.

Dans la derniére partie, nous donnons comme application une nouvelle
caractérisation des espaces de Besov ([1], [8]) et une résolution du probléme
de Cauchy dans des espaces intermédiaires.

0. Rappels : Interpolation réelle et semi-groupes intégrés

A. Interpolation, méthode réelle

Soient Yy et Y7 deux espaces de Banach, tous deux contenus dans un
méme espace vectoriel topologique séparé U, les injections de ¥; (i = 0, 1)
dans U étant continues : on dira que le couple (Yp, Y1) est compatible. On
appelle espace intermédiaire entre Yy et Y7 tout espace de Banach Y tel que
YonY1 CY C Yo +7Y1, inclusion avec injection continue (YoNY; et Yo+ Y3
étant munis des normes usuelles).

DEFINITION 0.1 ([8], [9] et [16]). — Soit (Yo, Y1) un couple compatible
d’espaces de Banach et Y un espace intermédiaire entre Yy et Y7.

Y est dit espace d’interpolation entre Yo et Yy si toute application linéaire
continue de Yo+Y1 dans Yg+Y7, dont la restriction 4 Y; est linéaire continue
de Y; dans Y; (i = 0, 1), alors sa restriction ¢ Y est linéaire continue de Y
dans Y.

1l existe différentes méthodes qui permettent de construire les espaces
Y, comme par exemple : la méthode des traces, la méthode complexe et la
méthode des moyennes [8] et [16].
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Dans ce travail, on va s’intéresser a la méthode réelle suivante, dite parfois
méthode K.

DEFINITION 0.2 ([8], [9]). — Soit (Yo, Y1) un couple compatible d’espaces
de Banach, 6 €]0,1[ et P € [1,00]. On appelle espace d’interpolation
réelle et on note

(Yo, Y1)y p = {y €Yo+ Y1 |t7°K(t,4; Yo, V1) € LT(0,00)}

avec
K(t,y; Yo, Y1) = _inf (lsolly, +tlwnlly, ) (0.1)
et 4
P _ P(p+ 9t
£2(0,00) = I (R, t).
Remarque. — (YO, Yl)o,P muni de la norme

tK(t,y; Yo, Y1) HLf’(O,oo)

est un espace de Banach.

On obtient par cette méthode les deux importants résultats suivant.

THEOREME 0.3 (théoréme d’interpolation [8]). — Soit (Yo, Y1) et (2o, Z1)
deuz couples compatibles d’espaces de Banach et T une application linéaire
continue de Yo+Y1 dans Zg+ Zy, donc la restriction a Y; est linéaire conti-
nue de Y; dans Z;, de norme “THY Z; 1 =0, 1. Alors, T applique contini-

ment (YO’Yl)OP dans (2o, Zl)gp pour tout @ €]0, 1[ et tout P € [1, o0],
et de norme znferzeure a

17155 217132, -

De plus, on a
K(S, Ys Y01Y1) < 70,Pso”yug,p y Vs>0 (02)

ou vg p est une constante qui ne dépend que de 6§ et de P.
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THEOREME 0.4 (théoréme de dualité [1], (8] et [15]). — Soit (Yo, Y1) un
couple compatible d’espaces de Banach tel que Yo N'Y1 soit dense dans Y;,
i =0, 1. Soit Y} le dual topologique de Y;, i = 0, 1. Pour tout 6 €]0, 1] et
tout P€(1,00[,1/p+1/p'=1, ona

(YO,Yl);,P = (Y()/’Yll)a,p/ (de normes équivalentes).

B. Semi-groupes intégrés

Notation. — Pour tout 8 > —1, on définit la fonction Jg:]0,00[-R

. 18
t— ]ﬁ(t) = F(T—{-l)
avec (B + 1) = [(° e ttF dt.

Si 8 = —1, on note j_; la mesure de Dirac 69 en 0. On définit alors la
convolution jg (8 > —1) avec une fonction continue f de 10, co[ dans un
espace de Banach X, par

(t ) s si -
o / Naan /@ sp<-1

f(t—s)déo(s) = f(t) siB=-1.

*f

On désigne par L(X) ’espace des applications linéaires continues sur X.

ProposiTION 0.5 ([2], [12]).— Soient X un espace de Banach et
(S(t))t>0 C L(X) une famaille fortement continue telle que ”S(t || < Me*t,
Vt>0 (M, w>0).

Soit a > 0, on pose
(=
r(A) := ,\°‘/ e MS@H)dt (A > w). (0.3)
0
Alors (R(/\))/\>w est pseudo-résolvante si et seulement si
t+s (s+t—r)n—1 ’(s+t—r)"_1
= — 5 - " 35n(r)d
Sn(t)Sn(s) /t T S dr /0 o (rydr
(0.4)

pour tout s, t > 0 avecn —1 < @ < n (n € N) et Spz := jp_q_1 * Sz
(z € X).
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Remarque. — La relation (0.4) entraine

S(2)S(s) = S(s)S(t) s,t>0 (0.5)
S(t)S(0) =0 t>0.

DEFINITION ET PROPOSITION 0.6 ([2], [12]). — Soient o €]0, 00| et
(S(t))t>0 C L(X) une famille fortement continue.

(S(t))t>o est dite un semi-groupe a-fois intégré si S(0) = 0, et si [’égalité
(0.4) est vérifiée. On dira en plus qu’elle est exponentiellement bornée s’il
eziste M, w € R tels que HS(t)H < Me“t, Yt > 0. Par convention, on
prendra comme semi-groupe 0-fois intégré le semi-groupe de classe Cyp.

Si (S(t))t>0 vérifie en plus
S(t)x =0, Vt>0 entrainez=0, (0.6)

alors R()) est injective et il existe un unique opérateur linéaire A tel que
Jw, 0o [C e(4) et R(A) = (A — A)~! pour tout A > w, o1 e(A) désigne
l’ensemble résolvant de A.

On dira que A est générateur de (S(t)) >0

DEFINITION 0.7 ([2], [12]). — Soient A un opérateur dans un espace de
Banach X et o un réel > 0. A est dit générateur d’un semi-groupe a-fois
intégré sur X si et seulement si il existe une famille (S(t))t>0 C e(A)

fortement continue telle que ”S(t)” < Me*t et]w, 0o [C e(A) vérifiant
[o o)
R(A; 4) = A° / eS(t)dt (A > max{w,0}). (0.7)
0

On dira que (S(t))t>0 est un semi-groupe a-fois intégré engendré par A.

Remarques
a) L’intégrale ci-dessus est prise au sens de Bochner.

b) D’apreés le théoréme d’unicité de la transformation de Laplace
(S@) ¢+>p est déterminée d’une fagon unique.

c) Si A est générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t))t>0, (o > 0),
alors A est aussi générateur de semi-groupe 3-fois intégré pour 3 > a.
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On prendra Sgz = jg_4_1 * Sz (z € X) et, on en déduit pour A assez
grand :

[ <)
R(); A) :,\ﬂ/o e M Sp(t) de.

PRropPosITION 0.8 ([2], [12]).— Soit A le générateur d’un semi-groupe
a-fois intégré (S(t))t>0 dans un espace de Banach X.

Alors pour tout ¢ € D(A) et toutt > 0, on a

S(t)x € D(A) et AS(t)z = S(t)Az, (0.8)
Stz = F(o%l) x +/(; S(s)Azds. (0.9)

De plus fot S(s)zds € D(A) pour tout z € X et toutt> 0 et on a

ta

¢
A/t; S(s)zds = S(t)z — mm

(0.10)

1. Caractérisation des classes d’interpolation
a l’aide des semi-groupes intégrés

Soient X un espace de Banach et A un opérateur linéaire fermé de
domaine D(A) C X (D(A) étant muni de la norme du graphe qu’on note
” H On suppose que A est générateur d’un semi-groupe a-fois intégré

S(tA) £>0 vérifiant ’hypothese

ta
S| < M———, Vt>0. H
Il existe de nombreux semi-groupes intégrés qui satisfont I’hypothése (H).
Ezemples 1.1

a) Soit (T(t)) ¢>0 Un semi-groupe borné de classe Cp sur X, de générateur
infinitésimal A."On pose

t — 3 a—1
S(t):/o QTO)‘)—T(s)ds (a>0),

(5(¢)) ¢>o définit un semi-groupe o-fois intégré sur X vérifiant (H) et de
générateur A ([2] et [12]).
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b) Soit X = Cp(0,1] = {f€C[0,1]]f(0) =0}. On définit sur X
Popérateur A suivant:

Af(e) = ~F@)+ 2 52) (= e(0,1)

avec [ fixé dans ] 0, 1].

A n’engendre pas un semi-groupe de classe Cy, mais il engendre le semi-
groupe 1-fois intégré suivant :
T
# [Py siest
S@)f(z) = P
:cﬁ/ v Pfly)dy siz>t
z

—t
et ona ||S(t)|| < Mt,Vt>0[3].
¢) Soit X I'un des espaces suivants :

LP(R™), Co(R™), BUC(R") ou Cu(R™).

Soit a € Co(IR™\ {0}), on suppose que a est une fonction réelle, homogéne
de degré m > 0 et telle que a(p) = 0 entraine p = 0.

On définit 'opérateur Ax := F’l(iaf), de domaine
D(Ax)={feX|F af)eX}.

Ax est générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t)) ¢+>0 Pour tout
a > ny avec -

n 1-%[ siX=LPR"),1<P<o
’ILX = n 2
7 si X = L®(R™), Co(R™), BU C(R™) ou Cy(R™)
et . ( ) 1
= F1(y, P _ [TE=8)"T isa(e)
S(t) = F~*(uef), u¢(p) /0 T(a) e ds
et on a 4o
5@ < Mm, Vt>0 (cf [12]).
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DEFINITION 1.2.— Soient X un espace de Banach et A un opérateur
linéaire dans X. On suppose que A est générateur d’un semi-groupe c-fois
intégré (S(t))t>0’ vérifiant (H). Soit 6 € 10, 1[, P €[1, 4+00].

On appelle ensemble intermédiaire d’ordre 0 et on note :
Bg,p(A) = {uo eX ; HuO“ng =

o+ [[¢=°]lu0 — T + 1)~ *S(t)uo| HLf(Om) < oo } .

Remarque. — Sous I’hypothése (H), t_elluo — T(a + 1)t7*S(t)uo|| €
LP(1,00), Y ug € X. On vérifiera également que l'espace By p(A) muni
de la norme || - ”Bg  est un espace intermédiaire entre D(4) et X.

Pour montrer que By p(A) est un espace d’interpolation, on aura besoin
du résultat suivant.

THEOREME 1.3 (équivalence de la fonction K). — On suppose que A est

générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t))t>0 vérifiant (H).

Pour tout ug € X et toutt >0, on a
K(t,uo; X,D(A)) < (M +a+2) [min(l,t)”uoH + w(t, uo)] (1.1)
min(1,t)||uol| + w(2, uo) < (M + 2)K(t,uo; X, D(4)) (1.2)
w(t, up) = sup||lug — T'(a + 1)s™*S(s)uo|
' <t

(module de continuité d’ordre 1).

Démonstration
1) Soit up € X et V = I'(a + 2)t~(*+1) 2 S(s)ugds (€ D(4)).
Alors
t
up—V = (a+ l)t‘("""l)/ 5% (uo — (e + l)s_aS(s)uo) ds,
0
tAV = (a+ 1)(T(a + 1)t™*S(t)uo ~ uo) -
Comme
K (t,u0; X, D(4)) < min {||uo||; |[uo — V| +¢||V|| + t]|AV]]} ,

on en déduit 1.1.
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2) Par ailleurs V ug € X
min(1,t)||uo|| < K (t,up; X,D(4)), Vt>0.
De plus, VV € D(4),Vt>0
w(t,uo) <w(t,uo — V) +w(t, V) < (M +1)|lug — V|| + M| V]|, .

La derniére majoration résulte de I’hypothése (H) et de la formule (0.9). On
obtient ainsi l'inégalité 1.2. O

COROLLAIRE 1.4.— Les espaces By p(A) coincident algébriguement et
topologiquement avec les espaces d’interpolation réelle (X, D(A))O,P' De
plus, les ezpressions suivantes définissent des normes équivalentes sur
Bg,p(4) :

i) |luol| = Ht-"”uo + Do + 1)t'°‘S(t)u0||‘

LF(0,00) ’

i) ||uol| + ||f6‘“(t»“0)”L?(o,oo)"

iii)

lt“’K(t, uo; X, D(A))’

LP(0,00)

COROLLAIRE 1.5.— Pour tout ug € Bg p(A), on a

luo = T(a + 1)t7*5(t)uo|| < C(6, P, M, 0)t’||uo||p, ., VE>0. (1.3)

On donne aussi une autre caractérisation des espaces (X, D(4)) g p €0
introduisant la résolvante de l’opérateur linéaire A, on obtient le théoréme
suivant.

THEOREME 1.6 (théoréme d’équivalence). — Soient X un espace de
Banach et A un générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t))

>0
vérifiant (H).

On note :
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et

Do = {10 € X | Juol 5, = ol + [~ uo - ool 1 gy <0

Pour tout § €]0, 1 et tout P € [1, 0], on a

By p(A) = Dg p(A) (de normes équivalentes). (1.4)

Démonstration

1) Soit ug € By p(A), comme

ds

R
8

o —s/t a+1
ug — Jrug = /(; ﬁ-&——l) (;) (uo —T(a+ 1)3""5(3)110)

de I'inégalité de Young sur R* muni de la mesure de Haar dt /t on déduit
en posant

e—1/s

3—(a+€+1)
F(a+1)

7

L1(0,00)

£ lwo = Tetollll 20,00y < clls™lluo = T + 1)s™S(s)uoll] 1 (5, 00)

d’ou ug € DG,p(A).
2) Soit ug € Dy p(A), du lemme suivant qui se démontre grace a la formule

(0.9).

LEMME 1.7.— Pour tout ug € X, et toutt >0, on a

uo = (e + V=S (t)uo|| < (M + 1)[lluo ~ V|| + 4| 4V]], ¥V € D(a).
(1.5)

On déduit, en posant V' = Jiug et en remarquant que tAJiug = Jrug—ug,
Pinégalité

Ht_a]|u0-—I‘(a+1)t_°’S(t)u0H“Lf(o’w) < 2(M+1)“t_0|luo—ftuc||| LP(0,00)"

d’ou ug € Bgyp(A). 0O
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2. Méthode des traces et des sommes

D’apres la remarque de la définition 1.2, on se limite & travailler sur
]o, 1[.

THEOREME 2.1 (théoréme des traces). — Soit X un espace de Banach
réflexif ou d dual séparable. On suppose que A est générateur d’un semi-
groupe a-fois intégré (S(t))t>0 sur X vérifiant (H).

Les propriétés suivantes sont équivalentes : V ug € D(A),
1) uo € By p(A)

2) 3 v(t) absolument continue de ]0, 1[— X, continue sur [0, 1] avec
v(0) = ug et telle que v(t) € D(A) p.p.

170 4v()||, 17°

:—tv(t)!l e LP(0,1).

Démonstration

a) Pour montrer que 1) entraine 2), on a besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 2.2 (lemme de Hardy [5], [10]). — Soit ¥(s) une fonction mesu-
rable, positive sur]0, 1[; poury >0,1< P< o0, on a

[

_ 1 ds
“t 7‘/; 1/)(S)T

LEMME 2.3.— Soit A un générateur d’un semi-groupe a-fois intégré
(S(t))t>0 vérifiant (H), on a

1
< = it 4
LP(01) 7 ”8 '/)(8)'

LP(0,1) (2.1)

LP(01)" (2.2)

1
< = -y
LP(o1) 7 vl

Y ug € D(4), }inb”I‘(a + 1)t *S(t)uo — uo| = 0. (2.3)
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Démonstration du lemme 2.3

Soit ug € D(A), wo = limp—,c0 Un, un € D(A). De la proposition 0.8 et
de I’hypothése (H), on déduit :

- M
[T (e + 1)t S(t)ug — uol|| < (M + 1)||un — uol| + thAunH,
YnelN,Vt>o0,

d’ou on déduit (2.3). O

Soit ug € By p(4), soit v(t) = (T'(« +2)/pa+1) [*5(s)ugds (€ D(4)).
Du lemme 2.3, on obtient : ug = lim;_,q v(t).

Comme v(t) € W11(0,1; X) ¢ Wl '1(0,1; X), elle est absolument conti-
nue sur [0, 1] [6]. Or t1~ 0”Av @) = (a+1)t= ouuo Tla+1)t725(¢) u()“ €
LP(0,1) en écrivant

V(1) = %ﬁ [D(e + 1)t~ S(t)u — uo] +

(a+1)? 1t oy _ ds
+ e A 8%+ [ug — T(a + 1)s™*S(s)uo] -

On déduit du lemme 2.2 que tl_GHv'(t)” € LP(0,1), d’ol la propriété 2).

b) v étant absolument continue dans un espace de Banach réflexif ou & dual
séparable, on en déduit en appliquant le lemme 1.7 que

t7%||uo — Da + 1)t7*5(t)uol| <
<(M+1) [t—ﬂ /0 1v/(s)]| ds + 0] 4v(s)]] , pep. t.

Du lemme 2.2 et de la propriété 2), on déduit que ug € By p(4). 0O

Lorsque X est un espace de Banach quelconque, on obtient un résultat
analogue en remplagant v/(¢) par la dérivée de sa variation

Vo(t) = va.r(v, t, 1])

= Zn tign) = o(ts)]|,  (cf. [6]).

t= tl <t2< <tu—-1

THEOREME 2.4 (méthode des traces [17]).— Soit X un espace de
Banach, soit A un générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t)) >0
vérifiant (H). -
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Les propri€tés suivantes sont équivalentes : V ug € D(A)
1) ug € BO,P(A) 5

3) 3 v(t) absolument continue de |0, 1[ dans X, continue sur [0, 1] avec
v(0) = ug et telle que v(t) € D(A) p.p- ¢ :

170 Au(t) |, 11

d P
—W L,(0,1).

PROPOSITION 2.5 (méthode des sommes). — Soient X un espace de
Banach et A un générateur d’un semi-groupe a-fois intégré (S(t))t>0
vérifiant (H). -

Les propriétés suivantes sont équivalentes V ug € D(A)

1) ug € Bgyp(A) ;

4) 3 v1(t), va(t) fonctions mesurables de [0, 1] dans X, l’application

t — v1(t) est continue sur [0, 1],

ug = v1(t) + v2(t) p.p. t €]0, 1[ telles que v1(t) € D(A) p.p. :

1170 v (1)) € LE(0,1), t70|lus(t)] € LE(0,1).

Démonstration
i) 4) = 1) se déduit du lemme 1.7 en posant v = v; (t).
ii) 1) — 4) s’obtient en posant

D(a+2) [t

‘v]_(t) = il A S(s)uo ds.D

3. Théorémes d’interpolation et dualité

THEOREME 3.1 (théoréme d’interpolation). — Soient Xy et X, deuz
espaces de Banach de normes respectives || . “1 et H . H2 On considére deux
opérateurs linéaires Ay et Ay respectivement sur Xy et Xs.

On suppose que A; est générateur d’un semi-groupe a;-fois intégré

(S(t))t>0 vérifiant (H), i = 1, 2.
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Soit T une application localement lipschitzienne de X; dans Xo appli-
quant D(A1) dans D(A3) et telle que

Yz e D(4;), HAgT:c“2 < c“Alrcul + w(||z]|1) (3.1)

avec w une fonction continue de RT dans RT etc € RT.

Alors T applique Bg p(A1) dans By p(Az) pour tout 8 €]0, 1] et tout
Pell, ]

Démonstration

On montre ce théoréme en utilisant la méthode des sommes. Soit ug €
By p(A1), Tug = Tv(t) + va(t), avec

_ F(al + 2) ¢

‘U(t) = il Sl(s)uo ds (E D(Al)) .

0

Les applications w et v étant continues, on en déduit de I'inégalité 3.1 et de
la proposition 0.8

17| 42 To(®)|, € L£(0,1).
Puisque T est localement lipschitzienne, on a sur 0, ([, ¢ > 0
70| Tuo — To(®)|, < Lt~ ||uo — v(t)||, € LE(0,¢), (L >0).

Or l’application % +» ”Tuo - Tv(t)” est continue sur [{, 1].

On obtient
78| Tuo — Tw(t)||, € LE (0, 1),

d’ou Tug € Bg,p(Ag). O

Remarque. — Si T est une application linéaire continue de X; dans X3,
appliquant continiiment D(A;) dans D(A4,) (autrement dit 'inégalité 3.1 est
vérifiée avec w(r) = c'r, V r € RT), on retrouve le théoréme d’interpolation
classique, théoréme 0.3.

THEOREME 3.2 (théoréme de dualité). — Soit X un espace de Banach
réflezif et séparable, et A un générateur d’un semi-groupe a-fois intégré
(S(t))t>0 vérifiant (H).

On note
T(t) = s(t);D(A)e £(D(4), D(4)) .
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Si H(t) (resp. *A) désigne le transposé de T(t) (resp. A) dans £(D(4),
D(A)) (resp. L(D(A), X)) [14], alors tA est un générateur du semi-groupe
a + 1-fois intégré (G(t)),s, sur D(A) vérifiant (H) : G(t) = fé’ H(s)ds et
on a -

Bg’P(A) = By_¢.p'(*A) (de normes équivalentes)

pour tout 6 €]0, 1[, et tout P € [1, 00, 1/p+1/p' =1.

Démonstration
Puisque X est un espace de Banach réflexif et HR(/\ A)|| < My,
V A >0, on obtient D(A) = X [11]. Donc on peut considérer X’ comme un

sous-espace de D(A)' : X’ C D(A)' (injection continue).

L’application t — H(t)a*, a* € D(A)/, est *-faiblement continue dans
D(A)', espace de Banach réflexif et séparable. Donc, d’aprés le théoreme
de Pettis [18] elle est fortement mesurable. Par conséquent, I’application
t— G(t) = fo H(s)a* ds est bien définie et est fortement continue. On a

(a*,R(A; A)a) = </\°‘+1 /000 e MG(t)a* dt, a)

pour tout a* € D(A)’ et tout a € D(A).

Or
‘R(A; A) = R(); '4) et D(A)" = D(4),

on en déduit
<
R(X; tA)a* = A>t1 / e MG(t)a*dt, VA>0etVa*e D(A),
0

d’ou (G(t))t>0 est un semi-groupe o + 1-fois intégré sur D(A)’ vérifiant (H)
et de générateur ‘A de domaine D(’4) = X'

On obtient
By _g pi(*A) = (D(A), )1_0 pr (corollaire 1.4)
= (D (A),X)1 g p (théoréme 3.7.1 de [8])
=By p(4).0
DEFINITION 3.3. — Soient A et B deuz opérateurs linéaires sur un espace

de Banach X. On dit que B est dominé par A si D(A) C D(B) et s’il eziste
un réel k €]0, 1[ et une fonction continue c :IRT — RY tels que

Ve eD(4), |Ball <kl +c(le]]). (3.2)
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THEOREME 3.4 (théoréme de perturbation). — Soient X un espace de
Banach, A et B deuz opérateurs linéaires sur X tels que B soit dominé
par A. On suppose que A et A+ B sont des générateurs des semi-groupes
respectivement, a-fois intégré (S(t))t>0 et B-fois intégré (T(t))
Uhypothése (H). -

On a pour tout 6 €]0, 1] et tout P € [1, oo] :

£>0 vérifiant

By p(A) = Bgp(A+ B).

Démonstration

i) Soit ug € Bg’p(A), up = v1(t) + v2(t) avec

a t
v]_(t) = %’Tli)/o‘ S(s)uo ds (E D(A + B)) .

De l'inégalité (3.2), on déduit que
18| (A+B)ui(t)| < (1+k)(1+a)t ™8 ug—T(a+ 1)t~ S(t)ug || +c[| w1 (2) -

L’application v; est continue sur [0, 1], on obtient

179 (4 + B)v1(1)|| € LF(0,1).
Or
= va(t)]| < (o + 1)t~ (B+a+D)
X /(;t s°‘+1Hu0 —T(a+ 1)s™*S(s)uo| d?s e LF(0,1),

d’olt ug € By p(A + B).
ii) Soit ug € Bg p(A+ B), 3 v1(t), va(t) telles que ug = v1(t) + va(t) p.p.

7% (4 + B)vi(2)

|, t7%va(2)|| € LE(0,1).

On a
0 < (1-k)||Avi(®)]| < [[(4 + B)vr(t)] + c|or(®)]],
donc
t170|| 4v1 (¢)| € LE(0,1),
d’ou

ug € Bg,p(A) .0
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Ezemple 3.5

Soit A un générateur d’un semi-groupe 1-fois intégré (S(t))t>0, Bed
avec Re3 < 0. On pose B = 'BID_(ZT Grace a la proposition 3.1 du [13], on

obtient que A + B soit générateur du semi-groupe 1-fois intégré (T(t))

t>0
donné par

t
T(t) = ePtS(t) —ﬁ/(; eP?S(s)ds.

On vérifie facilement, sous ’hypothése Re 3 < 0, que si (S(t))t>0 vérifie
(H), alors (T(t)),s, la vérifie aussi. On vérifie aussi que l'inégalité 3.2 est
satisfaite, donc

S(t)

ug — —Ug
t

{uo eX ‘ 18

€ Li (0, oo)} =
! (t)
1 Ug

:{uoeX't‘o ug —

€ Lf(o,oo)} .

THEOREME 3.6. — Soient X un espace de Banach, et A;, i =1,...,n
des opérateurs linéaires dans X de domaine D(4;),i=1, ..., n.

On suppose que :

i) A; est générateur d’un semi-groupe a;-fois intégré (Si(t))t>0 vérifiant
(H),i=1,...,n. N

i) S;(t)S;(s) = S;(8)S;(t), 1<, j<n, s, t>0.

On définit l'opérateur A de domaine D(A) = N, D(4;) muni de la

=1
norme
n
lall 4 = llall + 3" I 4sall
=1
par
Aa = (Aza, ..., Ana).
Alors

(X, D(A)), p = Bgp(A) (de normes équivalentes)

pour tout 6 €]0, 1[, et tout P € [1, oo], avec

By, p(A) = {uo €X l ”“0”}39,p = luoll +

+ zn: “t—9|luo — D(a; + 1)5,-(t)u0”“Lp < oo} _
=1 .
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Remarque. — Ce théoréme nous donne le résultat suivant, qui n’est pas
en général vérifié :

(X, (n) D(Ai)) (n] X, D(4;))
4P =1

=1

Démonstration

i) Pour tout ugp € X, on a

z": K(t,uo; X, D(4;)) < nkK (¢, ug; X, D(4)) .
=1

Or

K (t,u0; X, D(4;)) = ||uo|| + Ht ?lluo = Tlas + 1)t Si(t)uo| HLP(o )

(corollaire 1.4), on en déduit que

(X, D(4)), p C Bgp(A) (injection continue).

ii) Pour montrer la deuxiéme inclusion, il suffit, d’apres [8], qu'il existe une
application mesurable v :]0, co[ — X telle que

a) ”tl“’{lu(t)HA”Lf'(o,m) < eilvols, qco
) [ O] g gy < 20l iy
) limu(t) - uol| = 0.

Soit ug € By p(A), u(t) = ¢(t)g(t)uo avec

ot =TT (N2D) [ [ sico.

1=1
.- Sn(sn)ugdsy x --- x dsp, (€ D(4)),

¢€C™([0,00[); ¢(0) =1, 6(t) = 0sur [1, oo, |$(t)| < 1et |¢(t)| < K,
t>0.

On obtient donc que By p(4) C (X, D(A))o p» d’ott le théoréme 3.6. O
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4. Applications

A. Application & l'opérateur de Schréodinger

M. Hieber a montré dans sa thése [12] que I'opérateur de Schrodinger iA
de domaine W24(R™) engendre un semi-groupe de classe Co sur LI(IR™) si et
seulement si ¢ = 2; et il engendre un semi-groupe a-fois intégré (Sq(t))
sur LI(R™) vérifiant (H).

(Sa(t))t>0 est donné par

>0

Sa(t)f : F~ Y (uef) (f € LY(R™))

avec

Fr I'image de Fourier de f,

t —3 a-1 . g2
ut(ﬁ):/(; (-tFT))-e-ulfi ds (€ €R™),

1 1
eta:>n|z q,qe]l,oo[.

On obtient alors le résultat suivant qui se déduit du corollaire 1.3 et qui
utilise la caractérisation bien connue des espaces de Besov dans [1], [8] et

[9].
PROPOSITION 4.1.— Soit 0 €]0,1[, P€[1, 0] etq€]l,00[, on a
Bop(id) = {f € UR") | | £ 5, , = I, +
-8 —-a
+ Ht | = T(c + 1)t Sa(t)f”qHLf(om) < oo}
= Blo,’q(lR") (de normes équivalentes),

ol B;’q(IR") est un espace de Besov.

B. Existence de solution de probléme de Cauchy
dans des espace intermédiaires

Soient X un espace de Banach et A un opérateur linéaire dans X. On
suppose que A est générateur d’un semi-groupe n-fois intégré (S(t)) >0
(n € Ng) vérifiant (H). -
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On montre donc grace au corollaire 1.3 et le théoréme 0.3 que :
(Sg‘p (t))t>0 est un semi-groupe n-fois intégré sur By p(A) de générateur
infinitésimal Ag p avec
Ss.p(t) = S(t)|p, ,(4)
D(Ag’p) = {$ € D(A) | Az € Bg,p(A)}, Ag pz = Az,

ouf€l0,1[et Pe[1, ]

On déduit donc du théoréme d’existence de solutions de probléme de
Cauchy ([2], prop. 5.4) le résultat suivant.

PROPOSITION 4.2. — Soit f € Cn+ 1([0, T}, Bg p(4)) (T > 0);

si up = f(0) € D(Agp), uz := Aui + f'(0) € D(Agp), ..., un =
Aun_q + f("‘l)(O) € D(Ag,p), alors il existe une fonction unique u €
Cl([0, T], By p(A)) vérifiant u(t) € D(Ag p) et telle que

{ u'(t) = Au(t) + f(t) sur[0,T]
u(0) =0.
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