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Minoration de combinaisons linéaires
de deux logarithmes p-adiques

DONG PINGPING(*)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XII, n° 2, 1991

RÉSUMÉ. - En utilisant la méthode de Schneider dans un domaine ul-

tramétrique, nous donnons une minoration explicite d’une combinaison
linéaire de deux logarithmes p-adiques de nombres algébriques à coef-
ficients rationnels. C’est la première version quantitative d’un travail de
Veldkamp en 1936. Des minorations explicites semblables aux nôtres (mais
plus faibles) avaient déjà été obtenues en 1967 par Schinzel qui utilisait
la méthode de Gel’fond. Nous comparons aussi notre résultat à celui de
Yu Kunrui qui repose sur la méthode de Baker. Ce travail constitue une
traduction p-adique de minorations récemment obtenues par Mignotte et
Waldschmidt.

ABSTRACT. - Using Schneider’s method in an ultrametric field, we give
an explicit lower bound for a linear form in two p-adic logarithms of
algebraic numbers with rational coefficients. This is the first quantitative
version of Veldkamp’s work in 1936. Explicit estimâtes had been derived
by Schinzel in 1967 using Gel’fond’s method, but his estimâtes are weaker
than our. We also compare our result with Yu Kunrui’s one. Our work is
a p-adic translation of récent results by Mignotte and Waldschmidt.

1. Introduction

En 1935, Mahler [2] a établi que si p est un nombre premier, et ai, a2 sont
deux nombres algébriques différents de 1 vérifiant I a 1-1 I p  1 /p, I a 2 -1 ( p 
1/p, alors le quotient des deux logarithmes p-adiques log 03B11/log 03B12 est
soit rationnel, soit transcendant. La démonstration de Mahler utilisait la
méthode qui avait permis à Gel’fond, l’année précédente, de résoudre le

septième problème de Hilbert sur la transcendance des nombres complexes

’~ "Problèmes Diophantiens", CNRS et Univ. P. et M. Curie, 11, rue P. et M. Curie,
75231 Paris Cedex 05, France.



log 03B11/log a2. En 1936, Veldkamp donne une deuxième démonstration de
ce résultat de Malher grâce à la méthode introduite par Schneider pour
résoudre ce septième problème de Hilbert.

Dès 1935, Gel’fond avait obtenu une minoration explicite pour des combi-
naisons linéaires de deux logarithmes (complexes) de nombres algébriques.
En 1939, il raffine ce résultat et en démontre aussi l’analogue p-adique.
Ces deux énoncés (complexe et p-adique) ont été entièrement explicités par
Schinzel [6] en 1967 qui en donne diverses applications arithmétiques. La
méthode est celle de Gel’fond (et Mahler pour le cas ultramétrique). C’est
seulement en 1978 que la méthode de Schneider a été utilisée pour minorer

effectivement (et même explicitement) les combinaisons linéaires de deux

logarithmes. Les trois articles [3] de Mignotte et Waldschmidt concernent
seulement le cas complexe, et nous allons ici en donner la première version
ultramétrique.

Notre théorème principal est énoncé au paragraphe 4. En voici un cas
particulier. On désigne par al, a2 deux nombres algébriques non nuls, par
p un nombre premier, et par bi , b2 deux nombres entiers. On suppose

où v désigne un prolongement à une extension finie IK de (Q, avec ai a2 E IK,
de la valuation p-adique sur P.

On note ensuite

où h est la hauteur logarithmique absolue, et

où Il . Il désigne la valeur absolue usuelle sur ~.
Enfin, D désigne le degré de 1K sur ~.

COROLLAIRE 1.1. - Si ~ a22 , alors

Notre énoncé concerne seulement les combinaisons linéaires de deux

logarithmes p-adiques (c’est-à-dire des majorations de 1)). On



connaît des estimations valables pour un nombre quelconque de logarithmes,
à commencer par les résultats non effectifs de Gel’fond en 1949 (reposant sur
les théorèmes d’approximation de Thue, Siegel, Roth et leurs analogues non

archimédiens), sans oublier ceux que l’on obtient par la méthode de Baker
(voir [4], [5] et [10]). Les estimations explicites les plus précises actuellement
connues étaient celles de Yu Kunrui [10]. Quand le paramètre B n’est pas
trop grand, notre corollaire 1.1 est souvent plus précis que celui de [10].
Dans des applications numériques, par exemple pour résoudre complètement
certaines équations diophantiennes, le fait que nos valeurs numériques soient
petites est très utile.

Enfin, nous renvoyons à l’article [5] et à sa bibliographie pour des

références plus complètes aux travaux de Veldkamp, Gel’fond, Günther,
Içen, Brumer, Coates, Sprindzuk, Kaufman, Loxton et van der Poorten.

Nous fixons d’abord les notations, puis nous comparons notre corol-

laire 1.1 aux résultats de Yu Kunrui. Le plan de cet article est le suivant.
Dans le deuxième paragraphe nous énonçons quelques lemmes classiques
que nous utiliserons plus tard. Le troisième paragraphe est consacré à la
démonstration d’une estimation p-adique pour un produit de nombres ra-
tionnels ; c’est l’analogue ultramétrique de résultats dans la section 3 de [3]
II et III. Le théorème principal de cet article est énoncé et démontré au
paragraphe 4.

Nous utiliserons les notations suivantes :

. IK une extention finie de Q ;

.D=[)K:Q];

. p un idéal premier de IK ;

. p la caractéristique résiduelle de p ;

. f l’entier positif vérifiant N(p) = pf

. e l’indice de ramification de p : p

. 1 . la valeur absolue p-adique sur IK, normalisée par

où v(x) = (l/e) ordp x, ordp x étant le plus grand entier m tel que



. ai ~2 deux éléments de )K; ;

. 6l, 62 deux entiers rationnels.

Écrivons A = o~ - c~~ et supposons désormais A ~ 0.
On énonce maintenant deux théorèmes de Yu Kunrui donnant des

minorations p-adiques de A dans son article [9], qui est publié avant son
article [10]. Ces résultats imposent certaines restrictions sur les c~. Les
énoncés de Yu Kunrui concernent plus généralement les nombres de la forme
~~ ’ ’ mais nous nous restreignons ici au cas n = 2.

On pose ici

On suppose

et q est un nombre premier vérifiant



Le premier théorème :

Le deuxième théorème :

Nous modifions ici le sens des quantités al, a2, Bo, B2 en prenant
(2) et (3), et remplaçons la condition (6) par (1); ; nous aurons donc une
minoration de log 1 (corol. 1.1 ) bien différent de celle de Yu Kunrui.

Dans les démonstrations des théorèmes de Yu Kunrui et du corollaire 1.1,
les conditions sur les nombres algébriques al, a2 sont toutes nécessaires,
elles exigent que ces nombres soient assez proche de 1, mais la condition

(6) est beaucoup plus faible que la condition (1). Dans les théorèmes de
Yu Kunrui, on est obligé d’introduire un nombre premier q vérifiant la

condition (8) ; ce nombre premier q dépend de p, f et surtout des nombres
al, a2, et pour une minoration effective, il reste encore à montrer son

existence et à le majorer en termes de p, f et al, a2 (Yu Kunrui a enlevé
le paramètre q du théorème 1 et du théorème 2 dans son article [10]).
Cependant, le corollaire 1.1 donne une majoration d’une forme très simple
qui fait intervenir beaucoup moins de paramètres.



Notons d’ailleurs que le lemme de Liouville (sect. 2, lemme 2.4) donne la
majoration suivante.

COROLLAIRE 1 .2. - On a

Ce résultat n’exige aucune restriction sur les nombres algébriques ai a2.
En imposant certaines relations sur al, a2 et B, on pourra faire quelques

comparaisons entre ces résultats : les deux théorèmes de Yu Kunrui (quand
p ne divise pas (bi b2 ~ ~, le corollaire 1.1 et le corollaire 1.2.

On distingue ici les quatre cas suivants :

Dans ces cas, les quatres résultats possèdent quelquefois des formes plus
simples qui sont exprimées dans le tableau ci-dessous.

Dans les majorations données par les théorèmes de Yu Kunrui, les

«-constantes ne dépendent que de p, e, f, q et des «-constantes paraissant



dans (9) cependant, dans les majorations données par les corollaires 1.1

et 1.2, les «-constantes ne dépendent que de p, e et des «-constantes

paraissant dans (9).
Il est difficile de dire quand mon résultat (corollaire 1.1) est meilleur

en tenant compte en même temps des grandeurs et des constantes que
ceux de Yu Kunrui, cependant dans les deux cas suivants, mon résultat
est fréquemment meilleur que les siens :

1) en ce qui concerne la dépendance en p, quand f > 3 ; ;

2) en ce qui concerne la dépendance en D, quand D est grand par rapport
à ai, , a2 et B.

2. Lemmes auxiliaires

Dans cette section nous donnons quelques lemmes auxiliaires qui nous
seront utiles plus loin. Nous conservons dans toutes les sections suivantes
les notations (IK, p, p, f, , e, Ï/, ~ ’ ~, ainsi que a 2 , bl , b2 , A) qui ont été
introduites aux paragraphe 1.

Quand P est un élément de l’anneau ... , Xq ~ on désigne par L ( P )
sa longeur, somme des valeurs absolues usuelles de ces coefficients. Quand
G est une fonction analytique dans le disque z (  R de avec R > 0, on

désigne par la quantité IGI.

LEMME 2.1 (lemme de Siegel). 2014 Soient al, ... , aq des éléments de IK
et

des polynômes (non tous nuls ) de degré au plus Njh par rapport à Xh (pour
1  h  q~. On définit

Si v > alors il eziste des entiers rationnels x1, ... , xv non tous nuls,
tels que



Démonstration. - Voir ~3~ . .

LEMME 2.2. - Soit G une fonction analytique sur le disque z ~  R de

~p qui possède s zéros dans le disque z ~  r (0  r  R~ . Alors

Démonstration. - Voir ~4~. .

LEMME 2.3. - Soit F une fonction analytique sur le disque ~z~  R de ~~
et soient z1, ... E ~p deux à deux distincts, avec 1  r, i = 1, ... , s
(0  r  R). Alors

Démonstration. . - La fonction

est analytique sur Iz 1  R et possède z zéros zi, ..., Zs dans le disque
Izi  r ; le lemme 2.2 dit alors



donc

d’où la conclusion. 0

LEMME 2.4 (lemme de Liouville). - Soient al, ... , aq E !K et soit
P E , ... , Xq~ de degré au plus Nh par rapport à Xh ~ 1  h  q~, , tels

que y = P(a1, , ... , aq) ~ 0. Alors :

a~ pour toute valeur absolue archimédienne v sur IK, on a

b) pour toute valeur absolue non archimédienne v sur IK, on a

Démonstration. - Si v est une valeur absolue archimédienne sur IK, on a

et si v est une valeur absolue non archimédienne sur IK, on a

Comme -y ~ 0, on a la formule du produit

où v parcourt toutes les valeurs absolues sur IK et cr~ est le degré local de v.
Soit vo une valeur absolue sur IK telle que Iy |v0  1, alors



Si vo est archimédienne

Si vo est non archimédienne

LEMME 2.5.2014 Soient a, ,C3, y E ~p avec v(~x - 1) > 

v(Q - 1) > 1/(p - i) et v(y) > 0, on a

Démonstration. - On sait que l’on a

donc



alors

d’où (10).
Comme log 03B103B3 = 03B3 log a et log03B203B3 = 03B3 log03B2, en utilisant (10), on trouve

Soient a, Q, i des nombres complexes, 0 et soient L, M, U, V des
entiers positifs. On veut démontrer que, sous des hypothèses convenables,
si un polynôme P E ~ ~ X , Y ~ non nul est de degré au plus L et M par
rapport à X et Y respectivement, alors, au moins un des nombres

, - - - ,

(u, v) e Z~ est non nul.

LEMME 2.6. - Soient Ui, U2, Vi, V2 des entiers positifs. Posons U =
Ui + U2 et V = Vi + V2 .

On suppose:

1) les points u + vQ, (-Ui  u  U1, -Vi  v  V1) sont deux à deuz
distincts, et (2U1 + 1)(2Vi + 1) > L ;

ii) card(a"i" ; -Ui  u  U1, -V1  v  V1} > M ;
iii) card{u + vQ ; -U2  u  U2 , -V2  v  V2 ) > 2LM.



Alors, au moins un des nombres

est non nul.

Démonstration. - Voir ~S~ .
Pour la construction de la fonction auxiliaire on introduit des polynômes
(h E 7L, h > 0), définis par ~o = 1 et

Pour z dans Z on a Ah(z) E 1l.

LEMME 2.7. - Soient h > 0 et z E IR. . On a

Démonstration. - Considérons d’abord le cas où h est impair. Pour
1  i  (h - 1)/2, on a (  E2, donc

Supposons maintenant que h est pair; pour 1  i  (h - 2)/2, on a



3. Estimation d’un produit

LEMME 3.1. - Pour un nombre premier p ,fixé, on désigne par ~ . ~ la
valeur absolue p-adique sur ~

Soient bl , b2 E 7l et ~ 0, p f  B, B > 2 et soit Q = bl/b2. .
Soient U, V deux entiers > 2, on suppose que les points

sont deux à deux distincts, et on note

On a

Démonstration. - Soit io = uo + v003B2 E r (-U  uo  U, -V  vo
 V) un point où le minimum de fl est atteint, on a pour y E I‘

et 



Soit f > 0 l’entier défini par bl, bl = p f b, on voit que

Il n’existe que ~2 ~/pf ~ entiers s tel que

Pour un tel entier s, on a

Pour -V - vo  t  V - va, on a

et pour 1 > 1, dans l’intervalle [ -Y-vo V -vo], il n’existe que ~(2V 
entiers t tels que b2sp-f + bt - 0 (modpl), donc



Dans le cas f > 1



Si f = 0, don déduit de (12), (13), (15)

Supposons f > 1, on déduit de (12), (13), (14), (15)

d’où le résultat désiré. 0

LEMME 3.2. Sous les conditions du lemme 3.1, on a

Démonstration. - Nous conservons les notations et les conclusions de la
démonstration du lemme 3.1. On a 

’



Si -V - vo  t ~ V - vo, t ~ 0, pour l > 1, dans l’intervalle [ -U - , U -

il n’existe que + 1] entiers s tels que

donc

La conclusion est obtenue en utilisant ( 16), ( 17) et ( 18). 0

COROLLAIRE 3.3. Sous les conditions du lemme 3.1. On a



Démonstration

Cas 1. U  V On utilise le lemme 3.1 et l’inégalité U log V  V log U.
On a

Cas 2 V:S; U On utilise le lemme 3.2 et l’inégalité ~T log U  U log Y.
On a

4. Le résultat principal

Dans cette section nous donnons le résultat principal : le théorème 4.1.
Tout d’abord, nous plongeons le corps valué (IK, v) dans ~p comme un de
ses sous-corps valués.

THÉORÈME 4.1.2014 On utilise les paramètres al, a2, B qui ont éié définis
dans (2) et (3), et on fait l’hypothèse (1~.

Pour p > 3, , on a



avec

Pour p = 2, on a

où
T = 37390.252 D403B1103B12log2 B - 9724.9496 D403B1103B12log B

+ 1188.3801 D3(al +02) log F. .

Nous démontrerons la proposition suivante où une condition supplémen-
taire est imposée, puis nous déduirons le théorème 4.1 de cette proposition.

PROPOSITION 4.2. - On suppose (&#x26;i,&#x26;2) = L .

Pour p ~ 3, on a

Pour p = 2, on a

où T est donné dans l’énoncé du théorème l~ .1.

LEMME 4.3. - Si 1  log B  2 log p, on a



Démonstration. - Nous utilisons le lemme 2.4 (b~

Si log B > log p, on a

et si log B  log p, on a

Démonstration de la proposition ~. Z. Grâce au lemme ~4.3 on peut
supposer log B > 2 log p.

Soient c > 2, co > 1, Cl  1/log p des nombres réels qui ne dépendent
que de p et qui satisfont

On pose



Soient xi, x 2 , X des nombres positifs ne dépendant que de p, et satisfaisant

On note IKo = a2) C IK, et Do = [IKo : ~~  D. Nous écrivons

Les inégalités suivantes nous seront fréquemment utiles



Cas 1. Pour deux couples différents (u, v), (u’, u’~ e Z~ vérifiant (lu~~,
_ ~1 ~ ~ V1, on a - (si p > 3),

(si p = 2).
Soient ll = u - u’, /2 = v - v’, on a a212 (p > 3), a211 = cx212 (p = 2).
Sans perte de généralité, on peut supposer que 12 7~ 0, on note N =

b211. Alors : 1

et si 1 le lemme 2.4 (b) dit



Maintenant, on utilise le lemme 2.5, dans le cas p > 3, on a

et dans le cas p = 2, on a

On voit d’abord que, dans tous les cas où ~V ~ 0 et 1,

Puisque (bl, b2) = 1, on peut supposer que p f b2 et on pose ,Q = .

Cas 2. Pour deux couples différents (u, v), (u~, v~) E 7L2, vérifiant 

Alors /3 = - u - u’ v - v’ et, puisque (b1, b2 ) = 1, on a

on en déduit

Comme A ~ 0, le lemme 2.4 (b) donne



Cas 3. Bc(ai + a2)  (co/2)Dala2.
Comme h ~ 0, le lemme 2.4 (b) donne

Enfin on introduit l’hypothèse suivante :

Hypothèse (H~. Les points -~Vh  u:S; -1V12  v:S; M2
sont deux à deux distincts.

PROPOSITION 4.4. - Sous (H~, on note

On a

Démonstration. - On utilise le corollaire 3.3 avec U = Mi ~ = M2, on
voit



Il existe une base de !Ko = de la forme ~ = 0  ~  D,,
z = 1, 2, dl + ~2  = 1, 2, ..., Do où Di = = [Q(~) : (Q],
~=1,2.

Supposons dans un premier temps que p > 3.
Cas 4.

les points -~  ~  -Vi  ~  Vi
sont deux à deux distincts. (31)

les points u + -~  ~  ~2~ -~  ~  V2 
sont deux à deux distincts. (32)

Pour (u, v) E 112, on pose



PROPOSITION 4.5. - Id existe phkd E Z non tous nuls tels que

avec

Démonstration. - On utilise le lemme 2.1 avec "~c", "v" indiqués dans
(23), on déduit facilement de (21), (24), (25) que v > D0  et

pour (u, v) E 1L2, les coefficients de v~ sont des polynômes en al, a2,
a 1 1, cx 2 1 à coefficients entiers dans les degrés par rapport à ai, cx 2 , a 1 1,
a 2 1 sont inférieurs ou égaux à

respectivement.
Pour (u, v) e 2~, -Ml  ~  Mi , -M2  ~  M2 et pour 0  ~  Lo,

on a, grâce à (33)



où on a posé E = Bc(ai + a2)D2 log B et on a

La somme L(u, v) des longueurs de tous les coefficients de p(u, v~ vérifie

avec

donc

Alors, le lemme 2.1 dit que le système linéaire (34) possède une solution

, O:s; h  Lo , - L1  k  L1 , d = 1, 2, ..., , Do

non nulle vérifiant



Mais ( log B > 2( log p > e ; alors

avec

On a aussi

On déduit (35) de (36), (37) et (38). 0



On voit facilement que 0  h  Lo, -L1  k  L ne sont pas tous

nuls et que

On pose

de sorte que

On a donc

on utilise le lemme 2.5 pour trouver

pour tout (u, v) E 712.

PROPOSITION 4.6. - Sous l’hypothèse (H), on a

pour tout (u, v) E 712 et



Démonstration. - La fonction F est analytique sur le disque z ~  p et

vérifie

On utilise le lemme 2.3 avec R = p, r = 1, ... , zs ~ = r, s = = ~c

Pour (u, ~) E Z~, on a

On a donc (40) ; et

PROPOSITION 4.7. - On pose (u, v) E 7L2, 1V11 , Ilvl)  .M2 . Alors
ou bien v) = 0, ou bien log)p(u, v) I > -Si, où l’on a posé

Si = c5 D4a1 a2 log2 B - (~ + log pD4a1a2 log B + c6 D3(a1 + a2) log B



avec

Démonstration. - Nous utilisons le lemme 2.4 (b) :

est un polynôme en al, a2, a2 1 à coefficients entiers. Soient N1, N2,
, N2 les degrés de ~? par rapport à ~2, , a 1 1, cx 2 1 respectivement. On

voit que :

De plus le nombre S = Nl h(al ) + N2h(a2) + + N2h(a2 1 ~ est
majoré par

Pour 0  h  Lo, on a grâce à (33)



Ainsi, la longueur de ~p vérifie

On utilise (37) et la proposition 4.5

Si p(u, v~ ~ 0, alors

mais

Nous imposons ici deux nouvelles restrictions sur c, co, ci et x.



On pose

On déduit que P ~ 0 du fait que les coefficients phk, 0  h  Lo,
- Li  1~  Li ne sont pas tous nuls.

Le polynôme P est de degré au plus Lo et 2Li par rapport à X et Y
respectivement.

L’hypothèse (21) implique U2 > U1, , V2 > V1, , et (32) implique que les
points u + vQ, - Ul  u  Ul , - hl  v  Vl sont deux à deux distincts.

La première partie de (21) implique

La deuxième partie de (21) implique

On voit aussi que



En utilisant (31), (32), il résulte du lemme 2.6 qu’il existe un point
vo) E Z2. ° ~u0~ Ç M*1, ~v0~  M*2 tel que + v003B2, 03B1pu01 03B1pv02) ~ 0,

ce qui équivaut à p(uo, vo) ~ 0. Puisque x2 > 1, U2 > M1, V2 > M2, (32)
implique l’hypothèse (H). Alors, on utilise les propositions 4.6 et 4.7, avec
(u~ v) _ vo)

mais (43) implique

alors par (41), (42) et (44), on a

donc

et on utilise la proposition 4.4

Maintenant nous nous mettons à choisir c, co, ci et puis xi x2~ x~



Soient to, tl, Ào des constantes absolues, À un nombre réel ne dépendant
que de p et satisfaisant les conditions suivantes

Choisissons



(46) signifie que c > 2, c0 ~ 1, c1 ~ 1/log p et 2 log2 p . c0 ~ ci et on déduit
aussi de t1 > 2/3, 2 et (47) que

Alors (19), (20) sont vérifiées. On voit que ~ = 1/(Z - i), donc

Choisissons de plus

En utilisant (46), (47) les relations (20), (21) deviennent claires.

On utilise (51), (52) et puis (48) pour obtenir 
’

c’est (42), et



La condition (50) peut se transformer en

ce qui équivaut à

Alors par (51), on a

ce qui équivaut à (43).
Choisissons to = 4.4, ti = 0.95, Ào = 5 et À = Ào + 1/10p = 5 + 

zv = 4.18.

Les conditions (46), (47) sont claires et on voit que l’on a



On en déduit

c’est (48).
Les conditions (49), (50) peuvent être facilement vérifiées.
Alors on a les minorations (27) dans le cas 1, (28) dans le cas 2, (29)

dans le cas 3 et (45) dans le cas 4.

Dans les premiers trois cas, on a même de meilleurs résultats.
Cas 1. (16~1clog2p)/p = 16~103BB2  136, alors par (27), on a

Cas 2. 4~2c ~ (204.63/log2 p)(p + O,p402), alors par (28)



Cas 3. toap/2 log p  11.0734(p/log p), alors par (29)

Cas 4. On a :

Par (53), (56) :

Par (51) :

Remarquons (54) : :



en utilisant (57), (58) cette inégalité (60) est continuée en

On déduit de (45), (59), (60), (61) que

Supposons que p = 2. Pour le cas 4 : :

les points c~ -~i 

sont deux à deux distincts; ; (62)
les points u -~- v,C3, -U2  u  U2, , -V2  v  V2

sont deux à deux distincts, (63)



Pour (u, ~~ E 712, on pose

PROPOSITION 4.8. - II existe phkd E 7l non tous nuls tels que

avec

Démonstration

On utilise le lemme 2.1 avec "~c", "v" indiqués dans (23) ; on tire
facilement de (19), (24), (25) que v > D0  et

pour (u, v) E 7~2, les coefficients de p(u, v) sont des polynômes en al, a2,
à coefficients entiers dont les degrés par rapport à ai a2, ,

a Z 1 sont inférieurs ou égaux à

respectivement.



Pour (u, v) E Z~, -lVh  ~c  Ml, , -M2  v  M2 et pour 0  h  Lo,
on a grâce à (64~ : : .

où on a toujours posé E = bcD2(a1 + a2) log B, et on a

La somme L(u, v) des longueurs de tous les coefficients de v) vérifie

Alors le lemme 2.1 dit que le système linéaire (65) possède une solution

non nulle vérifiant

log max~ phkd~I 



avec

On a aussi

On en déduit (66) de (67), (68) et (69~. ~



On voit facilement que 0  h  Lo, - L1  k  L1 ne sont pas tous
nuls et que

On pose

de la sorte que

donc

On utilise le lemme 2 pour obtenir :

pour tout (u, v) E 712.

PROPOSITION 4.9. - Sous l’hypothèse (H), on a

pour tout (u, v) E Z~ et



Démonstration. - La fonction F est analytique sur le disque z (  4 et
vérifie

Pour i = ~u~ + Mi, M2, on a = 0, donc

Le lemme 2.3 avec R = 4, r = 1, ... , z$ ~ = r, s = Irl _ ~c donne

Pour (u, v) E 112, on a

on a donc (71) et

PROPOSITION 4.10.2014 On pose (u, v) E ?Z2, ~u~  Mi ,  M*2.
Alors ou bien p(u, v) = 0 ou bien



avec

Démonstration. - Nous utilisons le lemme 2.4 (b).

est un polynôme en ai, a2, a 2 1 à coefficients entiers. soient Nl, , N2 ,
les degrés de ~p par rapport à a 1, a 2 , a 2 1 respectivement. On

voit que 
.

De plus, le nombre

est majoré par

Pour 0  h  Lo, on a grâce à (64)



Ainsi, la longueur de cp vérifie

On utilise (68) et la proposition 4.8 :

Si ~p(u, v) ~ 0, alors

mais



Nous imposons ici deux nouvelles restrictions sur c, co, ci et x :

On pose

on déduit que P ~ 0 du fait que les 0  h  Lo, -Li  ~  L1 ne
sont pas tous nuls.

Le polynôme P est de degré au plus Lo et 2Li par rapport à X et Y
respectivement.

L’hypothèse (21) implique U2 > Ul, V2 > Vi ; (63) implique que les
points

sont deux à deux distincts.

La première partie de (21) implique

La deuxième partie de (21) implique



On voit aussi que :

En remarquant (62), (63), il résulte du lemme 2.6 qu’il existe un point
vo) E Z2, ~u0~ ~ M*1, ~v0~ _ M2 tel que P(uo + ~ 0,

ce qui équivaut à

Puisque x2 > 1, on a U2 > M1, V2 > M2, (63) implique l’hypothèse (H).
Alors, on utilise les propositions 4.9 et 4.10, avec (u, v~ _ (uo, vo~ : :

mais (74) implique

Alors par (72), (73) et (75), on a

donc :



Maintenant nous nous mettons à choisir c, co, ci et puis xi, x2, x.
Soient to, tl, , des constantes absolues satisfaisant les conditions

suivantes :

Choisissons

(77) signifie que c > 2, co > 1, ci > 1/log 2 et 2 log2 2 ~ co > ci et on déduit
aussi que t 1 > 2 /3, À > 2 et (78) que

alots (19), (20) sont vérifiées. On voit que



Choisissons de plus

En utilisant (77), (78), les relations (21), (22) deviennent claires.

On utilise (81), (82) et puis (79) :

c’est (73). On divise (80) par log 2, on obtient (74).
Choisissons to = 4.65, t1 = 0.9, Ào = 3.9254, À = 3.9255, w = 4.185.

Les conditions (77), (78) sont claires, et on voit que l’on a

c’est (79).
On voit par les calculs que la condition (80) est largement satisfaite.

Alors, on a les minorations (27) dans le cas 1, (28) dans le cas 2, (29)
dans le cas 3, et (76) dans le cas 4.

Dans les premiers trois cas, on a même de meilleurs résultats.



Cas 1. xic  25.0256, log xlc  3.2203, alors par (27), on a

Cas 2. x2c  131.9034, alors par (28), on a

Cas 3. (c0/2c) = (t003BB/log 2) ~ 18.2536/log 2, alors par (29), on a

Cas 4. 5c2 log 2  4749.0850/log3 2, par (83), on a

On calcule par (81)

alors par (84)

On calcule Ca par (84), (85) et (86) : :

Enfin, il résulte de (76) que



Démonstration du théorème !~ .1. . - On considère seulement le cas p > 3
(dans le cas p = 2 la démonstration se fait de manière semblable).

Soit m = (bl , b2 ) > 0, bl = mb’1, b2 = mb2 avec deux entiers b2,
b2) = 1. On pose

alors, on a le lemme 2.5

Cas 1. > 2. On utilise le lemme 2.4 (b) pour h~ ~ 0 : :

on remarque log p  ( 1 ~4~ (al + a2 ~, alors par (87~ : 1

Cas 2. . > 3. On pose B’ = Il , , on a

B=mB’: :



On pose

On a donc T’ + log m  T. .

Puisque (bi, b2~ = 1, A’ 7~ 0, la proposition 4.2 donne

et puis

Démonstration du corollaire 1.1. . - On considère le cas p > 3 (dans le
cas p = 2, la démonstration se fait de manière semblable) :

Grâce au lemme 4.3, on peut suposer log B > 2 log p, alors



la conclusion s’obtient du théorème 4.1 Q
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