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Étude de l’existence de solutions globales
d’un système de réaction-diffusion parabolique

fortement non linéaire

EL HAJ LAAMRI(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XII, n° 3, 1991

RÉSUMÉ. - Dans ce travail, nous édudions l’existence de solutions
globales en temps du système :

où Q est un ouvert borné régulier de y, > 0 ; ci et uo ~i > 0.

Ainsi, nous montrons que : :

1) (S) admet une solution globale positive pour E L~=+2(iZ) et

2) L’existence globale de solutions de (S) dépend de la structure spatiale
de 03A9 s’il existe jo tel que aijo = + 1 et  + jo, avec
1  i, j, jo  d.

ABSTRACT. - In this paper, we study the existence of global solutions
of the following system:

1 ~ ) Université de Nancy I, Département de Mathématiques, BP 239,
54506 Vandoeuvre Les Nancy.
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where H is a boundedopen subset of IRN with a regularboundary; y, > 0;

We establish that :

1) (S) nonnegative global solution for ~ L~*~~(n) when ac,j 

2) Global existence of solutions of (S) dépends on the spatial structure of
û if there exists jo such that = 03C3j0 + 1 and 03B1ij  03C3j + 1 ~ j ~ jo ,
where 1  i, j, j0 ~ d.

Introduction

Dans tout ce qui suit, SZ sera un ouvert borné de iRN de frontière régulière.
Galaktinov a étudié dans [G] l’existence globale en temps des solutions

du problème :

où cr et ,Q sont des réels strictement positifs.

Il a prouvé que l’existence globale et la "non existence" globale dépendent
essentiellement de la relation entre 03C3 et ,Q, de la dimension N et de la donnée
initiale uo.

Nakao [N] a étudié le même problème avec une méthode différente et a
établi les mêmes résultats.

Puis, Galaktinov, Kurdyumov et Samarskii [GKS] ont étudié l’existence
globale du système :

où ri, ?-2 > 0; 1  p  T2 + 1 et 1  g  ïi + 1.

Ensuite, Maddalena [M] a établi l’existence globale en temps des solutions
positives du système :



Dans ce papier, on va étudier l’existence et la non existence des solutions
globales en temps du système suivant :

où

;

. les données initiales ne sont pas nécessairement bornées.

Dans la section 1, on donne une démonstration simple du résultat dû à
Maddalena sous l’hypothèse plus faible L~t +2 (~) pour 1  i  d.

Dans la section 2, on étudie le cas où il existe jo tel que 03B1ij0 = + 1 et

-~ 1 ‘d j 7~ jo, avec 1  i, j, d. Ainsi, on montre que l’existence
globale en temps et l’explosion en temps fini des solutions du système (S3)
dépendent de la structure spatiale de S~.



1. Existence globale dans le cas où ai~  ~~ ~ 1

THÉORÈME 1 . - On suppose :

Alors : :

1~ le système (S3) admet une solution globale positive et on a pour tout
T>0 ~

2) si de plus, u0,i est telle que E et

chaque fois que c2~ > 0 pour i ~ j, on a pour tout T > 0 :

Démonstration. - L’existence d’une solution locale du système (S3~ est
classique (voir par exemple [H]) ou [L]). De plus, puisque 0 alors

> 0 pour tout t > 0.

1) Pour montrer l’existence globale, on considère la fonction numérique
fi,n définie sur Rd par : :



et le système approché suivant :

Le système (SO) admet une solution globale positive ou nulle (voir par
exemple [L]).

Soit T > 0 arbitraire. Multiplions la i-ème équation de (SO) par et

intégrons le résultat sur QT où QT := ] 0, T [ x Q. On obtient : 

où c := max{cij , ci, 1  i, j  d}.
D’après l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré, on a :



où Ai désigne la première valeur propre de

Ainsi, d’après les inégalités précédentes, (1) entraîne :

En faisant la somme sur i des inégalités (2), on a

En choisissant E tel que 0  E  1/2d dans (3), on en déduit qu’il existe une
constante C > 0 et indépendante de n telle que V 1  i  d

D’après (4), pour presque tout s E [0, T] la suite est bornée

dans donc on peut en extraire une sous-suite, qu’on note aussi

qui converge faiblement vers ui(s) dans De plus, en vertu
de (5) et la compacité de l’injection canonique de dans on

peut re-extraire de la sous-suite précédente une sous-suite, encore notée
telle que converge vers fortement dans presque

partout, et converge faiblement dans .



Par ailleurs, C et  1 -~ a~j pour tout 1  i, j  d,
donc pour n assez grand ... , ud,n) _ 03A3dj=1 ciju03B1ijj,n + ci converge
vers 03A3dj=1 ciju03B1ijj + ci dans L1 (QT). De plus, on a : : 

D’où (1.1) et (1.2). 0
On conclut que u = (ui, ..., , ud) est solution de (S3~ grâce au résultat

suivant ~B~ . .

THÉORÈME . Soient T > 0 et cr > 0. L’application

où v est la bonne solution de :

est compacte et est continue de x dans C (~ 0 , T ~ , L1 (S~jj .

2) Maintenant, on va démontrer (1.3) et (1.4). Soient T > 0 arbitraire et
t e [0 , T]. Multiplions la i-ème équation du système (SOj par 
et intégrons le résultat sur ] 0 , t [ x S~, on obtient : 



D’après l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré, on a : :

D’autre part, d’après l’inégalité de Poincaré, on a : :



En faisant la somme sur i des inégalités (13), on a

où Ci, C2, C3, C4, C5, C6 et C7 désignent des constantes strictement
positives et indépendantes de n.

En choisissant E tel que 0  E  1/4 dans (14) et en y appliquant
l’inégalité de Gronwall, on déduit qu’il existe une constante C > 0 et

indépendante de n telle que : :

Par ailleurs, on sait d’après (4) qu’il existe une sous-suite {ui,n} telle

que : :

et d’après (15), on a : :



D’autre part, on a d’après (5) et (16) : :

L’inégalité (19) (resp. (20~~ n’est autre que (1.3) (resp. (1.4)). Ce qui
achève la démonstration du théorème 1. 0

2. Existence et non existence de

solutions globales dans le "cas limite"

THÉORÈME 2. - On suppose que a2j = 03C3j + 1, u0,i > 0 et cij > 0,
V t

1) si 03BB1 > et E pour tout 1  i  d,

le système (53) admet une solution globale positive et on a pour tout
T > 0 (1.1) et (1.2) ; si de plus, u0,i est elle que E 

on a pour tout T > 0 ~1. 3~ et ~l.l~~ ;
d

~~ si ~1  min ~ c2~ ; 1  j  d , il eziste T* > 0 fini tel que :

i=1 

où n;i désigne la première fonction propre associée à Ai .

Démonstration. - L’existence d’une solution locale du système (S3~ est
classique (voir par exmple [H] ou [L]). De plus, puisque 0 alors

> 0 pour tout t > 0.

Pour montrer l’existence globale, on considère la fonction numérique f;,n
définie sur IRd par : :



et le système approché suivant :

Le système (Sa) admet une solution globale positive ou nulle (voir par
exemple [L]).

Soit T > 0 arbitraire. Multiplions la i-ème équation de (Sa) par ,

intégrons sur QT et faisons la somme. On obtient : 
~

D’après l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré, on a : :

où l’on pose



En vertu de (22) et (23), l’inégalité (21) entraîne :

En choisissant f tel que 0  f  ~ W )/al dans (24~, on en déduit
qu’il existe une constante C > 0 et indépendante de n telle que (4) et (5)
et on conclut comme dans le théorème 1.

Maintenant, montrons que si de plus est telle que ~ô (~~~ ,
on a pour tout T > 0 (1.3) et (1.4). Pour cela, on commence par faire
exactement la même chose que dans la deuxième partie de la démonstration
du théorème 1 en remplaçant dans (6) aij par a~~ +1 pour tout 1  i, j  d.
Puis en faisant la somme sur i, on obtient :

D’après l’inégalité de Young, on a : :

D’après l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré, on a : :



D’où, en vertu de (26) et (27), (25) entraîne :

En choisissant e tel que 0  f  (~1 - d ~ Ml)/2,~1 dans (28), on en
déduit qu’il existe une constante C strictement positive et indépendante de
n telle que : :

Or, (29) et (30) ne sont autres que (15) et (16). Donc, on conclut comme
dans le théorème 1.

Montrons (2.1). Pour cela, multiplions chaque équation de (S3) par W1
et intégrons le résultat sur 0 , t ~ [ x fi où t est un réel strictement positif
quelconque, puis faisons la somme sur i. On obtient :



Par ailleurs, on a : :

où l’on pose

et d’après l’inégalité de Hôlder, on a : :

En vertu de (32) et (33), (31) entraîne :

Comme y > 1, (34) entraîne qu’il existe T* > 0 fini tel que :



Remarque. 2014 Lorsque a2~ = cr~ + 1, cj; = 1 pour 1  i, ~  d et Ai = d,
on n’a qu’une seule estimation a priori qui ne nous permet pas de passer à
la limite.

THÉORÈME 3. 2014 On suppose que :

Alors : :

1) si .11 > max et u0,i E L03C3i+2(03A9), le système (S3) admet une
1 _i_d 

’

solution globale positive et on a (1.1) et (1.2); si de plus, est telle

que

chaque fois que ci3 > 0 pour tout 1  i, j  d et i ~ j, on a pour tout
T>0 (1.3~et(l.l~~;

2) si 03BB1  min et (pour tout 1  i, j  d et i ~ j, cij > 0 entraîne

que 03B1ij > 1), il existe T* > 0 fini tel que (2.1).

Démonstration

1) Ai > max 

Pour montrer l’existence globale, on fait exactement la même chose que
dans la première partie de la démonstration du théorème 1 en remplaçant
aiz par + 1). Ainsi, on a d’après l’inégalité de Poincaré:

et donc (3) devient :



où l’on pose :

En choisissant E tel que 0  E  (À1 - ~3)/(2d - dans (35), on
déduit qu’il existe une constante C > 0 et indépendante de n telle que (4)
et (5) et on conclut comme dans le théorème 1.

Maintenant, montrons que si de plus est telle que 

pour tout 1  i  d et a23  ~- -~- 2~~ /~(~i ~. 2) chaque fois que
c;j > 0 pour tout 1  i, j  d et i ~ j, on a pour tout T > 0 (1.3) et (1.4).
Pour cela, on commence par faire exactement la même chose que dans la
deuxième partie de la démonstration du théorème 1 en remplaçant dans (6)
cxü par a~i + 1 pour tout 1  i  d. Ainsi, (7) devient

et donc (14) devient :

où C8 et C9 désignent des constantes strictement positives et indépendantes
de n.

En choisissant f tel que 0  f  (À1 - ~3i~2~1 dans (37), on en déduit
qu’il existe une constante C > 0 et indépendante de n telle que (15) et (16)
et on conclut comme dans le théorème 1.



Montrons (2.1). Pour cela, multiplions chaque équation de (S3) par z,u1

et intégrons le résultat [ x Q où t est un réel strictement positif
quelconque, puis faisons la somme sur i. On obtient :

Par ailleurs, on a d’après l’inégalité de Hôlder :

Ainsi, en posant :

(38) entraîne en vertu de (39) et du fait que Ai  min :

où C est une constante > 0 ne dépendant que des 
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Comme a > 1, (40) entraîne qu’il existe T* > 0 fini tel que :

d’où (2.1). 0
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