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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. I, n° 3, 1992

L’arithmétique des variétés rationnelles(*)

JEAN-Louls CorrioT-THELENE(D)

RESUME. — Le texte ci-dessous développe l'exposé fait a Toulouse &
Voccasion de la remise du prix Fermat le 19 juin 1991. I s’agit d'un
rapport général sur l'arithmétique des variétés rationnelles. Aprés un
rappel historique on décrit les méthodes de fibration et de descente. On
dresse ensuite la liste des cas concrets ol ces méthodes ont permis d’établir
principe de Hasse et approximation faible.

ABSTRACT. — The text elaborates on the address I gave at Toulouse in
June 1991. I first review the status of the Hasse principle and of related
problems, up to the early seventies. I then describe two basic approaches
which enable one to produce new classes of varieties for which the Hasse
principle holds : these are the fibration method and the descent method.
The text ends up with a systematic survey of all concrete cases where
these techniques — or some complementary one — have been successfully
applied.

1. De Diophante & Hasse

Etudier une équation diophantienne, c’est chercher les solutions a co-
ordonnées entieres, ou a coordonnées rationnelles, d’un systéme d’équations

filzq,...,zp) =0, i=1,...,m
ol les fi(z1,...,2n) sont des polynémes a coefficients entiers (ou ration-

nels). Lorsque les polynémes sont homogenes, il n’y a pas de distinction
essentielle entre le probléme en entiers et le probléme en rationnels.

(*) Regu le 26 mars 1992
(1) C.N.R.S., Mathématique, Université de Paris-Sud, 91405 Orsay Cedex (France)
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Plusieurs types de questions se présentent : décider si oui ou nonil y a
une solution; finitude ou non de ’ensemble des solutions; lorsqu’il y en a
un nombre infini, les “décrire” toutes (trouver une méthode systématique
pour les engendrer), dire si elles sont denses (par exemple parmi les solutions
réelles). On peut aussi poser des questions quantitatives ([Ba/Mal): calculer
le nombre »(N) de solutions entiéres (resp. rationnelles) (z1,...,2,) de
“taille” (maximum des valeurs absolues des coordonnées, respectivement
“hauteur”) ne dépassant pas N, ou du moins donner des estimations pour
r(N) lorsque N tend vers 'infini; estimer la taille de la plus petite solution.
Dans cet exposé, je ne considérerai que des problémes qualitatifs (existence
et densité des solutions).

L’archétype de ces problemes est I’équation homogéne en nombres entiers
(Babyloniens, 1700 av. J.-C.; Pythagore, 500 av. J.-C., Diophante, 300 ap.
J.-C.)

dont les solutions en nombres entiers premiers entre eux dans leur ensemble
sont toutes décrites par

Tz = 2uv, y:uz—vz, z=u?+2.

En nombres rationnels, ceci peut se réinterpréter comme donnant toutes les
solutions de ’équation 2 + y%2 = 1 au moyen de

2u w1
r=—-, = ,
211 YT wrr
et ceci de fagon essentiellement unique (v = /(1 — y)). Bien que la

démonstration de ce résultat utilise le théoréme sur la factorisation unique
des entiers, on peut prétendre qu’au moins le résultat rationnel n’est pas
un résultat arithmétique, le méme énoncé étant valable avec le corps Q des
rationnels remplacé par un corps quelconque — de fait plus généralement,
pour a, b non nuls dans un corps donné k, on obtient de fagon essentiellement
biunivoque (on paramétrise) toutes les solutions de 1’équation

az?+by? =1

dés qu’on en connait une solution, en considérant le pinceau de droites
passant par cette solution.
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Diophante a considéré de nombreuses équations polynomiales, pour les-
quelles il avait trouvé des solutions paramétriques particuliéres. Ainsi Dio-
phante ([Dio], Livre V) donna-t-il des solutions paramétriques particulieres
pour les surfaces cubiques (communiquées par G. Lachaud) :

2m3+aw2+b:y3+z3,

amz+b:y3——zs.

Bien qu'il y ait des traces dans I’antiquité de problémes vraiment diophan-
tiens (e.g. ’équation dite de Pell), les historiens semblent s’accorder pour
trouver chez Fermat les premiéres méthodes de résolution proprement dio-
phantiennes au sens moderne, c’est-a-dire qui reposent de fagon cruciale
sur 'arithmétique des entiers (ou des rationnels) : voir a ce sujet les livres
de Scharlau/Opolka [Sch/O] et Weil [W2]. Il en est ainsi pour deux thémes
centraux de cet exposé, le principe local-global et la méthode de la descente.
Je parlerai plus tard de la descente. Voici des énoncés bien connus de Pierre
de Fermat qu’on peut voir comme des ancétres du principe local-global.

THEOREME 1 [Fermat]. — Tout nombre premier congru d 1 modulo 4 est
une somme de deuz carrés d’entiers.

THEOREME 2 [Lagrange]. — Tout nombre entier positif est une somme
de 4 carrés d’entiers.

PROPOSITION 3 [Fermat].— Un entier de la forme 4™(8m + 7) (n, m
entiers positifs) n'est pas une somme de 3 carrés d’entiers, ni méme de 3
carrés de nombres rationnels.

THEOREME 4 [Gauss|. — Un entier positif non de la forme 4™(8m + 7)
est une somme de 3§ carrés d’entiers (énoncé par Fermat sous la forme
essentiellement équivalente : tout entier positif est somme de trois nombres
“triangulaires”).

La proposition 3 est élémentaire, mais la méthode est importante. C’est
celle des congruences. En chassant les dénominateurs, 1’énoncé en rationnels
se raméne i ’énoncé suivant : pour m entier naturel fixé, il n’y a pas de
solutions en entiers , y, 2, non tous nuls a I’équation

(8m +7)t? = 2% + 4% + 22,
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On peut supposer (z, y, z, t) premiers entre eux (on parle alors de solution
“primitive”). Observons que tout carré d’entier est congru soit & 0 soit a 1
soit & 4 modulo 8. Si ¢ était pair, on aurait z? 4+ y? + 22 = 0 (4) et donc «,
y, z pairs, ce qui est exclu. Si ¢ est impair, alors 22 + y% + 2% = 7 (8), mais
ceci est impossible.

La méthode est toute générale. Face a une équation diophantienne en
nombres rationnels, on la raméne par une homogénéisation convenable &
une équation en entiers, et ’on se demande si toutes les équations aux
congruences possibles ont des solutions. Si ce n’est pas le cas, on a fini : il
n’y a pas de solutions entiéres, ni rationnelles (I’ensemble des congruences a
considérer est a priori infini, mais des argument généraux permettent dans
la plupart des cas de se limiter aux congruences modulo un nombre fini
d’entiers, qu’on peut de surcroit choisir parmi les puissances de nombres
premiers). I y a aussi une autre obstruction possible & l’existence de
solutions rationnelles — c’est 1’absence de solutions réelles au probléme
(—1 n’est pas somme de carrés de nombres rationnels. .. ). Ainsi un premier
congru a 3 modulo 4 n’est pas une somme de deux carrés. On peut voir par
contre que dans les théorémes 1, 2 et 4, les hypothéses assurent précisément
qu’aucune congruence ou condition de réalité ne s’oppose a la résolution en
nombres entiers du probléeme diophantien considéré. Néanmoins, le fait que
ces conditions de congruence soient satisfaites n’est qu’une interprétation
a posteriort de notre part. Le premier énoncé formellement de type local-
global est dii & Legendre; en voici une reformulation moderne.

THEOREME 5 [Legendre]. — Soient a, b, ¢ des entiers relatifs, non nuls,
non tous de méme signe. L’équation ax® + by? + cz2 = 0 a une solution
non triviale en nombres entiers si et seulement si toutes les équations auz
congruences modulo les puissances de nombres premiers ont des solutions
(primitives).

C’est 1a un énoncé remarquable : pour les équations considérées, on
dispose d’une méthode systématique pour décider de I’existence de solutions
en nombres entiers. On aimerait bien disposer d’énoncés de ce genre pour
d’autres types d’équations diophantiennes, et c’est 1a l'un des thémes
centraux de cet exposé.

Revenons au résultat de Legendre. En fait il suffit de considérer le cas ou
le produit abc est sans facteur carré. Pour établir I’existence d’une solution
globale, Legendre utilise uniquement 1’existence de solutions primitives de
congruences modulo les nombres premiers divisant le produit abc, et le fait
que les nombres a, b, ¢ ne sont pas tous de méme signe {cette condition
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assure ’existence de solutions réelles). Ces hypothéses impliquent en fait
automatiquement I’existence de solutions & toutes les congruences modulo
une puissance d’un nombre premier impair quelconque. Mais de fagon plus
surprenante, Legendre n’a pas besoin dans sa démonstration de 1’existence
de solutions aux congruences modulo une puissance de 2 (cf. [Bo/Sha]).

Ceci peut étre vu comme la premiére apparition d’une loi de réciprocité.
De fait, Legendre essaya de s’appuyer sur ce phénoméne pour démontrer la
loi de réciprocité quadratique (conjecturée par lui et par Euler) pour son
symbole de reste quadratique (pour p, ¢ premiers impairs, (p/q) = %1, et
(p/q) = +1 si et seulement si p est un carré modulo g) :

(1_7) (2) - (_1)(p—1)(q-1)/4 '

q/\p

La “preuve” de Legendre était compléte, mais elle s’appuyait sur I’existence
de nombres premiers dans une progression arithmétique ... résultat établi
par Dirichlet par des méthodes analytiques en 1837. La loi de réciprocité
quadratique fut établie par Gauss (1796).

La fin du XIX® siécle et le début du XX° virent le développement de
généralisations de la loi de réciprocité quadratique et de ’étude de la repré-
sentation des nombres premiers par des formes quadratiques binaires. II
s’agit 1a de la théorie dite du corps de classes (Hilbert, Furtwingler, Takagi,
Hasse...). Dans cette théorie, les outils analytiques développés par Dirichlet
(fonctions zéta, fonctions L) jouent un réle trés important. Ce sont eux qui
permirent a Hilbert (1899) d’établir I’analogue du résultat de Legendre sur
un corps de nombres (extension finie de Q).

Ce fut Hasse qui formula explicitement la notion de principe local-global,
et qui ’établit dans de nouveaux cas importants.

Pour énoncer ces résultats en toute généralité, et avec souplesse, il con-
vient ici d’introduire le langage des corps p-adiques, di & Hensel (fin du
XIX€). Ce langage permet de remplacer la considération des congruences
modulo toutes les puissances d’un nombre premier p, avec les ennuis pré-
sentés par le fait que ’anneau Z /p™ a des diviseurs de zéro dés que n > 1,
par la considération d’un anneau intégre Z, (la limite projective, sur n € IN,
des Z/p™) et de son corps de fractions Q,. Une équation polynomiale
f(21,...,2,) = 0 & coeflicients dans Z a des zéros modulo toutes les puis-
sances de p si et seulement si elle a un zéro a coordonnées dans Z,. Lors-
qu’on s’intéresse seulement a I’existence de solutions rationnelles (coordon-
nées dans Q), les conditions nécessaires de congruence sont remplacées par

- 299 -



Jean-Louis Colliot-Thélene

la condition d’existence d’une solution (non nulle si le polynéme est homo-
geéne) a coordonnées dans le corps @, dont le maniement est plus aisé. De
plus, les différents corps Q, peuvent étre mis en paralléle avec le corps R
des réels : Q, est, tout comme R, le complété de Q pour une métrique (mais
une métrique non archimédienne). On obtient ainsi toutes les métriques pos-
sibles. Le méme mécanisme vaut pour un corps de nombres quelconque k.
On appelle place une classe d’équivalence de métriques non triviales sur le
corps k, et on note k, le complété de k en la place v. Les corps k, sont dits
corps locaux.

Les résultats de Legendre, Minkowski (sur Q) et Hilbert apparaissent
maintenant comme des cas particuliers du théoréme suivant.

THEOREME 6 [Hasse 1924].— Une forme quadratique Y o a;z?
coefficients dans un corps de nombres k a un zéro non trivial dans k st

et seulement si elle a un 2éro non trivial dans chacun des complétés k.,
de k.

Le point original et délicat de la démonstration de Hasse, méme sur Q, est
dans le passage du cas de 3 variables au cas de 4 variables, ou il fait usage
du théoreme de Dirichlet sur les nombres premiers dans une progression
arithmétique. Le passage du cas de 4 variables a 5 variables est simple, et
Pargument peut étre largement généralisé (méthode des fibrations, section 3
ci-dessous).

Comme application immédiate du théoréme, on voit que tout entier
positif non de la forme 47(8m + 7) est une somme de trois carrés dans
Q (on peut déduire de ce résultat la représentation comme somme de trois
carrés dans Z, i.e. le théoréme 4). Les conditions données expriment en effet
que P’entier est somme de trois carrés dans IR et Q2, et la représentation dans
les autres complétés est automatique.

Au cours du développement de la théorie du corps de classes, le principe
local-global fut établi par Hasse dans d’autres cas. Le théoréme de Legendre-
Hilbert est le cas n = 2 du théoréme suivant.

THEOREME 7 [Hasse 1924].— Soit K/k une eztension de corps de
nombres de degré n et w; (i = 1,...,n) une base de K sur k. Si K/k est
cyclique, pour tout a dans k, le principe local-global vaut pour les équations
normes a = N /(D 7eq ziw;) ¢ si Uélément a de k est une norme partout
localement, c’en est une globalement.
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En fait, Hasse établit plus; il obtint pour K/k cyclique, une suite exacte
(o N désigne la norme de ’extension K/k) :

0— k*/NK* =Y ky/NK} —Z/nZ — 0. (1)

Lorsque n = 2, le fait que ’application composée

k*/NK* =Y k3/NKy — Z/2Z
v

soit nulle a comme corollaire la loi de réciprocité quadratique.

Hasse eut recours au groupe de Brauer d’un corps pour généraliser encore
ce résultat. Le groupe de Brauer d’un corps k est un invariant qu’on voit de
nos jours comme un invariant cohomologlque Br(k) H?(Gal(k/k), —*)
ot k est une cldture algébrique de k, et k" le groupe multiplicatif de
k, vu comme module sous I’action du groupe de Galois absolu Gal(k/k).
Un des résultats finaux de la théorie du corps de classes, qui englobe le
résultat précédent, dit que pour v place de k corps de nombres, il y a une
injection inv, de Br(k,) dans Q/Z — c’est un isomorphisme pour v place
non archimédienne — et qu’on a une suite exacte :

0 — Br(k) — ) Br(k,) — Q/Z — 0, (2)

la derniére fléche étant la somme des inv,,.

2. De Hasse a Manin

Il me sera maintenant nécessaire d’employer le langage de la géométrie
algébrique, et je parlerai de k-variétés algébriques, plutét que de “systémes
d’équations a coefficients dans k”. Les variétés projectives sont celles dé-
finies par un systéme d’équations homogénes. On prendra garde que deux
systéemes d’équations d’apparence différente peuvent définir deux k-variétés
k-isomorphes. Une k-variété est dite lisse, ou non singuliére, si elle satis-
fait (localement) le critére jacobien de régularité. Une k-variété est dite
intégre si elle est irréductible (elle n’est pas union de deux sous-variétés
fermées propres) et réduite (il n’y a pas de nilpotents dans son faisceau
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structural — le faisceau des fonctions). Notons k une cléture algébrique de
k. Une k-variété est dite géométriquement intégre si la variété “géométri-
que” X = X xp k, c’est-a-dire la variété X vue sur la cloture algébrique k,
est intégre. On note X (k) I’ensemble des points k-rationnels (qu’on appelle
encore k-points, ou simplement points rationnels) d’une telle k-variété; pour
une variété définie par un systéme d’équations affines comme au début de
I’exposé, ce n’est autre que ’ensemble des solutions a coordonnées dans k.
Plus généralement, pour F un corps contenant k, on note X(F) ’ensemble
des points F-rationnels de X. Deux k-variétés algébriques intégres (c’est-
a-dire irréductibles et réduites) sont dites k-birationnellement équivalentes,
ou k-birationnelles I’'une a ’autre, si elles possédent des ouverts non vides
k-isomorphes, c’est-a-dire si leurs corps de fonctions rationnelles k(X) et
k(Y) sont k-isomorphes. On peut montrer que si les k-variétés X et ¥ sont
projectives, non singuliéres et k-birationnellement équivalentes, X (k) est
non vide si et seulement si Y (k) est non vide.

On ne peut ici que regretter, puis entériner, I’utilisation du mot ratzonnel
dans un certain nombre d’acceptions :

— le corps Q des rationnels;
— les points k-rationnels (& coordonnées dans le corps de base k);

— les applications rationnelles d’une variété irréductible X dans une
variété Y : morphismes d’un ouvert non vide de X dans Y, ne
s’étendant pas néccessairement a tout X ;

— les fonctions rationnelles sur une variété (applications rationnelles de
cette variété dans la droite);

— enfin une k-variété irréductible est dite k-rationnelle si elle est k-bira-
tionnelle a ’espace affine A7 (ou a ’espace projectif P}), et elle est
dite rationnelle si elle devient birationnelle & un espace affine apres
extension du corps de base k.

Lorsque k est un corps de nombres, on dit qu’une k-variété X satisfait
le principe de Hasse (le principe local-global) si de I’hypothese X (k,) # 0
pour toute place v de k on peut déduire X (k) # 0 (cette terminologie
étant justifiée par le théoréme 6). On dit qu’une k-variété X satisfait
P’approzimation faible si pour tout ensemble fini S de places v de k, I’image
de X (k) par l'application diagonale de X (k) dans [[,.5 X (ky) est dense
dans ce produit topologique (chaque X(k,) étant muni de la topologie
induite par celle de k).
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L’expérience montre d’une part qu’il n’est raisonnable d’étudier ces
propriétés que pour des variétés lisses géométriquement intégres, d’autre
part que ces deux propriétés sont presque inextricablement liées. L’espace
affine A} satisfait I’approximation faible; on en déduit que toute k-variété
lisse k-rationnelle satisfait aussi l’approximation faible.

Les concepts de la géométrie algébrique permettent de mettre de 1’ordre
dans tous les systémes d’équations possibles, et donc dans les problémes
diophantiens, ordre bien meilleur que celui donné par exemple par le “degré”
des équations. Ainsi une cubique projective plane avec un point singulier est
essentiellement équivalente & la droite projective (on sait bien la paramétrer,
méme sur son corps de définition), ce qui n’est pas le cas des courbes
cubiques planes non singuliéres. On commence par classer les k-variétés par
leur dimension : courbes, surfaces, etc. Puis on les classe géométriquement,
c’est-a-dire en étendant le corps de base & un corps algébriquement clos le
contenant. On s’attend a des comportements diophantiens trés différents
suivant cette classification géométrique.

Les courbes (projectives et lisses) sont ainsi d’abord classées par leur
genre g, entier naturel. Sur un corps algébriquement clos, une courbe
(projective et lisse) est de genre zéro si et seulement si elle est rationnelle,
plus précisément, si elle est isomorphe (sans exception) a la droite projective
P!. Toute k-courbe rationnelle projective et lisse C est k-isomorphe & une
conique plane non singuliére définie sur k (Hilbert et Hurwitz). Ainsi :

o Une k-courbe rationnelle projective et lisse C avec C(k) non vide est
k-isomorphe d la droite projective sur k (on paramétre les k-points).
En particulier, Uapprozimation faible vaut pour C.

o Sur un corps de nombres k, une k-courbe rationnelle C, projective et
lisse, satisfait le principe de Hasse.

Les courbes de genre 1 avec un k-point sont les courbes elliptiques
(cubiques planes non singuliéres). Pour une telle courbe C définie sur le
corps k, 'ensemble C(k) peut étre muni d’une loi de groupe. Si k est un
corps de nombres, ce groupe admet un nombre fini de générateurs : c’est
le théoréme de Mordell-Weil (1922-1928), dont la démonstration repose sur
la descente infinie & la Fermat. Les courbes de genre > 2 sur un corps de
nombres n’ont qu’un nombre fini de points rationnels (Faltings 1983).

En dimension plus grande que 1, un analogue naturel des courbes de genre
zéro consiste en les variétés rationnelles (birationnelles, sur une extension
du corps de base, & un espace projectif), et une question naturelle est la
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validité des énoncés ci-dessus (“paramétrage” des points rationnels, principe
de Hasse, approximation faible) pour les variétés de cette classe.

Déja en dimension 2, la classification & équivalence k-birationnelle prés
des k-variétés rationnelles est fort subtile (pour un résumé des résultats
et des références précises a la littérature, voir [Ma/Ts], [CT3], [K/S/T}).
Cette classification fut faite par F. Enriques en 1897, modernisée par Manin
et Iskovskih a la fin des années 60, complétée par Iskovskih en 1979 ([I]).
Toute k-surface rationnelle est k-birationnelle a une k-surface projective et
non singuliére de I’un des types standards suivants :

e surface de Del Pezzo (1 < d <9);

o surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique (—oco < d < 8).

Ici d désigne le “degré” d = (w.w) auto-intersection du faisceau canonique
(c’est un entier relatif). Pour une surface fibrée en coniques, cet entier est
lié au nombre r de fibres géométriques dégénérées (celles qui sont union de
deux droites se coupant transversalement) par la relation d = 8 — ». Les
surfaces de Del Pezzo de degré 3 sont les surfaces cubiques non singuliéres,

celles de degré 4 les intersections non singuliéres de deux quadriques dans
P* (voir [K/S/T]).

Des techniques de systémes linéaires & points bases peuvent permettre
(B. Segre 1951, Manin et Iskovskih 1967-72) de distinguer ces classes
entre elles du point de vue k-birationnel. En particulier, comme 'observa
sans doute le premier B. Segre, l’existence d’un point k-rationnel est loin
d’assurer la k-rationalité d’une k-surface rationnelle (un autre invariant
permettant de détecter la non k-rationalité sera décrit ci-dessous). Pour
d petit (d < 1), on ne sait méme pas si l’existence d’un k-point assure que
les k-points sont Zariski-denses (i.e. non tous situés sur une sous-variété
propre).

La théorie du corps de classes et des manceuvres algébriques permirent
par la suite d’établir le principe de Hasse et ’approximation faible pour de
nouvelles classes de variétés algébriques, pour la plupart rationnelles. Ainsi,
en 1945, F. Chatelet établit le principe de Hasse pour les variétés dites de
Severi-Brauer, variétés qui aprés extension des scalaires sont isomorphes
sans ezception a un espace projectif. En fait Chatelet associe de fagon
purement algébrique a une telle k-variété une classe dans Br(k), classe dont
la nullité équivaut a ’existence d’un k-point. Il établit que toute telle k-
variété avec un k-point est k-isomorphe a un espace projectif Pj. La suite
(2) donne alors le principe de Hasse (voir [CT4]).
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Une variété de Severi-Brauer est une variété homogéne sous un groupe
algébrique linéaire. L’étude des espaces homogénes (principaux ou non) sous
des groupes algébriques linéaires, combinée avec les versions modernes de la
théorie du corps de classes (Tate-Nakayama), fournit de nombreuses classes
de variétés (rationnelles ou proches de I’étre) pour lesquelles on peut établir
le principe de Hasse et I’approximation faible (Landherr, Eichler, Kneser,

Harder, Voskresenskii, Platonov, Sansuc, Rapinchuk, Borovoi, voir [Bol],
(Bo2], [Kn] [P1/Ral, [S1], [V]).

Skolem, Segre, Selmer, Chitelet, Swinnerton-Dyer établirent le principe
de Hasse pour des surfaces cubiques possédant des propriétés algébrico-
géométriques diverses (voir [CT4], [S2], [Co/Ts]). Ainsi, le principe de Hasse
vaut pour les surfaces cubiques singuliéres (Skolem 1955, voir Coray et
Tsfasman [Co/Ts] pour une analyse systématique et moderne du cas des
surfaces de Del Pezzo singuliéres). Le principe de Hasse et I’approximation
faible valent pour les surfaces cubiques lisses contenant un doublet, un triplet
ou un sextuplet de droites globalement définies sur le corps de base, et
gauches deux a deux (Chatelet, Swinnerton-Dyer).

Dans essentiellement tous les cas considérés par ces auteurs, il y a une
transformation k-birationnelle qui rameéne la surface donnée a une k-surface
rationnelle standard avec d > 5, et pour laquelle le corps de classes donne
le principe de Hasse et d’ailleurs aussi ’approximation faible (variété de
Severi-Brauer, équation norme d’une extension de degré 3, etc.).

De fagon générale, comme le montra Manin en 1966 ([Mal], complété
pour le cas d = 5 par Swinnerton-Dyer, voir aussi [Ma/Ts]), les surfaces
rationnelles de type standard (classification ci-dessus), pour d > 5, ont les
deux propriétés :

e lezistence d’un k-point, automatique pour d = 5 et d = 7, implique que

la surface est k-rationnelle;

® sur un corps de nombres, le principe de Hasse vaut.

On peut en particulier déduire de ces résultats que le principe de
Hasse et ’approximation faible valent pour les intersections lisses de deux
quadriques dans ’espace projectif P* contenant un doublet de droites
gauches globalement définies sur le corps de base (une telle surface est de
degré 4, mais la contraction simultanée des deux droites la rameéne a une
surface de Del Pezzo de degré 6).

Mais le “principe de Hasse” et I’approximation faible peuvent étre mis en
défaut! Hasse lui-méme s’en était apergu en ce qui concerne le principe de
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Hasse, avec une équation norme a = Ng /() 7=, z;w;) pour une extension
K/Q non cyclique (de groupe de Galois Z/2 x Z/2). Pour les courbes
de genre 1, des contre-exemples au principe de Hasse furent donnés par
Reichardt et Lindt vers 1940 (intersections de deux quadriques dans P3).

I fallut attendre plus longtemps pour voir apparaitre des contre-exemples
parmi les surfaces rationnelles. Des contre-exemples au principe de Hasse,
sur le corps Q, furent trouvés parmi les surfaces cubiques non singuliéres
par Swinnerton-Dyer (1962) et Cassels et Guy (1966) :

525 +9y°+1022+12¢3=0.
Iskovskih (1970) en trouva parmi les surfaces fibrées en coniques :
o+t = (3-a?)(e? - 2)

et Birch et Swinnerton-Dyer (1975) parmi les surfaces de Del Pezzo de
degré 4. Swinnerton-Dyer (1962) donna aussi le premier contre-exemple 3
I’approximation faible (une surface X fibrée en coniques définie sur Q telle
que X (Q) soit non vide mais non dense dans X (R)).

Dans ces divers exemples, les arguments sont tous fondés sur la finitude
des “factorisations” possibles, et sur des lois de réciprocité plus ou moins
“explicites”. En 1970, au congrés international de Nice, Manin proposa
un mécanisme général pour décrire les contre-exemples au principe de
Hasse ([Ma2], [Ma3]). L’obstruction de Manin met en jeu le groupe de
Brauer Br(X) d’une variété X, qui est par définition le deuxiéme groupe de
cohomologie étale de X a valeurs dans le groupe multiplicatif G, (c’est la
généralisation “naturelle” du groupe de Brauer d’un corps). Etant donné un
élément A du groupe de Brauer d’une k-variété X, F un corps contenant
k, et P € X(F), on peut “évaluer” A en P. On obtient ainsi un élément
A(P) € Br(F).

PROPOSITION 8 [Manin].— Soit X une variété projective et lisse sur
un corps de nombres. Si pour tout élément (P,) du produit des X (k)
il existe un €lément A du groupe de Brauer-Grothendieck Br(X) tel que
3, inv, (A(P,)) # 0, alors X (k) est vide.

Cet énoncé (ou la finitude de la somme résulte de I’hypothése de projec-
tivité faite sur X) est une conséquence de la suite de Hasse (2) — a noter
qu’on utilise seulement que cette suite est un complexe (i.e. que le composé
des fléches est nul). Cette obstruction permit a '’époque d’expliquer tous les

- 306 -



L’arithmétique des variétés rationnelles

contre-exemples connus, sauf celui de Cassels-Guy, d’équation simple mais
de justification assez complexe. En 1977, Sansuc et moi-méme ([CT/S1])
remarquames que ’on peut définir de fagon analogue, en termes du groupe
de Brauer global, une obstruction a ’approximation faible, qui explique le
contre-exemple de Swinnerton-Dyer (1962), et invite & en fabriquer de nom-
breux autres. Dans la suite, on appellera “de Brauer-Manin” ’une ou I’autre
de ces obstructions.

Notons ici que l’expérience montre qu’il est bien plus facile de fabriquer
des contre-exemples a I’approximation faible que des contre-exemples au
principe de Hasse. Il serait intéressant, pour des familles spécifiques d’équa-
tions, de donner une forme quantitative a cette impression générale.

Passons aux contre-exemples a la “paramétrisation” (essentiellement)
biunivoque des points k-rationnels, c’est-a-dire a la question de savoir si
une k-variété lisse rationnelle X avec un k-point est k-rationnelle. Pour une
k-surface rationnelle standard avec d < 4, I’existence d’un point k-rationnel
n’assure pas la trivialité k-birationnelle. On a des contre-exemples déja sur
les réels (nombre de composantes connexes réelles supérieur a 2). De fagon
plus algébrique, on dispose d’au moins deux techniques pour établir qu’une
k-surface rationnelle X n’est pas k-rationnelle : la technique des systémes
linéaires a points bases, déja évoquée, et la technique générale de I’invariant
Pic(X).

Disons quelques mots sur ce dernier invariant, développé par Shafarevich,
Manin ([Mal], [Ma3]) et Voskresenskii ([V]). Il s’agit du groupe de Picard
Pic(X) des classes de faisceaux inversibles & isomorphisme prés, ou encore
des classes de diviseurs modulo I’équivalence rationnelle, sur la variété (lisse)
X, groupe que ’on voit comme module galoisien, c’est-a-dire comme groupe
abélien équipé d’une action du groupe de Galois Gal(k/k). Pour une variété
rationnelle projective et lisse, ce groupe abélien est libre de type fini. Un
module galoisien est dit de permutation s’il admet une base (sur Z) laissée
globalement stable par l’action du-groupe de Galois. Le module est dit
stablement de permutation si aprés somme directe avec un module de
permutation il devient de permutation.

Le résultat de base, observé par les auteurs ci-dessus (voir aussi [CT/S6])
est que si la k-variété projective et lisse X est k-rationnelle, alors le module
galoisien Pic(X) est stablement de permutation. Ceci est encore vrai sous
I’hypothése a priori plus faible que X est stablement k-rationnelle, c’est-a-

dire que pour n, m entiers convenables le produit X x, P7 est k-birationnel
a P
k
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En particulier, pour des raisons algébriques simples, le groupe de
cohomologie galoisienne H!(Gal(k/k), Pic(X)) est alors nul. On peut bien
sir se poser la question : si pour une k-variété rationnelle (projective et
lisse) X, le module galoisien Pic(X) est stablement de permutation, et si
X posséde un point k-rationnel, la variété X est-elle au moins stablement
k-rationnelle? Ceci fut établi par V. E. Voskresenskii pour les compactifi-
cations non singuliéres de tores algébriques ([V], [CT/S2]). I n’en est pas
ainsi en général, mais le cas des surfaces rationnelles est ouvert.

L’invariant Pic(X) est lié au groupe de Brauer, dont nous avons parlé
plus haut : pour une k-variété rationnelle projective et lisse, le groupe
Br(X)/Br(k) est un sous-groupe du groupe de cohomologie galoisienne
H'(Gal(k/k),Pic(X)) (et est en fait égal & ce dernier groupe dans de
nombreux cas, e.g. si k est un corps de nombres). En particulier, le groupe

de Brauer est trivial (tout élément de Br(X) provient de Br(k)) si Pic(X)
est un module de permutation.

Tant la méthode des systémes linéaires a points bases que la méthode du

module galoisien Pic(X) assurent qu’aucune des surfaces d’équation affine :

(M) B+ +24a=0, agk*,

(C) ¥*—az’ =(z—e1)(z—e2)(z—e3), agk*®, ej#ejpouri#j,

n’est k-rationnelle.

Ceci exclut donc une paramétrisation a la Diophante de tous les points
rationnels de ces surfaces. Le méme probléme se pose pour les équations de
Diophante mentionnées au début de ’exposé.

Cependant, en 1958, F. Chatelet [Ch] réussit, sur un corps de nombres, &
paramétrer les points rationnels de la surface C au moyen d’un nombre fini
de paramétrisations — multivogues. La technique employée par Chatelet
est fort semblable a celle utilisée dans la démonstration du théoreme de
Mozdell-Weil, pour la courbe elliptique E d’équation

(E) v = (z—e1)(z—e2)(z—e3), a¢ k*2 ) ¢ #ejpouri#j.

Pour E, sur un corps de nombres, un argument de factorisation, lointain
descendant de ceux utilisés par Fermat pour établir que la courbe elliptique
d’équation

?=e(e-1)(z+1)
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n’a a distance finie que les trois solutions Q-rationnelles évidentes, montre
qu’il existe un nombre fini d’éléments ¢, et d, de k* tels que tout point
k-rationnel de E provienne, par la projection sur la premiére équation, d’un
point k-rationnel d’une des variétés E, donnée par le systéme d’équations

y2 =(z —e1)(z —e2)(z — e3)
z—e1 = cauf
T — ey =doul.

Dans ce cas, il se trouve que pour ¢4 = 1 et dy = 1, la courbe E, est
k-isomorphe a E, la projection s’identifiant a la multiplication par 2. Ceci
permet de réinterpréter la finitude comme celle de E(k)/2E(k) : c’est le
théoréme de Mordell-Weil faible ([W1]).

Pour la surface de Chatelet C, sur un corps de nombres, un argument
de factorisation tout similaire, mais & base de normes (pour ’extension
quadratique k(v/a)/k) plutét que de carrés, montre qu’il existe un nombre
fini d’éléments c, et d, de k* tels que tout point k-rationnel de C provienne,
par la projection sur la premiétre équation, d’un point k-rationnel sur 'une
des variétés W, donnée par le systeme d’équations

y2 —az’ = (z —e1)(z — e2)(z — e3)

z —e1 = cou? — av?)
T — ey = da(ug - av%).

Comme les variétés W, sont de dimension 4, aucune ne saurait étre k-
birationnelle a la variété C. Mais Chételet réussit & montrer que les variétés
W4 possédant un k-point sont k-rationnelles : d’ot le résultat sur le nombre
fini de paramétrisations (multivoques).

Manin vers 1970 ([Ma3]) reformula quelque peu les résultats de Chatelet,
en introduisant des relations d’équivalence sur I’ensemble X (k) des points
k-rationnels, en particulier la notion de “R-équivalence”, sur les points k-
rationnels d’une k-variété X. Deux k-points sont dits élémentairement liés
s’il existe une courbe de genre zéro passant par l’un et I’autre, plus pré-
cisément s’il existe un k-morphisme d’un ouvert U de la droite affine Ai
dans X tel que les deux k-points soient dans I'image de U(k). Cette relation
engendre la R-équivalence. Manin définit aussi I’équivalence de Brauer, par
accouplement de X (k) avec le groupe de Brauer Br(X). On obtient ainsi
deux quotients : X (k)/R et X (k)/Br. Pour une variété projective, I’équiva-
lence de Brauer est plus grossiére que la R-équivalence. Le quotient X(k)/R
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est une approximation de la répartition en classes de paramétrages. Pour &
un corps de nombres, et X une k-variété rationnelle projective et lisse, le
quotient X (k)/Br est fini. Manin pose la question de la finitude de X (k)/R
pour X une surface cubique définie sur un corps de nombres; il réinter-
préte le résultat de Chatelet comme établissant la finitude de X (k)/R pour
des surfaces cubiques particuliéres (un accident fait que pour ces surfaces,
R-équivalence et équivalence de Brauer coincident).

Vers 1970, et & la suite de travaux de Manin et de Swinnerton-Dyer, il se
posait donc les questions :

e Trouver de nouvelles classes de variétés pour lesquelles le principe de
Hasse vaut. A défaut, trouver des classes de variétés pour lesquelles
P’obstruction de Brauer-Manin est la seule.

e Pour quelles classes de k-variétés rationnelles le module galoisien

Pic(X) (& addition prés d’un module de permutation) contrle-t-il la
k-rationalité, ou du moins la k-rationalité stable?

Les pratiques de factorisation et de descente & la Fermat-Mordell-Weil
sur les courbes de genre 1 avaient fait ’objet de travaux systématiques, en
particulier de Selmer, Cassels et Tate, qui avaient dégagé le moule commun
algébrico-géométrique, et arithmétique, sous-jacent aux diverses factorisa-
tions “a la main” (isogénies de courbes elliptiques, “A-revétements”). Elles
avaient aussi mené a des contre-exemples au principe de Hasse pour les
courbes de genre 1 (e.g. 3z3 + 4y® + 523 = 0 (Selmer)), le principe étant
que l'on part d’une telle courbe C de genre 1, sans point rationnel évi-
dent, et que par des factorisations comme dans I’exemple ci-dessus, on pro-
duit un nombre fini de courbes auxiliaires explicites C, et de morphismes
fo : Co — C, tels que C(k) soit la réunion des fo(Cx(k)). Dans certains
cas, il se peut trés bien que la courbe initiale C ait des points dans tous
les complétés k,, mais que pour chaque courbe Cy, il existe au moins un
complété ou C, n’ait pas de points. A fortiori, chacun des ensembles Cq(k)
est-il vide, et C(k) est alors vide. La non-validité du principe de Hasse pour
les courbes de genre 1 apparaissant dans les descentes sur une courbe ellip-
tique donnée E sur un corps de nombres k est d’ailleurs précisément ce qui
empéche de calculer systématiquement le rang du groupe de Mordell-Weil
E(k). Se posaient donc les questions :

o Y a-t-il une théorie semblable sous-jacente a I’exemple de Chatelet, et
si oui, quel est son domaine d’application?
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e Peut-on calculer de maniére systématique 1’ordre de 1’ensemble fini
X(k)/R pour une surface de Chatelet sur un corps de nombres? Pour
k fixé et X variable, cet ordre est-il borné? (Cette dernitre question,
posée par Manin, est un analogue d’une question ouverte bien connue
sur le rang des courbes elliptiques.)

® Pour X une k-variété rationnelle projective et lisse sur un corps de
nombres k, ’ensemble X (k)/R est-il fini? Si oui, comment le calculer?

C’est sur ces questions que, motivé initialement par des suggestions
de Swinnerton-Dyer, j’ai apporté quelques lumiéres. Le cceur de la théo-
rie (la méthode de la descente, section 4 ci-aprés) a été développé avec
Jean-Jacques Sansuc, de nombreux compléments et développements ont
été réalisés avec lui, avec d’autres et par d’autres : S. Bloch, D. Coray,
D. Kanevsky, B. E. Kunyavskii, P. Salberger, A. N. Skorobogatov,
P. Swinnerton-Dyer, M. A. Tsfasman.

Pour limiter cet exposé a une taille raisonnable, je me suis restreint aux
themes suivants :

e La méthode des fibrations
o La théorie de la descente
e Applications concrétes.

J’ai renoncé a décrire ici les divers travaux de Bloch [Bl], Sansuc, moi-
méme ([CT/S4], [CT1]) et Salberger ([Sall], [Sal2], [Sal5]) sur le groupe de
Chow des 0-cycles de degré zéro sur les surfaces rationnelles.

Le lecteur désireux d’aller plus loin pourra, dans un premier temps,
consulter les articles de synthése suivants : [Ma/Ts], [S2], [CT3].

3. La méthode des fibrations

Nous conviendrons ici que par principe de Hasse on entend principe de
Hasse lisse, c’est-a-dire principe de Hasse pour 'ouvert de lissité des variétés
considérées. De méme pour la propriété d’approximation faible.

Soient k un corps de nombres et f : X — Y une fibration de k-variétés
géométriquement intégres; le morphisme f sera toujours supposé fidélement
plat, c’est-a-dire surjectif et plat, et la fibre générique sera supposée géomé-
triquement intégre (une fibre géométrique générale est intégre). La démons-
tration du théoréeme de Hasse sur les formes quadratiques a 5 variables a
partir du cas a 4 variables améne a poser la question :
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St la base Y de cette fibration satisfait le principe de Hasse et l’approzi-
mation faible, et si les fibres f~1(P) de f au-dessus des k-points P de
Y (ce sont des k-variétés algébriques) satisfont le principe de Hasse (et
Papprozimation faible), ’espace total X satisfait-il le principe de Hasse
(et Dapprozimation faible)?

Dans la situation ci-dessus, si X posséde un k,-point pour chaque place
v de k, il en est de méme de Y par projection. Le principe de Hasse sur Y
assure alors l’existence d’un point k-rationnel P sur Y. Pour M, € X(k,)
lisse dans sa fibre, le théoréme des fonctions implicites v-adique assure que
si P est suffisamment proche de f(M,) pour la topologie v-adique, la fibre
f~Y(P) contient un point k,-rationnel lisse proche de M,. Si l’on fixe un
ensemble fini S de places de k, ’approximation faible sur Y permet de choisir
ce point k-rationnel P proche simultanément de chaque point f(M,),v € S.
On peut donc trouver P k-rationnel tel que sa fibre f~(P) contienne des
points locaux (lisses) dans les k, pour v dans S. Mais on voudrait trouver
P tel que f~!(P) contienne des points dans tous les complétés k,, de facon
4 pouvoir appliquer le principe de Hasse dans la fibre f~1(P).

Comme le montrent les contre-exemples d’Iskovskih et de Swinnerton-
Dyer (fibrations en coniques au-dessus de la droite projective), ceci n’est pas
toujours possible, et la réponse a la question générale est non. La méthode
esquissée fonctionne néanmoins dans un certain nombre de cas intéressants,
que nous allons maintenant décrire.

3.1 Le cas du “noyau” commun

Sous les hypothéses générales ci-dessus, s’il existe une k-variété géomé-
triquement irréductible Z contenue dans chaque fibre, plus précisément
si le produit Z xp, Y se plonge dans X de fagcon compatible avec la
projection sur Y, et sans que l"image de ce plongement soit entiérement
contenue dans le liew singulier de X, alors X satisfait le principe de
Hasse (et approzimation faible).

La démonstration est élémentaire, modulo I’estimation de Lang-Weil sur
le nombre de points des variétés géométriquement intégres sur un corps
fini, et le lemme de Hensel : en dehors d’un ensemble fini S de places, Z
posséde des k,-points, donc toute fibre f~1(P) aussi. L’argument ci-dessus
permet de trouver P € Y (k) tel que la fibre f~1(P) contienne des points
locaux (lisses) dans les k, pour v dans S. Mais 'existence de points dans
k, pour v ¢ S est ici automatique. Par le principe de Hasse pour f~1(P),
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on conclut a ’existence d’un k-point, et ’argument peut étre adapté pour
établir ’approximation faible, si les fibres f~!(P) la satisfont.

Par exemple, pour tout polynéme non nul P(zq,...,z,) et a, b, c non
nuls dans k, ’équation

P(:cl,...,:cn):auz-i—b'vz-i-cw2 #0

satisfait le principe de Hasse et 1’approximation faible (ceci généralise le
résultat de Hasse sur les formes quadratiques & au moins 5 variables).

3.2 Le cas d’une fibration propre, & fibres géométriques intégres,
au-dessus d’une variété propre

Sous les hypothéses générales ci-dessus, st la variété Y est projective,
si le morphisme f est projectif (i.e. “il ne manque rien ni dans la base
ni dans les fibres”) et si toutes les fibres géométriques de f (i.e. les
fY(P) pour P € Y(k)) sont intégres, alors le principe de Hasse (et
DUapprozimation faible) valent pour X.

Les premiers exemples de ce principe sont dus & Swinnerton-Dyer. La
démonstration utilise un modéle “schématique” de la situation au-dessus
d’un ouvert U du spectre Spec(A) de ’anneau A des entiers de k, ouvert
qu’on peut choisir tel que toute fibre géométrique soit intégre. Ceci permet
alors d’utiliser les estimations de Lang-Weil, quitte & diminuer un peu
louvert pour assurer que les corps finis qui sont les corps résiduels de U
sont “assez gros”.

Ezemple. — L’espace total d’une fibration en quadriques génériquement
lisse de dimension relative au moins 3 sur la droite projective satisfait
le principe de Hasse et ’approximation faible. Cet exemple est en fait
trivial, car toute quadrique de dimension au moins 3 sur un corps local
non archimédien (corps p-adique) a automatiquement un point rationnel.
Des exemples moins triviaux sont donnés ci-dessous.

On notera que les contre-exemples d’Iskovskih et Swinnerton-Dyer men-
tionnés a la section 2 ne rentrent pas dans le cadre ici décrit, une fibration
en coniques non triviale ayant automatiquement des fibres géométriques ré-
ductibles — ce qu’on vérifie en particulier sur les exemples donnés plus haut.
Ainsi la combinaison des deux hypothéses (projectivité de la base de la fibra-
tion et irréductibilité des fibres géométriques) est essentielle dans 1’énoncé
ci-dessus. Lorsque la base Y est ’espace projectif, on peut néanmoins un
peu relacher ces hypothéses.
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3.3 Le cas d’une fibration propre, a fibres géométriques intégres,
au-dessus d’un espace affine

Le cas le plus simple a énoncer est celui ou la base est la droite affine.

Avec les hypothéses genérales ci-dessus, supposons Y = A}C, SUPPoOSons
le morphisme f projectif et toutes les fibres géométriques de f (i.e. les
f~Y(P) pour P € Y(k)) intégres, et supposons enfin que le morphisme
f admet une section aprés extension convenable du corps de base. Alors
le principe de Hasse (et 'approzimation faible) valent pour X.

Outre les ingrédients précédents, la démonstration utilise I’approximation
forte sur les entiers de k (généralisation du théoréme du reste chinois) et
le théoréme de densité de Tchebotarev (qui vient de la théorie du corps de
classes et de 1’étude des fonctions L).

Cet énoncé peut étre encore affiné et généralisé. Ainsi, on peut n’imposer
le principe de Hasse pour les fibres f~1(P) que pour les points rationnels P
de A! dans un ensemble de Hilbert (on utilise ici le théoréme d’irréductibili-
té de Hilbert). On peut aussi fabriquer des énoncés analogues avec pour base
l’espace affine de dimension quelconque, en n’autorisant des fibres géomé-
triques dégénérées qu’en codimension 2 sur la base (pour une présentation
systématique de ces variantes, et 1’énoncé le plus général obtenu a ce jour,
on consultera l’article de Skorobogatov [Sk1]).

Ezemple. — L’espace total d’une fibration en quadriques génériquement
lisse de dimension relative au moins 2 sur la droite affine satisfait le principe
de Hasse et ’approximation faible, & condition que les fibres géométriques
singuliéres ne soient ni un produit de deux plans ni un plan double. Ainsi
le principe de Hasse et ’approximation faible valent pour I’équation

si les a;(t) sont des polynémes non nuls premiers entre euz deuz d deuz.

3.4 Applications

Cette méthode arithmético-géométrique a permis de fabriquer de nou-
velles classes de variétés pour lesquelles le principe de Hasse et I’approxima-
tion faible valent. On notera que pour mettre la méthode en ceuvre, il faut
disposer d’une classe de variétés pour lesquelles on connait le principe de
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Hasse (et 'approximation faible), et qui joueront le réle de fibres : ce sont
les constituants élémentaires de la méthode des fibrations.

Le premier exemple d’application subtile de la méthode des fibrations ap-
parut dans I’article [CT/S/SwD] (en collaboration avec Sansuc et Swinner-
ton-Dyer). C’est celui d’une variété X intersection de deuz quadriques (suf-
fisamment non dégénérée, mais non nécessairement non singuliére) dans
I’espace projectif P", contenant une paire de droites gauches conjuguées
sous ’action du groupe de Galois.

Lorsque n = 4, une transformation k-birationnelle (évoquée au para-
graphe 2) et le corps de classes assure que le principe de Hasse (et 1’ap-
proximation faible) valent pour une telle X. Comme la paire de droites
engendre un hyperplan P3, soit Hg, pour n > 4, on peut fibrer la variété
X par la famille (linéaire) des P* qui contienne Hy. Chaque fibre est une
intersection de deux quadriques dans P* contenant une paire de droites
gauches conjuguées : le principe de Hasse et l’approximation faible valent
donc dans les fibres. Pour appliquer la technique ci-dessus, il faut alors, et
c’est la partie la plus pénible, donner des conditions assurant que toutes (ou
presque toutes) les fibres géométriques sont integres. Ceci n’est pas toujours
vrai, et pour n = 5 il y a des contre-exemples au principe de Hasse pour
une telle intersection de quadriques (de dimension 3). Mais, pour n > 6,
les mauvais cas (existence de fibres géométriques réductibles) se rameénent
(algébriquement) & des variétés plus simples, pour lesquelles des méthodes
directes, du type de 3.1, ou du type corps de classes, donnent le principe de
Hasse.

Le méme genre de technique s’applique aux hypersurfaces cubiques pos-
sédant un triplet de points singuliers conjugués (Salberger et ’auteur
[CT/Sal]), avec la encore des exceptions (& ’approximation faible) en di-
mension 3. On fibre ici par la famille des hyperplans contenant le plan fixe
passant par les trois points singuliers conjugués. Les constituants élémen-
taires sont ici les surfaces cubiques avec trois points singuliers conjugués,

dont on sait qu’elles satisfont principe de Hasse et approximation faible
(Skolem, Coray/Tsfasman [Co/Ts]).

La technique s’applique aussi aux hypersurfaces cubiques possédant un
doublet de points singuliers conjugués (Harari [Ha]) avec la encore des ex-
ceptions a l’approximation faible, en dimension inférieure ou égale a 4. Une
telle hypersurface contient une droite k-rationnelle, si bien que seul le pro-
bléme de I’approximation faible se pose. Les constituants élémentaires sont
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ici les surfaces cubiques avec deux points singuliers conjugués, essentielle-
ment équivalentes a des surfaces de Chatelet. Comme indiqué a la section 2,
le principe de Hasse et ’approximation faible ne valent pas toujours pour de
telles surfaces. Mais dans de nombreux cas, on peut trouver une bonne fi-
bration au-dessus de ’espace affine, telle que, sur un ensemble de Hilbert de
D’espace affine, les fibres soient des surfaces de Chételet satisfaisant principe
de Hasse et approximation faible (voir section 5, théoréme 10 ci-dessous).
Le recours au théoréme d’irréductibilité de Hilbert permet alors d’appliquer
la méthode des fibrations.

4. La méthode de la descente

Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, et X une k-variété. Un
espace princtpal homogéne, ou torseur, sur X sous le k-groupe algébrique G
est une k-variété W équipée d’un k-morphisme plat et surjectif p: W — X
et d’une action, disons & gauche, de G sur W (action définie sur k), qui est
“fidele et transitive” sur les fibres de p, au sens schématique. On a donc une
application G x W — W, (g,z) — ¢ - z, satisfaisant :

o g-(h-z)=(gh) z;

e ¢ -z = z (e élément neutre de G);

* p(g - ) = p(z);

e p(z) = p(y) implique ’existence d’un g € G, g unique, tel que z = g-y.

Le groupe G est dit groupe structural du torseur. Les relations sont a
prendre au sens schématique, disons au moins pour les points a coordonnées
dans k des variétés considérées. En particulier, W (k) peut trés bien étre
vide. Les espaces principaux homogénes en topologie usuelle sont localement
triviaux; il n’en est pas de méme en géométrie algébrique. C’est la I'un des
points de départ de la topologie étale et de la cohomologie étale.

Ezemple de tel torseur.— Soient k un corps, a € k*, puis X une k-variété
algébrique et f une fonction inversible sur X. Soient y, z des variables. Alors
la sous-variété W de X x; A? d’équation

f(z) = v — az?

est un torseur sous le k-groupe algébrique G, de dimension 1, d’équation :
2 2

u’ —av’ =1,
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P’action étant donnée par la formule

((’U,, ’U), (13, Y, Z)) — (ZC, W, 21)

avec Y1, 21 données par l’identité formelle

(91 + Vaz1) = (v + Vav)(y + Vaz).

Ce que la théorie moderne des courbes elliptiques a montré, c’est que les
vari¢tés de descente dans cette théorie (les f, : C4 — C rencontrés plus
haut) sont des torseurs sous des k-groupes algébriques G finis commutatifs
(dans I'exemple classique E' donné au paragraphe précédent, le groupe G
est le produit du groupe uy des racines carrées de 1 par lui-méme).

Selon la théorie des distributions de Weil, ou de fagon plus moderne
suivant la théorie des schémas et les théorémes de finitude classiques sur
les anneaux d’entiers de corps de nombres, c’est le fait algébrique que ces
torseurs sont définis au-dessus de toute la courbe projective et lisse de base,
en particulier qu’il n’y ait pas de ramification & l'infini (comme ce serait
le cas pour le revétement z = y? de la droite affine de coordonnée z) qui
assure, sur un corps de nombres, ’existence d’un nombre fini de torseurs
fo : Coq — C, “formes tordues 'un de ’autre”, tels que C(k) soit la réunion

des fo(Cq(k)).

Pour les courbes elliptiques, ou pour les courbes C de genre 1, les
k-groupes commutatifs finis G possibles comme groupes structuraux de
tels torseurs sont a chercher parmi ceux dont le groupe des caractéres
Homjg (G, G) (groupe des homomorphismes de k-groupes algébriques) est
un sous-module galoisien fini du groupe Pic(C).

Pour une k-variété rationnelle projective et lisse X, il est vain de chercher
un analogue parmi les sous-modules finis de Pic(X) : ce groupe est Libre de
type fini (sur Z). Par contre, et ce fut 1a notre interprétation du travail de
Chatelet ([CT/S1], [CT/S3], [CT/S6]), on peut faire appel pour les groupes
G aux k-tores algébriques (k-groupes algébriques qui sur k deviennent
isomorphes & un produit de groupes multiplicatifs G,). On dispose d’une
(anti-)dualité :

k-tores —— modules galoisiens libres de type fini
T — T.
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Restait a discuter quels tores considérer pour généraliser le résultat de
Chatelet. En fait la bonne question est : quel type de torseurs? En effet
regarder le produit X xj T au-dessus de X ne risque guére d’apporter des
renseignements. Si W — X est un espace principal homogeéne sous le k-
tore T, tout caractére x de T' dans G, défini sur k, associe & W — X,
par changement de groupe structural, un torseur sur X sous G, qui a une
classe dans Pic(X). Ainsi ’espace principal homogéne W — X sous T définit
un élément du groupe Homgy(T,Pic(X)) (groupe des homomorphismes
galoisiens, i.e. respectant ’action du groupe de Galois absolu ¢ = Gal(k/k)).
Cet élément est appelé le type du torseur W. Un produit X x; T a un type
nul.

On ne peut ici, a la différence du cas des courbes elliptiques, espérer
retrouver la variété de départ parmi les variétés W,, dont la dimension est
plus grande que celle de X. Mais dans le cas de Chatelet, les k-variétés W,
avec un k-point avaient la propriété surprenante d’étre k-rationnelles : ce
qui permettait d’obtenir le nombre fini de paramétrisations pour les points
rationnels sur un corps de nombres.

Sur un corps de nombres, étant donné un k-tore T et un espace principal
homogéne W sous T sur la k-variété projective X, on montre qu’il existe
un nombre fini d’espaces principaux homogenes W, sur X sous T de méme
type que W, tels que X (k) soit la réunion des projections des Wy (k).

Ce que Sansuc et moi découvrimes en 1976/77 [CT/S1], c’est que les
torseurs qui, pour une k-variété rationnelle (projective et lisse) quelconque,
doivent jouer le rdle des variétés de descente W, de Chatelet, ce sont les es-
paces principaux homogénes sur X les plus tordus possibles, a savoir ceux de
groupe structural le k-tore Ty, de groupe de caractére Pic(X ) lui-méme et de
type élément identité dans Homg (To,Pic(Y)) = Homg (Pic(X), Pic(X))
(ou, & I'occasion, des torseurs d’un type proche). Sansuc et moi les bapti-
sames torseurs universels (les autres se déduisant essentiellement de ceux-la
par changement de groupe structural). Nous montrames ([CT/S1], [CT/S3],
[CT/S6]) :

THEOREME 9.— Soit X une k-vari€té projective et lisse, rationnelle, et
soit W un torseur universel sur X. Soit W€ une k-compactification lisse de

W. La variété W° est rationnelle, et le module galoisien Pic(W°) est un
g-module de permutation. Le quotient Br(W€)/Br(k) est trivial.

Ainsi, sur les (compactifiés lisses) des torseurs universels, ’obstruction
a la k-rationalité liée au module galoisien fourni par le groupe de Picard
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s’évanouit, ce qui explique en partie, mais en partie seulement, la k-
rationalité des W, de Chatelet. Par ailleurs I'invariant Br(X)/Br(k) qui
entre dans la définition de l’obstruction de Manin au principe de Hasse
s’évanouit sur les W€, ce qui est une nette amélioration par rapport au cas
des courbes ellliptiques.

Ce théoréme montre aussi qu’a condition de prendre les bons torseurs,
la descente sur les variétés rationnelles, a la différence du cas des courbes
elliptiques, peut étre menée “en un coup” : il ne sert a rien d’itérer ’opé-
ration sur les compactifiés lisses des torseurs universels, on n’obtiendrait
essentiellement que des produits (car les torseurs de groupe structural un
k-tore de groupe de caractéres un module de permutation sont k-birationnels
au produit de la variété de base par un espace projectif).

Ce théoreme, ’exemple de Chatelet et celui des tores (section 5) nous
amenérent a poser les questions :

a) Si un torseur universel sur une k-variété rationnelle propre et lisse X
possede un point k-rationnel, est-ce une variété k-rationnelle, ou du
moins stablement k-rationnelle?

b) Sur un corps de nombres, les torseurs universels satisfont-ils le principe
de Hasse (et ’approximation faible)?

Une réponse affirmative a la question a) implique que si I'invariant galoi-
sien Pic(X) est stablement de permutation, et X (k) non vide, alors X
est stablement k-rationnelle (il en est par exemple ainsi, d’aprés Voskre-
senskii, si X est une k-compactification lisse d’un k-tore). Cependant, pour
dim(X) > 3, la question a) n’a pas toujours une réponse affirmative. Elle

reste ouverte lorsque X est une surface rationnelle.

La question b) mérite d’étre érigée au rang de conjecture. Elle aurait
pour conséquence :

c) (Conjecture) L’obstruction de Brauer-Manin ([Ma2]) au principe de
Hasse pour les variétés rationnelles est la seule.

d) (Conjecture) L’obstruction de Brauer-Manin ([CT/S1], [CT/S6]) a
Papproximation faible pour les variétés rationnelles est la seule.

En effet, en utilisant la théorie du corps de classes a la Tate-Nakayama, on
montre que si X a des points dans tous les complétés k,, de k, et s’il n’y a pas
d’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour X, alors il existe
un torseur universel sur X qui posséde des points dans tous les complétés k,
(1 y a un énoncé analogue pour ’approximation faible). Un point important
dans notre argument est I’utilisation de I’exactitude au centre de la suite (2),
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suite exacte de Hasse pour le groupe de Brauer (par opposition au fait qu’on
a un complexe, seule chose utilisée par Manin pour son obstruction). Le fait
que ’obstruction de Manin soit vide permet d’obtenir un élément (o) de
la somme directe des Br(k,) tel que >, (invy(ay)) = 0. La suite exacte (2)
assure alors P’existence d’un élément global o € Br(k) valant o, localement.
Ce sont de tels éléments globaux qui permettent la construction d’un objet
géométrique défini sur k, le torseur universel, ayant partout localement des
points rationnels.

Les torseurs universels sont définis par une propriété assez abstraite.
Pour essayer de répondre aux questions ci-dessus, au moins pour les va-
riétés X dans certaines classes, il faut, dans 1'état actuel de la théorie,
savoir, a partir d’équations explicites de X, déterminer des équations ez-
plicites de ces torseurs, auxquelles on peut ensuite appliquer la méthode
des fibrations. Notre théorie, qui repose sur des calculs de cohomolo-
gie étale, fournit de telles équations ([CT/S6]). Localement sur X pour
la topologie de Zariski, on représente les torseurs universels comme des
produits fibrtés U xp P, oi R et P sont des k-tores, U — R un
k-morphisme et P — R un k-homomorphisme surjectif de k-tores, de noyau
Tp. Ceci dit, nous n’avions la encore qu’un programme.

5. Applications concrétes

5.1 (Compactifications lisses) de tores

Une (k-compactification lisse X) d’un k-tore T' est une k-variété ration-
nelle non nécessairement k-rationnelle. Sansuc et moi-méme ([CT/S2])
étendimes les résultats de Voskresenskii ([V]), en établissant que l'invariant
Pic(X) caractérise, a équivalence k-birationnelle stable prés, les k-tores. De
plus, les équations explicites des torseurs universels sur X révelent que ceux-
ci sont tous des k-variétés k-rationnelles : parmi les descriptions U xg P
mentionnées plus haut, on trouve toujours 7' xqo P ~ P, ou T — T est
une translation par un k-point de 7T, et ou P est le k-tore dual d’un
module de permutation, et donc est une variété k-rationnelle. Ainsi tout
torseur universel contient-il un ouvert k-isomorphe a P, et en particulier est
k-rationnel.

La théorie générale décrite plus haut donne alors pour les tores de
dimension quelconque l’exact analogue des résultats de Chatelet ([CT/S1],
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[CT/S2]). Sur un corps quelconque, les k-points dans une R-classe peuvent
étre paramétrés (de fagon multivoque) par les k-points d’une seule k-variété
k-rationnelle. Sur un corps de nombres, les quotients T'(k)/R et X (k)/R sont
finis, et un nombre fini de paramétrisations donne tous les points rationnels.
I n’y a pas dans ce cas de probléme de principe de Hasse pour les torseurs
universels, qui possédent tous un point k-rationnel. On a des bijections
T(k)/R ~ X(k)/R ~ H'(g,Tp), out Ty est le k-tore dual de Pic(X). (On
peut en fait faire I’économie de la théorie générale des torseurs universels
pour arriver a ces résultats; c’est ce qui fut fait dans [CT/S2], mais c’est la
théorie des torseurs universels qui nous avait menés au résultat.)

5.2 Surfaces de Chatelet

Par surface de Chatelet (généralisée), on entend une compactification
lisse convenable X d’une k-surface d’¢quation affine

y2 — az? = P(z)

avec P(z) polynéme séparable de degré 3 ou 4 et a non carré dans le corps de
base k, surfaces parmi lesquelles on trouve les surfaces de Chatelet initiales,
mais aussi le contre-exemple d’Iskovskih au principe de Hasse, et un contre-
exemple de Swinnerton-Dyer & ’approximation faible. Les premiers résultats
en direction de la conjecture c) pour ces surfaces furent obtenus avec Coray
et Sansuc [CT/C/S], par une technique spécifique (voir le paragraphe sur
les intersections de deux quadriques ci-dessous). Les résultats généraux, que
je vais décrire maintenant, furent obtenus avec Sansuc et Swinnerton-Dyer

([CT/S/SwD)).

Les équations concrétes des torseurs universels montrent que ceux-ci
sont k-birationnels au produit d’une conique par une variété Z intersection
compléte de deux quadriques dans P7, contenant deuz droites gauches
conjuguées. Un argument géométrique montre alors que la question a)
(k-rationalité) sur les torseurs universels a ici une réponse affirmative. Le
résultat obtenu par la méthode de fibration (§ 3.4) montre par ailleurs que
b) a aussi une réponse affirmative (I'approximation faible suit déja de a)).

Comme précédemment, on en déduit, sur un corps de nombres, ’existence
d’un nombre fini de paramétrisations des points k-rationnels sur les surfaces
de Chatelet généralisées. Mais la théorie de la descente et la validité de b)
impliquent aussi que les obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse
et a ’approximation faible sur une telle surface sont les seules (conjectures
c) et d)). Dans I'exemple d’Iskovskih, ou le polynéme P(z) est produit
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de deux facteurs irréductibles de degré 2, le groupe de Brauer est non
trivial, et ’obstruction de Brauer-Manin expliquait ce contre-exemple (le
résultat ci-dessus dit que c’est général). Un calcul algébrique montre que si
le polynéme P(z) est irréductible, alors le groupe de Brauer de X est trivial
(Br(X)/Br(k) = 0). On en déduit ([CT/S/SwD]) le théoréme suivant.

THEOREME 10.— Soit k un corps de nombres, a dans k non carré, et
P(z) un polynéme irréductible de degré 4. Alors le principe de Hasse et
Uapprozimation faible valent pour ’équation y? —az? = P(z). Pour P irré-
ductible de degré 3, on a toujours des points rationnels, et l'approzimation
faible vaut.

Un cas trés particulier est fourni par les équations y? + 22 = a — z* sur

Q. Le théoréme montre qu’un rationnel a peut s’écrire b2 + c? + d* avec
b, ¢, d dans Q si et seulement si il est positif et s’il peut s’écrire ainsi dans
le complété 2-adique Q3. En termes de congruences, cela se dit ainsi. Soit n
un entier positif. Ecrivons-le n = 24" +m avec m impair, r et i entiers > 0,
et 0 < i < 3. Les seuls cas ol n ne peut s’crire sous la forme b2 + ¢% + d*
avec b, ¢, d dans Q sont les suivants :

i) i=0et m=7(mod 8);
i) i=2et m=3(mod 4).
On comparera ce résultat avec celui de Gauss sur les sommes de trois car-

rés (on a ici exclu le nouveau cas i = 2, m = 3 (mod 8).) La représentation
en entiers n’est pas automatique et semble un probléme tres difficile.

A titre de comparaison, on notera que la caractérisation des rationnels de
la forme b2 +c* avec b, ¢ rationnels est un probléme trés ardu sur les courbes
de genre 1, et qu’a l'inverse il est facile de montrer que tout rationnel (resp.
entier) positif peut s%crire b2 + 2 + d? + e* avec b, c, d, e rationnels (resp.
entiers).

5.3 Surfaces fibrées en coniques de degré 4

Les surfaces de Chatelet généralisées sont des surfaces fibrées en coniques
de degré 4 d’un type particulier (la fibration posséde une section sur
une extension quadratique du corps de base). Les énoncés a) et b) ont
maintenant été établis pour toutes les surfaces fibrées en coniques de degré 4.
Ceci est ’aboutissement de travaux de Salberger, Sansuc, Skorobogatov, et
moi-méme.

Les équations des torseurs universels sur les surfaces fibrées en coniques de
degré quelconque ont été dégagées par Sansuc et moi ([CT/S6], des résultats
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proches, mais dans le langage de la théorie des ordres, ayant été obtenus
antérieurement par Salberger [Sal3].

Pour les surfaces fibrées en coniques de degré 4, ’énoncé a) est établi
dans [CT/Sk1]. Pour I’énoncé b) on dispose de deux approches, ’'une par
la K-théorie algébrique et la méthode de la descente est due a Salberger
([Sal3], [Sal4], [Sal5], [Sal7]), l’autre combine la méthode des fibrations et la
méthode de la descente ([CTS5]).

5.4 Surfaces fibrées en coniques de degré 3

Ces surfaces, qui ont 5 fibres géométriques dégénérées, ne sont autres
que les surfaces cubiques lisses dans P2 contenant une droite k-rationnelle.
Elles ont donc un point k-rationnel, et la seule question qui se pose concerne
Papproximation faible : c’est la conjecture d). Cette conjecture vient, dans
ce cas, d’étre établie par Salberger et Skorobogatov [Sal/Sk], par une
combinaison de la méthode de la descente et des résultats de Salberger
([Sal5]) utilisant la K-théorie algébrique. A I’heure actuelle, la méthode de
la descente a elle seule ne suffit pas a établir ce résultat.

5.5 Intersections de deux quadriques dans P*

Soit X C P* une telle intersection, supposée pure (de dimension deux),
géométriquement integre et non conique (i.e. “toutes les variables sont 1a”).

Si 'on sait déja qu’elle posséde un k-point, alors la conjecture d)
vaut : ceci est une reformulation du résultat de Salberger et Skorobogatov
[Sal/Sk] ci-dessus, 1’éclatement d’un point k-rationnel convenable n’étant
autre qu’une surface cubique avec une droite rationnelle.

Si X est singuliére, les conjectures c) et d) valent : ceci est une
reformulation de résultats classiques, exposés et complétés par Coray et
Tsfasman dans [Co/Ts], et des résultats de [CT/S/SwD] sur les surfaces de
Chatelet.

Si X contient une conique définie sur k, alors les conjectures c) et d)
valent : comme ’a noté Salberger, c’est une conséquence facile du résultat
général sur les surfaces fibrées en coniques de degré 4. Des exemples concrets
de telles surfaces sont donnés dans P* par un sytéme d’équations

f(zo,...,z4) =0

T1T9 + z3x4 = 0,
olt f est une forme quadratique.
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Pour une intersection lisse de deux quadriques dans P* générale (i.e.
sans structure de fibration en coniques), la conjecture ¢) (sur le principe de
Hasse) est la grande question ouverte dans ce domaine.

5.6 Intersections de deux quadriques en dimension supérieure

Une fois équipé d’une nouvelle classe de variétés satisfaisant le principe
de Hasse, on peut la mettre dans la machine des fibrations discutée au
paragraphe précédent. On arrive ainsi a établir le principe de Hasse pour de
nombreuses intersections de deux quadriques X C P" satisfaisant certaines
restrictions géométriques (deux points singuliers conjugués; deux droites
gauches conjuguées).

Pour X C P",n > 8, on obtient le meilleur résultat possible : pourvu que
le systéme soit non dégénéré en un sens trés faible, et sans restriction geo-
métriqgue du type évoqué ci-dessus, le principe de Hasse vaut [CT/S/SwD].
A vrai dire, dans ce cas (n > 8), 'existence de solutions p-adiques est auto-
matique (Demjanov 1956; Birch/Lewis/Murphy 1962) si bien qu’au moins
lorsque X est lisse la seule condition locale est aux places réelles de k. Le
cas n > 12 avait été établi par Mordell en 1958, et le cas n > 10 par
Swinnerton-Dyer en 1964.

On arrive en effet dans ce cas, par la méthode des fibrations, a se ramener
a des surfaces de Chatelet (suggestion de Heath-Brown).

La méme méthode permet d’établir le principe de Hasse pour les intersec-
tions de deux quadriques dans P7, définies par un systéme de deux formes
quadratiques telles qu’une forme dans le pinceau qu’elles engendrent (sur le
corps de base k) soit de rang 7, par exemple pour un sytéme de deux formes
quadratiques simultanément diagonales (Debbache [Deb]).

Comme ’a remarqué récemment Salberger, on peut plus généralement
utiliser les intersections de deux quadriques dans P* contenant une conique
comme constituant élémentaire dans la méthode des fibrations. Salberger
en déduit ainsi le principe de Hasse pour les intersections lisses de deux
quadriques X C P", n > 5 contenant une conique définie sur k (et pour
les intersections suffisamment non dégénérées de deux quadriques dans P™,
n > 6, contenant une conique définie sur k).

On pense, en particulier parce que ’obstruction de Brauer s’évanouit
(pour des raisons purement algébriques, le groupe de Brauer est ici trivial),
que le principe de Hasse devrait valoir pour n = 6, 7 et méme, lorsque X
est lisse, pour n = 5, mais cela semble pour 'instant hors de portée.
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Notons que de la conjecture ¢) pour les intersections lisses de deux
quadriques dans P* on sait déduire, par la méthode des fibrations, le
principe de Hasse pour les intersections lisses de deux quadriques dans P™,
n > 5.

Signalons ici une technique spécifique aux intersections de deux qua-
driques. Considérons une telle variété, définie par

f(zoy..o,zn) =0, g(zg,...,2n) =0,

ot f(zo,...,%n) et g(zo,...,2,) sont deux formes quadratiques & coef-
ficients dans le corps k. Alors cette variété a un point k-rationnel si et
seulement si la forme quadratique

f(zo,...,zn) +tg(zo, ..., n)

a coefficients dans le corps de fractions rationnelles k(¢) a un zéro non trivial
dans le corps k() (théoréme d’A. Brumer et M. Amer). On peut donc essayer
d’étudier ’arithmétique des intersections de deux quadriques a partir de
celle des formes quadratiques sur un corps k(t), k corps de nombres. Quand
Pintersection de deux quadriques posséde quelques propriétés géométriques
particulieres, on peut appliquer a la forme quadratique f(zo, e erzn) +
tg(zo, ..., Zn) des techniques de formes de Pfister. Cette idée fut développée
avec Coray et Sansuc dans [CT/C/S], ce qui donna les premiers résultats
sur le principe de Hasse pour les intersections de deux quadriques, puis, via
la descente, les premiers résultats positifs sur la conjecture c) pour certaines
surfaces de Chatelet. La technique fut reprise dans [CT/S/SwD, chap. 14].
Salberger ([Sal6]) montra que la technique s’applique dans un cadre plus
général que celui que nous avions envisagé initialement, ce qui lui permet,
via la descente, de donner une démonstration plus simple des conjectures
c) et d) pour toutes les surfaces de Chatelet.

Je n’ai pas parlé ici de I’approximation faible. La raison en est qu’elle
vaut presque toujours, et que ceci est facile 4 établir par la méthode des
fibrations ([CT/S/SwD]). Plus précisément, si X C P™ est une intersection
de deux quadriques, pure, géométriquement intégre et non conique, et si
X posséde un point k-rationnel non singulier, alors ’approximation faible
vaut si n > 6, et elle vaut si X est lisse et n = 5. Dansle cas n = 5,il y
a des contre-exemples & l'approximation faible, mais Skorobogatov et moi
[CT/Sk2] avons établi que la conjecture d) vaut dans ce cas, par réduction
au cas des fibrations en quadriques de dimension relative 2 sur la droite
projective (Skorobogatov [Sk2], voir ci-dessous). Le cas n = 4 a été discuté
au paragraphe précédent.
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Skorobogatov [Sk1] a également utilisé une méthode de fibrations, couplée
avec les résultats sur le principe de Hasse et l’approximation faible pour
les intersections de deux quadriques (qui jouent ici le r6le de constituant
élémentaire) pour donner des cas de validité de I’'approximation faible pour
les intersections de trois quadriques possédant un point rationnel lisse. Ainsi,
si une telle intersection X de trois quadriques dans P™ est (pure) lisse et
n > 11, ’approximation faible vaut; on notera qu’on a besoin aussi bien du
principe de Hasse que de ’approximation faible dans les fibres (constituants
élémentaires) pour obtenir ’approximation faible sur X.

5.7 Surfaces cubiques diagonales

D. Kanevsky, Sansuc et moi [CT/K/S] étudidmes ’obstruction de Brauer-
Manin au principe de Hasse pour les surfaces cubiques diagonales données
par une équation homogéne (a, b, ¢, d entiers non nuls qu’on peut supposer
sans facteur cubique) :

azd +byd +ez+dtd =0.

Deux contre-exemples au principe de Hasse pour ces surfaces étaient con-
nus (Cassels-Guy 1966, Bremner 1978). Des expériences numeériques sur gros
ordinateur réalisées par M. Vallino, la cohomologie des groupes finis bicy-
cliques et un théoréme de dualité de Tate-Lichtenbaum pour les courbes
elliptiques sur un corps local (entre autres outils) nous permirent de donner
un algorithme systématique pour calculer ’obstruction de Brauer-Manin au
principe de Hasse pour une telle surface. Les contre-exemples de Cassels-Guy
et Bremner tombaient ainsi dans le moule de Manin. Mieux, pour toutes les
surfaces avec a, b, ¢, d entiers de valeur absolue < 100, soit il n’y avait pas de
point dans un complété, soit ’obstruction de Manin montrait 'inexistence
d’un point rationnel, soit I’ordinateur trouva une solution rationnelle. Ceci
nous conforta fortement dans la conjecture qu’au moins pour les surfaces
cubiques diagonales, I’obstruction de Brauer-Manin est la seule.

Kanevsky [K] nota que s’il en est bien ainsi, alors une méthode de
fibrations montre que le principe de Hasse vaut pour les hypersurfaces
cubiques diagonales

az3+by3+c23+dt3+ew3:0,

ce qui est une conjecture bien connue (qu’on peut formuler, plus générale-
ment, pour toutes les hypersurfaces cubiques non singuliéres). L’exposé de
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Kanevsky contient aussi d’autres applications intéressantes de ’hypothese
que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour les surfaces cubiques.
Ainsi, il déduit de cette hypothése que toute surface cubique sur Q devrait
avoir un point rationnel dans une extension abélienne de Q.

L’article [CT/K/S] contient des équations trés explicites de variétés de
descente (substituts des torseurs universels) associées aux surfaces cubiques
diagonales, mais & ce jour nous n’avons pas réussi a appliquer a ces variétés
une méthode de fibrations qui nous rameénerait en terrain connu.

5.8 Hypersurfaces cubiques avec un ensemble de points singuliers
conjugués

J’al mentionné plus haut l’application de la méthode des fibrations
aux hypersurfaces cubiques contenant trois points singuliers conjugués.
La méthode échoue en basse dimension dans certains cas, & cause de la
présence de fibres géométriques non intégres. Ces fibres ont tendance a faire
grandir le groupe Pic(X), ce qui laisse une chance de faire des descentes non
triviales. De fait, dans le probléme considéré, les variétés de descente peuvent
toujours se ramener a des hypersurfaces cubiques avec 3 points singuliers
conjugués pour lesquelles la méthode des fibrations avait déja établi la
validité du principe de Hasse et de I’approximation faible! Salberger et moi
[CT/Sal] établimes ainsi, en fin de compte, le principe de Hasse pour toute
telle hypersurface cubique (dimension > 2, le cas de la dimension 2 étant
classique (Skolem 1955, Segre 1956, Coray/Tsfasman [Co/Ts]). Supposant
de plus les hypersurfaces absolument irréductibles et non coniques, nous
montrames que l’approximation faible vaut en dimension différente de 3, et
qu’en dimension 3 I’obstruction de Brauer-Manin a P’approximation faible
est la seule obstruction.

D. Harari ([Ha]) travaille en ce moment sur les hypersurfaces cubiques
géométriquement intégres possédant deuz points singuliers conjugués. Une
réduction algébrique rameéne de telles hypersurfaces a des variétés fibrées en
coniques au-dessus de l’espace affine définies par une équation affine :

Yy —az? = P(z1,...,z,)

avec P(zy1,...,2,) de degré total 4. Sous ’hypothése que ’équation ci-
dessus ne se raméne pas 4 une équation 3 moins de variables, il a établi que
principe de Hasse et approximation faible valent si n > 4. Pour n < 3, il y
a des contre-exemples. Pour n = 3, les obstructions de Brauer-Manin sont
les seules obstructions. Le cas n = 2 présente encore quelques difficultés.
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5.9 Fibrations en quadriques de dimension relative 2 au-dessus de
la droite projective

Skorobogatov ([Sk2]) a appliqué la méthode de la descente aux fibrations
en quadriques de dimension relative 2 sur la droite projective, et il a
établi que l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule
lorsqu’il y a au plus deux fibres géométriques dégénérées. Il vient aussi
d’analyser ([Sk3]) certains points de géométrie algébrique sous-jacents a
des transformations k-birationnelles étonnantes (“lemme d’Abhyankar”,
voir aussi [CT/S6]) qui permettent de simplifier les équations des torseurs
universels pour de telles fibrations, et pour d’autres (fibrations “toriques™).

5.10 Espaces homogénes de groupes algébriques linéaires connexes

S’appuyant sur la riche structure de ces espaces, et sur les résultats de
Kneser et Harder dans le cas semi-simple simplement connexe, Sansuc ([S1])
étudia le cas des espaces principaux homogénes de groupes algébriques
linéaires connexes non nécessairement simplement connexes, et établit en
toute généralité que ’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse
pour ces variétés est la seule. Des résultats ont été obtenus sur les espaces
homogénes non principauz de groupes algébriques semi-simples simplement
connexes. Le cas des espaces homogénes qui sont des variétés projectives,
généralisation du cas des variétés de Severi-Brauer, fut observé par Harder
en 1968. Le cas des espaces symétriques a été établi par Rapinchuk. Borovoi
([Bol], [Bo2], [Bo3]) fait en ce moment une étude systématique du principe
de Hasse et de I’approximation faible pour tous les espaces homogénes. Ses
résultats recouvrent déja ceux de Harder et de Rapinchuk. Il reste cependant
du travail & faire dans cette direction pour décider si les conjectures c) et
d) valent en toute généralité.

Signalons ici une approche intéressante de I’approximation faible sur les
groupes algébriques linéaires, via la méthode des fibrations (Kunyavskii et
Skorobogatov, appendice & [Sk1]).

5.11 Un résultat conditionnel
Pour une k-compactification lisse X de la variété affine d’équation
y? —az? = P(z)

avec P(z) irréductible de degré quelconque, on peut encore montrer que le
groupe de Brauer est trivial, si bien que sur un corps de nombres, il n’y a
pas d’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse.
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En 1978, Sansuc et moi remarquimes que la validité de la conjecture
de Schinzel (si P;,:=1,...,r, sont des polynémes a coefficients entiers et
coefficients dominants positifs, irréductibles, et si aucun premier ne divise
tous les entiers [[_; Pi(n), n € Z, alors il existe une infinité de valeurs
de n € Z avec P;(n) premier pour chaque ¢ = 1,...,7 — généralisation
hardie du théoréme de Dirichlet sur laquelle travaillent en particulier les
spécialistes du crible) implique, sur Q, la validité du principe de Hasse
(et de 'approximation faible) pour ’quation ci-dessus. La remarque est
simple : il suffit de copier I'utilisation par Hasse du théoréme de Dirichlet
dans la démonstration du principe local-global pour les formes quadratiques
a 4 variables. Toujours sur Q, lorsque P(z) est réductible, et avec quelques
réserves sur le type de décomposition de P(z) en produit d’irréductibles,
nous montrames que, sous ’hypothése de Schinzel, les obstructions de
Brauer-Manin au principe de Hasse et 4 ’approximation faible sont les seules
obstructions.

Tout récemment (janvier 1992), Serre a étendu ce résultat conditionnel
a toutes les surfaces fibrées en coniques sur la droite projective, autorisant
méme le corps de base a étre un corps de nombres quelconque. Le résultat de
Serre concerne plus généralement des variétés fibrées au-dessus de la droite
projective, et dont la fibre générique est une variété de Severi-Brauer (ou
méme un produit de telles variétés). Swinnerton-Dyer [SwD] a aussi des
résultats dans cette direction.

5.12 Position par rapport a la méthode du cercle

Il existe une méthode trés générale pour établir ’existence de points
rationnels sur une intersection compléte d’hypersurfaces dans P™ :

Fi(zo,e..h2n) =0, i=1,...,m.

C’est la méthode du cercle de Hardy-Littlewood, considérablement dévelop-
pée par Davenport [Dal, Birch [Bi] et d’autres (voir [Sch]). Traditionnelle-
ment, cette méthode, plus précisément les difficultés analytiques & majorer
la contribution des arcs mineurs, requiérent que le nombre de variables n
soit élevé par rapport au (multi-)degré 37", deg(F;) des équations défi-
nissant l'intersection compléte, et aussi & la dimension du lieu singulier de
cette intersection compléte ([Bi], voir aussi [Sch]). La méthode du cercle,
quand elle fonctionne, donne formellement des énoncés du type principe de
Hasse ([Bi]). Cependant, le nombre de variables requis est presque toujours
si grand que ’existence de solutions locales aux places non archimédiennes
est automatique (comme c’est le cas pour les quadriques de dimension au
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moins trois), si bien que la seule vraie condition est ’existence de solutions
réelles, lorsque le degré de certaines des hypersurfaces est pair.

Ainsi, la plupart des résultats sur le principe de Hasse obtenus par nos
méthodes (descente et fibrations s’appuyant sur des constituants élémen-
taires fournis par la théorie du corps de classes) ne peuvent a I’heure ac-
tuelle étre obtenus par la méthode du cercle : le nombre de variables est
“trop petit” pour que l'on puisse appliquer cette méthode (par ailleurs les
difficultés techniques inhérentes a la méthode du cercle aménent la plupart
des spécialistes a se limiter au cas ou le corps de base est le corps @ des
rationnels).

On peut par contre objecter que notre méthode est limitée a des équations
d’un type fort particulier (bas degré), faute de disposer de beaucoup de
constituants élémentaires, alors que la méthode du cercle s’applique a des
intersections complétes de multidegré quelconque — pourvu qu’on exige un
grand nombre de variables.

Par ailleurs, la méthode du cercle est essentiellement une méthode pour
compter le nombre de solutions d’un systéme d’équations dans une boite de
taille donnée. Quand la méthode fonctionne bien, elle donne des estimations
pour le nombre de ces solutions de hauteur au plus N, pour N tendant vers
l’infini, et elle peut dans certains cas donner des estimations pour la taille
d’une plus petite solution — ce que nos méthodes, purement qualitatives,
ne donnent pas.

En bas degré, la méthode du cercle a récemment connu des progres
considérables (au prix parfois d’une perte sur linformation quantitative).
Ainsi on sait maintenant :

o Toute hypersurface cubique lisse dans P’é, n > 9 a un point rationnel
(Heath-Brown [HB)).

o Le principe de Hasse vaut pour les hypersurfaces cubiques lisses dans
P%, (Hooley [Hool]) et méme pour certaines hypersurfaces cubiques
P% possédant des singularités isolées (Hooley [Hoo2]). (Notons que le
résultat de [Hool] implique aisément, par la méthode des fibrations, que
le résultat de Heath-Brown vaut encore pour les hypersurfaces cubiques
dans P, n > 9 avec des singularités isolées).

o Toute hypersurface cubique diagonale dans P'g, n > 6 a un point
rationnel (R. C. Baker [Bak], qui utilise une méthode de Vaughan).

Selon Heath-Brown, la technique de [HB| peut permettre d’établir le
principe de Hasse pour les intersections complétes lisses de deux quadriques
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dans P, pour n > 9 — alors que notre méthode vaut pour essentiellement
toute intersection de deux quadriques sur un corps de nombres, avec n > 8
(rappelons que pour n > 8 les seules conditions locales sont aux places
réelles). De méme, la méthode du cercle a permis & Cook [Coo] d’établir
le principe de Hasse pour une intersection lisse de deux quadriques dans

¢ définie par deux formes quadratiques simultanément diagonales, pour
n > 8, alors que notre méthode donne ce résultat sur un corps de nombres
quelconque pour n > 7 ([Deb]).

Les résultats de Hooley sur les hypersurfaces cubiques lisses mentionnés
plus haut sont les premiers exemples d’un vrai principe de Hasse établi par
la méthode du cercle (I’existence de solutions locales aux places non archi-
médiennes n’est pas automatique avec 9 variables). On peut se demander si,
avec les mémes restrictions (lissité, corps de base Q), la méthode du cercle
ne pourrait pas maintenant permettre d’attraper les cas des intersections
lisses de deux quadriques dans P%.

Il existe un cas classique, di a Davenport, Birch et Lewis [B/D/L], ou
la méthode du cercle établit le principe de Hasse pour une équation avec
“pen” de variables. Il s’agit d’équations du type

a'NK/Q (Zw,’wi) +b'NK/Q (Zwiyi) +ct" =0

=1 =1

avec a, b, ¢ non nuls dans Q, le corps K extension de degré n de Q, et w;,
¢ = 1,...,n une base de K sur Q, les variables étant z; (i = 1,...,n),
yi (i=1,...,n), t (en fait on pourrait autoriser la deuxiéme norme a étre

celle d’une autre extension de Q de degré n).

Comme I’a observé Salberger (non publié), au moins sur Q, nous aurions
Pu avoir recours a ce résultat (pour n = 3) pour établir le principe de Hasse
sur certaines des variétés de descente (succédanés de torseurs universels)
apparaissant dans [CT/Sal] (au lieu d’appliquer la méthode des fibrations).

On aimerait assister & d’autres telles rencontres de la méthode de la
descente et de la méthode du cercle, 'idée générale — et vague — étant
que quand on passe d’une variété donnée a une variété de descente, la
différence “nombre de variables moins degré” a tendance a croitre, et donc
a se rapprocher du domaine ot la méthode du cercle pourrait s’appliquer.
Mais pour l'instant, on ne sait méme pas traiter ainsi les surfaces de Chatelet
(les variétés de descente sont des intersections de deux quadriques dans P7,
possédant 8 points singuliers isolés).
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5.13 Un probléme de géométrie birationnelle classique : le pro-
bléme de Zariski

L’étude des surfaces de Chatelet menée par Sansuc, Swinnerton-Dyer et
moi-méme eut en 1984 un surprenant sous-produit.

Lorsque P(z) est un polynéme irréductible de degré 3, de discriminant
a non carré dans le corps de base k, une k-compactification lisse X de la
variété affine d’équation

y? — az? = P(z)

a ceci de particulier que le module Pic(X) est stablement de permutation.
La k-rationalité des torseurs universels assure alors que X est stablement k-
rationnel. Mais la méthode des systemes linéaires a points bases permet
de montrer que X n’est pas k-rationnelle (Iskovskih). Ainsi la surface
y2 +322 = 23 — 2 sur @ n’est pas Q-rationnelle, mais elle est stablement
Q-rationnelle.

Remplagant Q par €(t), et utilisant une technique de jacobiennes inter-
médiaires développée par Clemens-Griffiths, Mumford et Beauville, nous
plimes, en collaboration avec Beauville, fabriquer des variétés de dimension
3 sur €, stablement rationnelles mais non rationnelles ([B/CT/S/SwD]), ce
qui répondit ainsi négativement & une vieille question de Zariski (1950).
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