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U-Dérivation

DANIEL DUVERNEY(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. II, n° 3, 1993

RÉSUMÉ. 2014 Nous généralisons la notion de dérivation et de q-dérivation
en définissant, pour toute suite U d’éléments non nuls d’un corps com-
mutatif K, la !7-dérivée d’une série formelle à coefficients dans K. Nous
démontrons l’analogue de la formule de Taylor dans ce cadre. Après avoir
défini la notion de U-racine multiple d’un polynôme, nous cherchons à
construire un polynôme admettant des 17-racines données, d’ordres de
multiplicité donnés. Nous résolvons ce problème dans le cas où U vérifie
une relation de récurrence à coefficients dans K.

ABSTRACT. - We generalize the notion of derivation and q-derivation
by defining, for every sequence (T of non-zero elements of a commutative
field K, the U-derivative of a formal series with coefficients in K. We
prove an analogue of Taylor’s formula in this frame. Then we define what
the U-roots of a polynomial are, and we try to construct a polynomial
with given U-roots, with given multiplicities. We solve this problem in
case U is a linear recurrent sequence.

1. Introduction

La célèbre démonstration de la transcendance de e par C. Hermite, ainsi
que plusieurs de celles qui l’ont suivie, notamment celle de P. Gordan [9],
utilisent de manière essentielle le polynôme :

L’intérêt de ce polynôme est qu’il admet zi , z2 , ..., z~ comme racines,
chacune avec l’ordre de multiplicité n ce qui implique, en vertu de la formule
de Taylor, que Hn(X + zi) est de valuation n.
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En vue d’adapter la démonstration de P. Gordan à d’autres séries que
celle de l’exponentielle, nous cherchons à généraliser cette propriété de Hn ; ;
pour ce faire, nous nous plaçons dans l’algèbre des séries formelles
à coefhcients dans un corps commutatif arbitraire K, et nous commençons
par définir ce qu’est la U-dérivation dans K[X] et étudier quelques-unes de
ses propriétés. Il est à noter que cette notion n’est pas vraiment nouvelle :
elle a été introduite par M. Ward dans [15] avec d’autres notations. Tous
les résultats de la section 2 se trouvent également dans [15]. Cependant,
il ne semble pas que l’étude des U-racines d’ordre k d’un polynôme (voir
section 3) ait été développée jusqu’à présent.

DÉFINITION 1. - Soit li = r2, ... , , un, ...} une suite d’éléments
non nuls de K. Soit f ~ K[[X]] avec I(X) = 03A3+~n=0 anXn. La U-dérivée de

f est la série formelle définie par :

Exemple 1. 2014 Si un = n, alors au = opérateur de dérivation
sur l’anneau différentiel ([12]). L’hypothèse 0 exige ici que la
caractéristique de K soit nulle.

Exempt ~.2014 Soit q ~ K, avec 1, V n E lN - {0}. Soit un =

~-l)/(g-l). Alors

Dans le cas où la série f est à coefficients dans C, de rayon de convergence
non nul, on reconnaît un cas particulier de l’opérateur de q-dérivation ôq
( (11] ; (7] , p. 37). La dérivation ordinaire en est un cas limite, pour q = 1.

DÉFINITION 2.- Soit Ù = (ui, u2, ... , un, ...) une suite d’éléments
non nuls de K. La série formelle

avec = 1 et Un = u1 u2 ... un pour n > 1, s’appelle la série U-

exponentielle .



Exemple 3. 2014 Si un = (qn-1)/(q-1) (voir exemple 2), on pose

classiquement : nq! = Un. On obtient la série q-exponentielle, bien connue
( Ï ~~, [8]). Certaines de ses propriétés arithmétiques s’obtiennent à partir de
sa table de Padé ([14], [4]).

Il est immédiat que, pour toute suite U d’éléments de K*, expu Â est le
seul invariant de â~.

2. La formule de Taylor

a) Nous définissons d’abord le U-binôme de Newton ; soit :

une suite d’éléments non nuls de K. On pose

Exemple 4 . Lorsque un = n, on obtient les coe,f,ficients binomiaux

Lorsque un = ~q’~‘ - 1 ) /~q _ 1 ~, on obtient les coefficients q-binomiaux :

DÉFINITION 3. Le U-binôme de Newton d’ordre n est le polynôme de
Y ] défini par

On peut substituer facilement {X ~ à X dans une série formelle de

K ~X ~, pour obtenir une série formelle de , Y i on procède ainsi : si
f(X) = on Pose :



La série génératrice de (X ® est alors donnée par la proposition 1 :

PROPOSITION 1. - X, Y, Z étant des indéterminées :

Démonstration

Plus généralement, nous définissons, pour j > 2 :

On vérifie que :

D’où l’on déduit aisément :

b ) On a, pour la U -dérivation, la généralisation suivante de la formule de
Taylor [15].

PROPOSITION 2. - Soient X et Y deux indéterminées, et soit f E K[X].
Alors :



Démonstration. - Par linéarité, il suffit de démontrer cette formule

lorsque = Xk, l~ E lN . Dans ce cas :

Donc :

3. U-racines d’ordre n d’un polynôme

DÉFINITION 4. Soit P E K[[X]], et soit a E K. On dit que a est une

U-racine d’ordre de multiplicité n du polynôme P si :

Nous cherchons à résoudre le problème suivant.

~P~ La suite U étant donnée, zl, z2, ..., zk E K et ni n2, . . . , nk E

étant donnés, construire P E K (~X ~ admettant zi , z2 , ~ ~ . , z~
comme U-racines, avec les ordres de multiplicité respectifs ni,

n2, ... , nk. .

Ce problème peut s’étudier en résolvant un système linéaire dont les

inconnues sont les coefficients de P et dont les équations sont les relations
P ( zi ) = = ~ ~ ~ = = 0. Bien que cette méthode puisse
conduire à des résultats arithmétiques, nous l’écartons ici car nous cherchons
des propriétés plus profondes de la U-dérivation.

Nous n’obtiendrons cependant des résultats intéressants que dans le cas
où U vérine une relation de récurrence linéaire.



a) La première idée que l’on peut avoir est la suivante : le fait que
z1, z2, ..., zk soient des racines d’ordre de multiplicité n de polynôme Hn
défini en (1) résulte immédiatement de la formule donnant la dérivée d’un
produit. Nous allons montrer que, malheureusement, une formule de ce type
n’existe pas, en général, pour la U-dérivation.

DÉFINITION 5. - Soit anneau intègre. On dit que ~ : L - Lest
une pseudo-dérivée de L si + y) = ,’(x~ + ,~(y~, ’d ~, y E L, et s’il

existe ~ : L --~ L, ~ ~ 0, telle que

THÉORÈME 1. - Les seules U-dérivées de qui sont des pseudo-
dérivées sont obtenues pour les suites : :

Démonstration. - Soit au une U -dérivée qui soit une pseudo-dérivée.
Alors on a la relation :

Si un est non constante, il existe no E IN* tel que u1. Alors en
utilisant (7), on obtient :

si bien que p(X) = qX, q E K*. Reportant dans (7), nous obtenons :

d’où un = an + /3 (cas où q = 1) ou bien un = aqn -t- ~3 (q ~ 1).
Dans le cas où un = an + ~, reportant dans (7), on obtient :

Donc j3 = 0 et ~cn = an.



Dans le cas où un = aqn + ;3, un calcul analogue montre que /3 = -a.

Donc si au est une pseudo-dérivée, alors :

La réciproque (et le calcul de ~p dans les trois cas) ne présente pas de
difficulté, et le théorème 1 est démontré.

L’argument utilisé pour justifier le fait que zl, z2, ..., zk sont racines

d’ordre n de Hn ne peut donc s’utiliser, pour résoudre le problème (P),
que dans le cas de la q-dérivation. On sait alors (et c’est d’ailleurs facile à
vérifier) que le polynôme :

vérifie :

et par suite z est U-racine d’ordre n de (X - ~~ q . Dans ce cas, en posant
n = 

est la généralisation naturelle de Hn défini en (1) et résout le problème (7~).

b) Nous procédons autrement, et résolvons maintenant le problème (P)
dans le cas où U vérifie une relation de récurrence linéaire à coefficients

dans K. Alors rn = Pi(n)qi , où les qi sont des éléments de la

clôture algébrique K de K, deux à deux distincts et Pi E K ~X ~, pour
i = 1, 2, ..., N, avec di = deg Pi.

Soit ) = ~[~j. On suppose que f est de valuation
supérieure ou égale à k. Calculons au f , âÛ f , ... f , en tenant compte
du fait que ao = al = ... = = 0 : :



et, plus généralement, pour 1  j  l~ - 1 :

Introduisons maintenant la base des polynômes factoriels Fo(X) ) = 1 ;
F1(X) = X ; F2{X) = 1); ... ; = X(X~ - 1~ ... (X - n + 1).

Alors P~ (n) ... Pi~ ( n - j -t-1 ) est un polynôme en n de degré d21 + di2 +
... + di, si bien qu’il existe des éléments i 1, ... , ij) de K tels que

et par conséquent :

où ah ( j, il, , ... , E K, et désigne la dérivée (ordinaire) d’ordre t~ de
f. Pour que a soit une U-racine d’ordre k de f, il suffit donc d’annuler tous
les ... qij X) pour X = a et h = 0, 1, ... , dil + ... ,

Nous concluons donc par le théorème 2.

THÉORÈME 2.2014 Supposons que U vérifie une relation de récurrence
linéaire à coefficients dans h’, avec Un = , qi E K, Pi E ,

deg Pi = di .



Soit il , i2, ..., , i~ une combinaison (avec répétitions possibles) de j
éléments de ~1, 2, ... , 11~r~; soit r~ l’ensemble de ces combinaisons pour

j = 1, 2, ... , k - 1. Soient zi, ... des éléments de K, et , ... km
des entiers naturels non nuls. Soit Eki la famille de polynômes définie, pour
i = 1, 2, ... , m, par :

Alors le polynôme: :

admet zl, z2, . . . zm pour U-racines, avec les ordres de multiplicité respec-
tifs k1, k2, ..., km .

Exemple 5. - Dans le cas où un est arithmético-géométrique, c’est-à-

dire vérifie une relation de récurrence du type

il est facile de voir que le polynôme défini en (9) résout le
problème (~).

Exemple ô . Considérons une suite U de la forme :

où les suites Ai = ai,l ; ... ; ai,n ; ...} sont périodiques dans K. Une
telle suite est appelée polynôme arithmétique par E. Ehrhart, qui en donne
comme exemple les entiers d’Euler al, a2, ..., an, ... définis par

où ~~ est la suite 1, -1, -1, +1, +1, périodique de période 4 à partir du
rang 1 ([6]).



Notons T le plus petit commun multiple des périodes des Ai (0  i  d)
et supposons d > 1. On appelle d le degré de L~ et T sa période.

Puisque ai,n+T = ai, n, il existe des élements ai,l ; 03B1i,2 ; ... ; 03B1i,T de K
tels que :

où {W1, w2, ..., désigne le groupe des racines n-ièmes de 1 dans
K. Par suite :

où Ri E K[X et l’un au moins des Ri est de degré d.
Pour que zl, z2, ..., soient des U-racines d’ordre k du polynôme P,

il suffit donc que P(h)(03C9zi) = 0 pour tout i = 1, ..., lV, tout 03C9 E 03A9T et
tout ~=0,1,..., d(k - 1) (car S2~ est stable par multiplication). Donc, on
peut prendre :

Finalement, on peut conclure par la proposition 3.

PROPOSITION 3. Soit U un polynôme arithmétique de degré d, de

période T. . Alors :

admet, pour tout h > 0, zl, z2, ... , zN comme U-racines, avec des ordres
de multiplicité égaux à k. .

4. U-dérivation et produit de Hadamard

Dans cette section, nous donnons une autre démonstration du théorème 2.

a) Nous introduisons le U-opérateur d’Euler dans K[X]



Cet opérateur s’interprète très simplement comme un produit de Hadamard
dans K[[X]]. Rappelons que le produit de Hadamard fog de f et g est défini
par .

(pour une étude algébrique du produit de Hadamard, voir [1], [2] ; pour une
étude analytique [3], p. 20).

Posons ~ _ ~ n_° 1 On obtient immédiatement :

b ) Prolongeons la suite ~T sur 7~ - , en posant

Posons également

(Par suite U(X ) _ (U + 0)(X )).
Puis considérons m, p E lN et f E K ~ÎX~ . Alors

En utilisant (15), nous obtenons :



Donc :

Cette relation est bien connue dans le cas un = n (dérivation ordinaire) et
.un = (~ 2014 ~/(q - 1) (q-dérivation). Elle s’utilise par exemple pour trouver
l’équation aux q-différences vérifiée par la série q-hypergéométrique ([11], §2
et 5).

c) Soit enfin f (X ~ _ Alors

Il en résulte :

D’où, grâce à (15) : :

Exemple 7. - Si la suite U vérifie une relation de récurrence linéaire,
alors ( U - j ) ( X ~ est une fraction rationnelle qui se décompose dans K[X]
sous la forme .

(avec les notations de la section 3). Le polynôme Ej est de degré inférieur ou
égal à j. Il n’intervient donc pas dans le produit de Hadamard de la formule
(18), dès lors que la valuation de f est supérieure ou égale à k. Comme il est
bien connu que le produit de Hadamard de deux fractions rationnelles est
une fraction rationnelle dont les pôles sont les produits des pôles, on obtient
une autre démonstration du théorème 2, et on comprend pourquoi les suites
qui vérifient une relation de récurrence linéaire jouent un rôle privilégié : :
leur série génératrice U(X) est une fraction rationnelle.
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Pour terminer, un point de terminologie : on peut penser que le terme
" U-dérivation’’ prête à confusion, dans la mesure où une dérivation devrait
toujours posséder une formule de Leibnitz ( ~5~, p. 41).
On a vu que ce n’est presque jamais le cas pour la U-dérivation (théo-

rème 1). Cependant, le terme " U-dérivation " s’impose à cause de la formule
de Taylor et de la théorie des U-racines multiples. On sait que l’on peut,
par exemple, introduire les dérivées successives d’un polynôme P grâce au
développement de P(X + a) ([13], p. 63 ; [10], p. 5 ). Comme le terme " U-
dérivation ’’ contient le préfixe " U- " et ne peut donc être confondu avec
une autre dérivation, il me paraît devoir être conservé : on prendra seule-
ment garde qu’il n’existe pas, en général, de formule pour la U-dérivée d’un
produit.
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