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Solution entropique pour une équation
parabolique-hyperbolique non linéaire(*)

PHILIPPE BENILAN ET HaMiDoU Tourg(l)

RESUME. — Nous donnons ici une version abstraite via la théorie des
semi-groupes non linéaires dans L' d'un résultat récent de Escobedo,
Vasquez et Zuazua pour l'équation uy = Azu — 8y f(u). Nous précisons
ensuite les différentes formes possibles de la condition entropique et
donnons une formule de représentation des solutions.

ABSTRACT. — We give an abstract version, using semi group theory
in L', of a recent result of Escobedo, Vasquez and Zuazua on equation
ut = Azu — 8y f(u). Then we make precise different form of the entropy
condition and give a representation formula for the solution.

Introduction

Nous considérons le probléme de Cauchy :

Otu = Lyu— 0yf(u) +w pour (¢,z,y) €Q=10,T[x 2 xR
(1)

u(0) = ug sur 2 x R
associé a un opérateur L, générateur d’un Cp-semi-groupe linéaire sous-
markovien sur L' (R, B, u), o T > 0, w € L}(Q), uo € L} (2 xR); (R, B, )
désigne un espace mesuré et f une fonction localement lipschitzienne de IR
dans R. On suppose que la restriction de L & L'(Q2) N L%(f) est symétrique.
Nous désignerons par L l’extension de L a L}(R x R).

(*) Regu le 1 juillet 1993
1) E’)qu.ipe de Mathématiques, U.R.A. C.N.R.S. 741, Université de Franche-Comté,
F-25030 Besangon Cedex (France)
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Sous I’hypothése f lipschitzienne strictement croissante, d’inverse lip-

schitzienne, dans la premiére partie, nous associons & L, et f, un opérateur
A de L1(2 x R) défini par

Ay = —Lau+ 0y f(u) (2)

pour u € D(4) = WH(R, L}(2)) n L} (R, D(L)).
Nous montrons alors que A est s — T-accrétif, sous-markovien a domaine
dense et vérifie la “condition d’image”.

Dans la seconde partie, grice & la théorie générale des équations d’évolu-
tion dans un espace L!, nous considérons une notion de solution entropique
pour le probléme (1) généralisant celle de Kruskov, pour laquelle nous ob-
tenons un probléme bien posé.

La derniére partie est consacrée a la formule de représentation des
solutions entropiques de (1) lorsque f € C%(R) et v = 0.

Ces résultats développés dans le cadre abstrait de la théorie des semi-
groupes non linéaires dans L'(9 x R) s’applique naturellement au cas
des opérateurs différentiels. Prenant L = A dans L'(RY) et w = 0,
nous retrouvons, par des techniques totalement différentes, les résultats de
Escobedo, Vasquez et Zuazua [EVZ] pour le probléme

{ 8:u = Agu — 8y f(u) sur]0, oo x RV x R
u(0, -) = ug sur RY xR

Les résultats abstraits s’appliquent évidemment a d’autres exemples
d’opérateurs L, par exemple au probléme aux limites
Otu = Agu — Oyf(u)+w sur]0,T[x 2 xR
8
/\u+(1—/\)£: sur ]0, T[ x 99 x R
(0, -) = ug sur 2 x R,

ou 2 est un ouvert de RV et 0 <ALl

1. Solutions intégrales

Dans cette section on suppose

f :IR — IR lipschitzienne croissante (1.1)
avec 3 = f~1 lipschitzienne et £(0) = 0 . )
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On définit 'opérateur 4 dans L1(Q x R) par
Au = —Lyu+ 8y f(u) (1.2)

avec

D(A) = WHH(R, L1 () n L (R, D(L)) , (1.3)

ol D(L) est muni naturellement de la norme du graphe.

Puisque f est lipschitzienne et f(0) = 0, pour u € D(4) on a f(u) €
wil (IR,LI(Q)) et donc Au € L'(Q x IR) est bien défini. Etant donné que
D(L) est dense dans L1(f2), il est clair que :

D(A) est dense dans L'(Q x IR). (1.4)

L’opérateur L étant générateur d’un Co-semi-groupe de contractions
linéaires positives sur L'(R2), —L est s — T-accrétif dans L1(f2), c’est-a-dire

/aLuduSO, Vue D(L), a € L®(Q), a €signt u, (1.5)

ot sign™ est le graphe d’Heaviside :

{1} sir>0
signtr={[0,1] sir=0

{0} sir <0.

Etant donné u, @ € D(A), on a presque partout z € Q f(u(z, -)),
f(a(z, -)) € WHL(R) et donc

u(z, - )) — Oy f(u(z, - —
‘/[‘“(3,')>E(:z,~)] (8yf (u(=, -)) ~ 8yf (u(z, -))) dy =10

ayf(u(a:, )) - Byf(i(z, )) =0 p.p.sur [u(:c, -) = U(z, )] .

Il en résulte immédiatement, grice au théoréme de Fubini, que ’opérateur
A est s — T-accrétif dans L1(Q x R), c’est-a-dire

Au— AT)dpdy > 0,
{//a( U Au)dpdy 2 (1.6)
Vu TeD(A), a € L®(Q xR), a €signt(v—17).
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En particulier pour tout A > 0, I + XA est une bijection de D(A) sur

R(I+XA)et Jy = (I4+2A)7! est une T-contraction pour la norme L!(2xIR),
c’est-a-dire

{ |73w = 73@) | zs oy < 10 =D s anmy: (1)
Y w, W e R(I+AA),

ol pour r € R, r* = max(r,0)).

Notons que l’on a également le “principe du maximum”
infessw < Jyw < supessw, Vwé€ R(I+ AA). (1.8)

En effet, L étant générateur d’un semi-groupe sous-markovien on a
[#wtuduso, vueDw), vrep,
ou Py = {pe€ WH(R) |p' >0, p(0) = 0}. Il est clair d’autre part que

[ #lute Dos(atz, ) dy =0,
VueD(A)pp.z€Q, VpeCR), p(0)=0,

et donc

//p(u)Audu.dy >0, YueD(A),pePy (1.9)

ce qui implique immédiatement (1.8) (cf. par exemple [BC]).

Le résultat principal de cette section est la vérification de la “condition
d’image” permettant d’appliquer la théorie des semi-groupes non linéaires.

THEOREME 1.— Pour tout A > 0, R(I + AA) est dense dans L}(Q xR).
Plus précisément

R(I+24)D LY@ xR)N L% (02 x R)n BV (R; L}(R)) . (1.10)

Remplacant L, f par AL, Af respectivement, on peut toujours supposer
A = 1. On va utiliser le lemme suivant.
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LEMME 1.— Etant donné
w € BVjoc([0, oo [ L1 () N LT, ([0, oo [; L()),

il existe u € Wﬁ,’coo([O, oo[; Ll(ﬂ)) unique tel que u(0) = 0 et p.p.
Yy €(0,00), u(-,y) € D(L) et

u(-,y)—Lu(-,y)+3yf(u(-,y)):w(-,y). (1'11)

De plus pour tout R > 0,

C”ayf(“)”fzz(nx]o,n[) < C”w”z?(nx]o,n[) (1.12)

et
o8y f (W) L axgorp < 1wOD) g2y + |0vwll pranomy:  (123)

ot
0<c<pB <C<o (1.14)

et

. R-h ’UJ(il! » Y+ h) - w(:c, y)
19yl o, = hm | | 5 | dpdy  (1.15)

est la variation totale de w par rapport d y € [0, R[.

Preuve du lemme.— L’opérateur B = (I — L)3 de L}(Q) défini par
Bv = (I — L)Bv avec D(B) = {v € L(Q) | B(v) € D(L)} est m-accrétif
dans L(R2). En fait d’aprés (1.5), on a

[ aBs=59) > [alo) -6@) = [ (60) - 8@)* >
> c/(v —-7)*

pour tout v, 7 € D(B), & € L*(R), a € sign™ (v —7) = sign™ (8(v) — B(7))
ou c est donné par (1.14); donc B — cI est s — T-accrétif et a fortiori B est
accrétif. D’autre part pour w € L1(Q), I’équation v— By = w est équivalente
a 2+ f(u) — Lu = w qui admet une solution puisque f est lipschitzienne.

(1.15)
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Etant donné w € BVjo([0, oo[; L1(R2)), utilisant la théorie des semi-
groupes non linéaires ([B1], [BCP]), considérons la bonne solution v du
probléme d’évolution

dv
a—--}-Bvaw sur [0, oof, v(0) =0. (1.16)
Y

On a v € Lipy.([0, oo[; L}(2)). Plus précisément puisque B — cI est
accrétif,

h
[v(y +B) = 2(®)|| 2 () < /0 e W) lu(2) | 11y d2 +

h
+/0 e—c(y—1)||w(z+h)_w(z)“Ll(n)dz'
(1.17)

Supposons maintenant de plus w € L2 ([0, oof; L?*(2)). On a alors
v € W'lt’cz ([0, oo[; L%(R2)) et, pour tout R > 0,

)
dy

< C|lw|? . 1.18
L2(Qx]0.R]) H ”L’(”?‘]"’RD (1.18)

Ceci se voit formellement a partir de ’estimation de I’énergie

//ﬂ ( >d“dy+ /((I—L)l/zﬂ(v(R)))z dp =
- [t wana,

ou (I — L)l/ 2 est la racine carrée de ’opérateur auto-adjoint défini positif,
fermeture dans L?(R) de la restriction de I — L & L'(2) N L?(f2). Pour une
démonstration rigoureuse de (1.18) et (1.19), on peut suivre la preuve du
théoréme 1 de [B2] (ou le résultat est prouvé dans le cas u(f2) < o).

Puisque Lipy,.([0, oo[; L}(£2)) N VVloc ([0, oo[; L%(12)) est contenu dans
W'li’cw ([0, oo[5 L*(R)) et B est m-accrétif, v est donc solution forte de (1.16)

([B1], [BCP]). Posant u = 3(v), on a ainsi prouvé le lemme, les estimations
(1.12) et (1.13) se déduisant de (1.18) et (1.17) respectivement. O

(1.19)
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Preuve du théoréme 1.— Fixons
we L'(Q xR)NL%(Q x R)n BV (R; L*(%)).
Etant donné R > 0, utilisant le lemme, il existe

up € W ([-R, oof; L} ()

loc

tel que ugp(-,y) € D(L) et vérifie (1.11). On prolonge ug par 0 sur
2 x ]—oo, —R[ de telle sorte que ug € W1’°°(IR; LY()).

loc

On a les estimations :
C||3yf(“R)’|f:2(nx|R) < C”"’”szxm) (1.20)
cloyf(ur) |21 axry < 1wl Logrzcayy + 10wl aranmy  (121)

par application de (1.12) et (1.13). On a aussi

lurl 21 oury < lwlzi@ury (1.22)

puisque d’aprés (1.5)
[lenlan+ g [ £(n@) au= [ fuw)]dn.

En particulier, up € D(A) et up + Aup = wg o wg(z,y) =
w(a:,y)X[_Rloo[(y). Puisque wg — w dans L}(Q x R), il en résulte par
accrétivité de 4, que up — u dans L} (Q x R). D’aprés (1.20) et (1.21),

f(u) € WHE(R; L3(@)) n WLI(R; LY (Q)) .
Donc v € D(A) et u+ Au=w. 0O

Appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires ([B1], [BCP]), pour
tout ug € L1 (2 xIR) et w € L1(J0, T x 2 x IR), il existe une unique bonne
solution u € C([0, T']; L}(2 x IR)) du probléme d’volution

d
d—’t‘+Au:w, u(0) = ug. (1.23)

De plus, cette bonne solution est caractérisée par les inégalités intégrales.
En d’autres termes, on a le résultat suivant.
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COROLLAIRE 1.— Pour tout ug € L} (R xIR) etw € L*(J0, T[ x 2 xR),
il eziste une unique solution w € C([0, T]; L}(Q x R)) avec u(0) = uo

vérifiant
véeD(0,T[), €20, Vue D(4),

Jae L®(Q), o€sign(u—u) telle que

/// af(u - w)¢' + (w — Au)¢} dpdydt > 0.

(1.24)

Notons enfin que, Uopérateur A étant T-accrétif, si u, U sont les solutions

correspondantes d (ug, w), (%o, W) respectivement, on a
—on+ —\+
// (u(t) —a(t)) " dpdy < // (wo — W) " dudy +

+///(W—U)+dudydt,

et en particulier le “principe de comparaison”

vte[o,T],

ug <y et w<<w=>u<lu.

E’galement compte tenu de (1.8), on a le “principe du mazimum”

T

T
infess up + / infess w(t)dt < u < sup essug + / sup ess w(t) dt
0 0

2. Solutions entropiques
Dans cette section on suppose seulement

f : R — R localement lipschitzienne.

On note
Do = {¢ € D(Z)NL=(R) | Ly € L®()}

muni de la norme
1%l 5, = 1%l e + 191200 + 18] 2 + [ 28] 1o
qui en fait un espace de Banach.
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THEOREME 2

i) Etant donné u € c([0, T]; LY x R)) N L®(Q) et w € L}(Q) les
deuz propriétés (2.3) et (2.4) suivantes sont équivalentes :

/signo(u — ) {(v — ¥)(é + Lo€) +

+ (f(u) - F(¥))€y + (w+ Ly)¢} dtdudy >0,  (23)
V$eDo, VE€D(0,T[ xR; Do), £€>0;

///s1gn0(u—¢){u— ¥)&e +

+ (F(u) = F(¥)) &y + (w+ L)€} dtdudy > 0, (24)
(V¥ €Dg, VE€D(0, T[ xR), ¢>0.

ii) Etant donné ug € L(2 x R) N L®(R x R) et w € L1(Q) avec

T
1) gor ey 2 < oo,

il eziste une unique solution u € C([0, T]; L}(Q x R)) NL®(Q) avec
u(0) = uo vérifiant (2.3) et (2.4). De plus les estimations (1.25),
(1.26) et (1.27) sont valables pour ces solutions.

La preuve de ce théoréme va occuper toute cette section.

Remarque 1.— Nous remarquons d’abord que (2.3)=(2.4). En effet,
fixons ¥ € Do, £ € D(]0, T[ X R), £ > 0 et définissons, grice au théoréme
de Fubini, a, b € L!(Q) par

a= // signg(u — ¥) {(v — ¥)ée + (F(v) — F(¥))éy + (w+ Ly)¢} dtdy

b= // lu — ¢ dtdy.

On a b > 0. Et appliquant (2.3) :

/(a¢+va)du20, Ve €D, >0, (2.5)

on en déduit [adpy > 0 (c’est-a-dire (2.4)) grice au lemme suivant.
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LEMME 2.— Etant doniné a, b € L}(), b > 0 vérifiant (2.5), on a
/ adp >0.

Preuve du lemme 2.— Etant donné p € LY(Q2)NL®(Q),p > 0et A > 0,
onap=(I—-AL)"1p€Dg, ¢>0,et

I- AL 11
I-An—-1

Ly = 3

Appliquant (2.5), puisque L est symétrique, on obtient

f {(I —AD)la+ (I;,\%Ep}pdu >0.

A la limite ceci est encore vrai pour tout p € L®(f), en particulier p = 1.
Puisque b > 0, 0n a f(I — AL)"'bdp < [ bdp, et donc

/(I —AL) ladp > 0.

En faisant A — 0, on obtient

/aduZO.EI

Dans (2.3) et (2.4) on a utilisé la fonction signy définie par

4
Z & 0
signgo = { lo| sio#

0 sioc=0.

Remarque 2.— Notons que (2.3) (zesp. (2.4)) est équivalent a

(V4 € Do, VEeD(0, T[ xR; Do)(resp. D(]0, T[ x R)),
£€>0, Jae L®(Q), a€sign(u— ) telle que

{ /// aFdtdudy > 0 avec (2.6)

F = (u—9)(é + L) + (f(u) — f(¥)) &y + (w + Lp)¢
{ (zesp. F = (u— 9)& + (F(u) — F(¥)) &y + (w + LY)E).
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Il est clair que (2.6) est impliquée par (2.3) (resp. 2.4). Pour prouver la
réciproque, nous utilisons I’existence de p € Dy tel que p > 0 p.p. sur @ (il
suffit de prendre p = (I — L)~ pg avec pg € L} (2) N L®(R), po > 0 p.p. sur
Q, cf. [Ar, Prop. 1.5]). Etant donné ¢ € Dg et £ € D(J0, T[ xIR; Dg) (resp.
D(]o, T[ x R)), € > 0, considérons pour tout A € IR, ay € L*®(Q), ay €
sign(u — % — Ap) telle que I'inégalité intégrale de (2.6) en remplagant 3 par
% + Ap soit satisfaite. Faisant A — 0, A > 0, on a a) — o = signg(u — ¥4 )
et donc l'inégalité intégrale de (2.6) est satisfaite avec @ = a. De la méme
manicre, elle est satisfaite avec o = a_ = signg(u — 9_). Il est alors clair
qu’elle est satisfaite avec a = signg(u — %). On a méme

///signo(u—1/))thdudy2 //A =1I)]thd;zdy

Remarque 3.— Notons aussi que (2.3) et (2.4) ne dépendent que des
valeurs de f dans lintervalle [m_, m,] o m_ = infessu et my =
sup ess u. En effet pour tout ¢ € L®(2) et £ € D(R; 1 (Jo, T[ x Q)),

///¢ oy 108 = D)Wy dtdudy =

=/¢<m_f(¢)du/ €ydtdy—/¢>m+f(¢)du/ ¢ dtdy=0.

Preuve du théoréme 2.— Notons d’abord que 1’on peut toujours suppo-
ser que f vérifie (1.1). En effet, étant donné w € C([0, T]; L}(Q x R)) N
L*(Q) considérons M > |‘“HL°°(Q)' Posons ¢ = “fI”LW(—M,M) +1 et défi-
nissons u(t,x, z) = u(t, ¢, z — ct) qui est aussi dans C([O, T]; LY(Q x IR)) N
L*°(Q) avec %(0) = u(0). Faisant le changement de variable y = z—ct et uti-
lisant la remarque 3, on voit que u vérifie (2.3) (resp. (2.4)) si et seulement
si u vérifie (2.3) (resp. (2.4)) correspondant & w(t,z,z) = w(t,z,z — ct)
et n’importe quelle fonction j? vérifiant f(r) = f(r)+ cr sur [-M, M].
Compte tenu du choix de ¢, on peut toujours choisir )7 vérifiant (1.1).

Nous supposons donc maintenant que f vérifie (1.1) et adoptons les
notations de la section 1. Considérons d’abord u € C([0, T']; L1(2 x R)) N
L*>°(Q) vérifiant (2.4) et montrons que u vérifie (1.24). Ceci montrera que
les estimations (1.25), (1.26) et (1.27) sont valables pour les solutions u de
(2.4) et donc en particulier 'unicité de u vérifiant (2.4) et u(0) = ug.
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1l est clair que Dy est un core pour L. I suffit donc, pour prouver (1.24),
de considérer

7 e WY (R, L1(Q)) N L1(R, Do) N L(2 x R)

et
fED(]O,T[), £>0.

On utilise la méthode de S. N. Kruskov [Kr] en dédoublant la variable y et
considérant u(t,z,y) et U(x,z). Etant donné p(y,z) € D(Rz), p>0,0na
en utilisant (2.4) avec ¥(z) = %(x, z) et intégrant en z,

[ oot

(flw) - f(= ))épy + (w+ Lyu)ép} dtdudy > 0.
D’un autre c6té, on a

5. (signo(u — 9)((4) - £()) = - signo(u — 7). £(7)

puisque f est monotone, et donc

/signo(u -2)(f(v) — f(@))ép-dz = /signo(u — )0, f(v)épdz. (2.8)

Intégrant (2.8) en (t,z,y) et ajoutant a (2.7), on obtient

//// signg(u — @) {(v - @)¢'p +

+ (f(u) - f(ﬁ))f(Py +pz) + (w + Lyu — Bzf(ﬂ))ﬁp} dtdudydz > 0.

Suivant S. N. Kruskov [Kr] (cf. aussi [B1]), ceci montre que retournant
a4 une seule variable y, pour tout p € D(R), p > 0, il existe a € L™(Q),
a € sign(u — @) telle que P’on ait I'inégalité intégrale de (1.24).

Nous prouvons enfin qu’une bonne solution u de (1.23) vérifie (2.3).
Puisque nous savons déja d’aprés la remarque 1 que (2.3) implique (2.4),
utilisant les propriétés des bonnes solutions développées dans la section 1,
ceci achévera la preuve du théoréme.
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Nous suivons la démonstration de la proposition 2.11 de [B1]. Notons
d’abord que, compte tenu de la remarque 2, (2.3) est équivalent a

VY €Dy, VEEDR;Dg), £ >0, Fae L®(Q),
a € sign(u — 1) telle que pour tout 0 < s <t < T,

/ |u(t - ¢|£ dpdy < (2.9)

//lu(s) ¢|€dudy+/ //a{(u—¢)L¢£+

(v) = F(¥))éy(w + Lep)¢} drdpdy.

Approchant w dans L!(Q) par des fonctions en escalier de [0,T]
dans L'(2 x R) N L®(Q x R) N BV(R; L(R)), il est clair qu’il suffit
de prouver (2.9) pour une fonction w constante en temps a valeurs dans
LYQXR)NL®(Q2xR)NBV (R; L'(R2)) ; ce que nous supposons maintenant.
Approchant ug, on peut également supposer ugp € L}(Q xIR)NL®(Q xIR)N
BV (R; L*(R)). La bonne solution u(t) est alors limite dans L1(Q x R)
uniformément pour ¢t € [0, T'] des solutions u®(¢) du probléeme discrétisé

{ u(t) —us(t —¢)

u*(t) = uo pour t < 0.

+ Au(t) =w pourt >0

Etant donné % € Do, £ € D(R; Dg), £ > 0, on a par définition de A
Iu’(t) — 1,/)| - |u‘(t —&) — 1/)| <

< signg (u°(t) - ) LU= Z0)
= signg (u(t) — %) {(w + L9) + La (u%(t) — ¥) +
-8y (f(u°() — F(#))} -

(2.10)

D’aprés l'inégalité de Kato (cf. [Ar]) compte tenu de la symétrie de L,
ona

J sgno(ue) ~ ¥) o (1) ~ W) < [u(0) - 9] Lut an.
On a aussi

signo (u*() — ¥) 8y (£ (v*() — f(¥)) = 8y |f (u°(2)) — F (%))
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et donc, en multipliant (2.10) par £ et intégrant, on obtient pour (i —1)e <
s<iwe<(J—1e<t< e,

J[ 1w - vieana <

< //lue(s)—¢|dudy+/: J[ stgnotas - ) x

x {(w+ IP)E + (0 +¥)Lat + (F(u°) — F@))6y} drdudy.
Passant & la limite, on obtient bien (2.9).0

Remarque 4.— La preuve (sous I’hypothése (1.1)) qu’une bonne solution
u de (1.23) vérifie (2.3) s’applique de facon immédiate pour montrer que
est solution faible de

Oiu+ 0y f(u) = Lou+w

au sens
///{u(£t+Lm€)+f(U)€y+'w€}dtdp,dy: 0,
v ¢ e D(J0, T[ xIR; Do) .

(2.11)

La preuve du théoréme montre en fait que toute fonction
w e C([0, T]; I x R)) N L®(Q) vérifiant (2.3) (ou (2.4)) vérifie égale-
ment (2.11). Notons que ceci peut se voir directement sous des hypotheses
sur L, par exemple s’il existe une suite (¢) dans Dg telle que ¥, — 1 p.p.
et (Lyn) converge dans L!(Q) + L°°(R). Par contre, nous ne voyons pas
comment le montrer dans le cas général sans passer par I'intermédiaire des
bonnes sulutions.

8. Formule de représentation

Dans cette section, on suppose
f:R — R est de classe C2. (3.1)
Compte tenu du théoréme 2, on peut associer au probléme
Osu + Oy f(u) = Lau (3.2)
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un semi-groupe (S 1(t)) sur L1(2 xR) : pour ug € L} (2 xR)N L= (2 xIR),

u(t) = (S1,0(t))uo
est Punique solution u € C([0, oo[; L}(© x IR)) N L®(Q) avec u(0) = ug
vérifiant (2.3) (avec w = 0). Puisque ug — u(t) est une contraction dans

L(Q x R) (cf. (1.25)), elle se prolonge par continuité en une contraction
S¢,1(t) partout définie sur L1(Q x R).

Dans le cas f = 0, ’équation (3.2) se réduit a
Oiu = Lau,
et on a pour tout ¢ > 0 :
(So,L(t)uo) (z,9) = (e uo(+,9))(=) p-p-(v,9) €(@xR).  (3.3)
Dans le cas L = 0, I’équation (3.2) se réduit a la loi de conservation
deu+ 0, f(u) =0, (3.4)
et on a pour tout ¢ > 0:
(Sf,o(t)uo) (z,9) = (T(t)uo(:c, ))(y) p-p. (z,9) € (2 xR), (3.5)
ot T(t) est le semi-groupe sur L1(R) associé & (3.4) sur ]0, co[ x IR.
Pour up € L'(Q) N L®(R), u(t) = T(t)up est I'unique solution u €

c([0, oof; L)) NL® (J0, oo xIR) avec u(0) = ug vérifiant les conditions
entropiques de Kruskov

{ // signg(u — k) {(u — k)& + (f(u) — f(k))¢&y} dtdy >0,

(3.6)
VkeER, £€D(]0, 00 xIR), £>0.
THEOREME 3. — Pour tout ug € L'(2 xR) et T > 0
S;r(t)yuo = L' — lim (S (i)s (1) " wo (3.7)
f.L | So(~)Ss0l :

uniformément pour t € [0, T'].
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Preuve du théoréme 3.— Supposons d’abord que f vérifie (1.1) et posons

Gy(t) = So,L(t)Sy,0(t)-
Nous allons montrer que

u — Gy(t)u

; — Au dans L'(Q xR) (3.8)

pour tout v € D(IR; D(L)). Puisque D(R; D(L)) est un core pour A et
Sy(t) = ¢4 (au sens de théorie non linéaire), (3.7) résultera du théoréme
de Brézis et Pazy [BP].

Fixons donc u € D(R; D(L)) et montrons (3.8). Pour cela notons
d’abord que f étant de classe C? et ug € D(R), alors d’aprés la méthode des
caractéristiques, il existe tg > 0 telle que la fonction

(t,y) €10, t0] x IR — (T(t)uo) (y) -
Soit C! & support compact; on aura donc alors évidemment

Ug — T(t Ug .
._t(_)_ — 8yf(uo) dans L'(R). (3.9)
Rappelons, puisque T'(¢) est une contraction, que

Ug — T(t)uo
4

LR < Hayf(“O)”Lx(m)- (3.10)

Ecrivons

u— th(t)u CAu— (u - S(;,L(t)u

+ Lzu) +
+ s (2222 o5 +
+ (S0,0(03,£(0) - 8,f(w)

et évaluons I;(t), I2(t), I3(t), les normes dans LY(2 x IR) des trois termes
du deuxi¢éme membre.
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Puisque (So 1 (t)) est continue dans L!(Q x R), lim;_,o I3(t) = 0. On a

L) < /

et donc lim¢_,¢ I3(t) = 0 grace a (3.9) et (3.10). De méme lim; ¢ I;(t) = 0
puisque pour tout y € IR :

u(z,0) — T(t)u(z, -)
t

- yf(u(:c, ))

dp(z),
L'(R)

etLu('ay)"u('ay)
4

— Lu(-,y) dans L}(Q)

etLu("y)"u("y)
i

< [1Zu(-, 9)| g1y -
Li(R)

Nous prouvons maintenant le résultat dans le cas général (c’est-a-dire
sans supposer que f vérifie (1.1)). On peut toujours supposer ug € L1(Q x
R) N L*(Q xIR); soit M > ||u0||L°°(nle). D’aprés la preuve du théoréme 2,
ona

(Sf'L(t)uo)(m, y) = (S}"’L(t)uo) (:l: y Y+ Ct) , (3.11)

ou
c= ||f'||L“,(_M’M) +1, f(r)=Ff(r)+crsur [-M, M]

et )? vérifie (1.1) (on peut toujours choisir )‘: de classe C?).

D’aprés la premiére partie de cette preuve, on a

t ANY
~ = 1 — —_ -~ —_

Sz, (t)uo = L' — lim_ (SO’L(n)Sfp(n)) up . (3.12)

De (3.11) on déduit
(G5 (B)uo)(2,9) = (G(t)uo) (2, y ~ ct)
puisque ”Gf(t)u‘)“LW(ﬂle)S I|u0||L°°(nle)< M, on peut itérer pour
obtenir
(67" w0) (2,9) = (G5(0)"w) (2, y — net).

Passant a la limite, (3.11) et (3.12) donnent (3.7). O
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