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Solution entropique pour une équation
parabolique-hyperbolique non linéaire(*)

PHILIPPE BÉNILAN ET HAMIDOU TOURÉ(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. III, n° 1, 1994

RÉSUMÉ. - Nous donnons ici une version abstraite via la théorie des

semi-groupes non linéaires dans L1 d’un résultat récent de Escobedo,
Vasquez et Zuazua pour l’équation ut = Oxu - ôy f (u). Nous précisons
ensuite les différentes formes possibles de la condition entropique et
donnons une formule de représentation des solutions.

ABSTRACT. - We give an abstract version, using semi group theory
in LI, of a récent result of Escobedo, Vasquez and Zuazua on equation
ut = Thon we make précise different form of the entropy
condition and give a représentation formula for the solution.

Introduction

Nous considérons le problème de Cauchy :

associé à un opérateur L, générateur d’un Co-semi-groupe linéaire sous-
markovien sur L1 (SZ, B, ~u), où T > 0, w E L1 (C~~, uo E x (S~, B, 
désigne un espace mesuré et f une fonction localement lipschitzienne de IR
dans R. On suppose que la restriction de L à L1 (~~ r1 L2(~) est symétrique.
Nous désignerons par L~ l’extension de L à x IR).

~ * ~ ) Reçu le 1 juillet 1993
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Sous l’hypothèse f lipschitzienne strictement croissante, d’inverse lip-
schitzienne, dans la première partie, nous associons à L~ et f, un opérateur
A de x IR) défini par

pour u E D(A) = W 1 ~1 ~IR, L1 ~~t~~ .

Nous montrons alors que A est s - T-accrétif, sous-markovien à domaine
dense et vérifie la "condition d’image".

Dans la seconde partie, grâce à la théorie générale des équations d’évolu-
tion dans un espace LI, nous considérons une notion de solution entropique
pour le problème (1) généralisant celle de Kruskov, pour laquelle nous ob-
tenons un problème bien posé.

La dernière partie est consacrée à la formule de représentation des
solutions entropiques de (1) lorsque f E C~(R) et v = 0.

Ces résultats développés dans le cadre abstrait de la théorie des semi-
groupes non linéaires dans x IR) s’applique naturellement au cas
des opérateurs différentiels. Prenant L = A dans et u~ = 0,
nous retrouvons, par des techniques totalement différentes, les résultats de
Escobedo, Vasquez et Zuazua [EVZ] pour le problème

Les résultats abstraits s’appliquent évidemment à d’autres exemples
d’opérateurs L, par exemple au problème aux limites

où S~ est un ouvert de R~ et 0  a  1.

1. Solutions intégrales

Dans cette section on suppose



On définit l’opérateur A dans x IR) par

où D(L) est muni naturellement de la norme du graphe.
Puisque ,f est lipschitzienne et /(0) = 0, pour u E D(A) on a E

W 1 ~1 (IR, et donc Au E x IR) est bien défini. Étant donné que
D(L) est dense dans .L1 (~~, il est clair que :

L’opérateur L étant générateur d’un Co-semi-groupe de contractions
linéaires positives sur -L est s - T-accrétif dans c’est-à-dire

où sign+ est le graphe (THeaviside :

Étant donné u, U E D(A), on a presque partout x E ~2 ’ ~~,
~ )~ E et donc

Il en résulte immédiatement, grâce au théorème de Fubini, que l’opérateur
A est s - T-accrétif dans L1 (~ x IR), c’est-à-dire



En particulier pour tout À > 0, l + ÀA est une bijection de D(A) sur
et .Ta = (I-+-aA)-1 est une T-contraction pour la norme ,

c’est-à-dire

où pour r E IR, r+ = max(r, 0)).
Notons que l’on a également le "principe du maximum"

En effet, L étant générateur d’un semi-groupe sous-markovien on a

où Po = ~ p E ~ p’ > 0 = 0 } . Il est clair d’autre part que

et donc

ce qui implique immédiatement (1 .8) ( c f par exemple ~B C~ ) .
Le résultat principal de cette section est la vérification de la "condition

d’image" permettant d’appliquer la théorie des semi-groupes non linéaires.

THÉORÈME 1. - Pour tout a > 0, R(I + aA) est dense dans x IR). .
Plus précisément

Remplaçant L, f par ÀL, À f respectivement, on peut toujours supposer
À = 1. On va utiliser le lemme suivant.



LEMME 1. - Étant donné

il eziste u E Wlô~° (~0, oo ~; L1(~~~ unique tel que = 0 et p.p.

y E (0, oo~, u( ~ , y~ E D(L) et

De plus pour tout R > 0,

est la variation totale de w par rapport à y E ~ 0 , R [.

Preuve du lemme. - L’opérateur B = (I - L)Q de défini par
Bv = (I - avec D(B) = ~v E ,Q(v) E D(L)} est m-accrétif
dans L1 (~). En fait d’après (1.5), on a

pour tout E D(B), a E a E sign+(v - v~ = sign+ ~,C3(v) 
où c est donné par (1.14); donc B - cI est s - T-accrétif et a fortiori B est
accrétif. D’autre part pour w E l’équation v - Bv = w est équivalente
à u + f (u) - Lu = w qui admet une solution puisque f est lipschitzienne.



Étant donné w E BVloc ([0 , ~[; L1(03A9)), utilisant la théorie des semi-
groupes non linéaires ( ~B1~, [BCP]), considérons la bonne solution v du
problème d’évolution

On a v E oo[; . Plus précisément puisque B - cI est

accrétif,

Supposons maintenant de plus w E °°~ ~ L2~~~~ ~ . On a alors
v E W1,2loc([0, ~[; L2(03A9)) et, pour tout R > 0,

Ceci se voit formellement à partir de l’estimation de l’énergie

où (I - L~1~2 est la racine carrée de l’opérateur auto-adjoint défini positif,
fermeture dans de la restriction de I - L à n L2(0). Pour une
démonstration rigoureuse de (1.18) et (1.19), on peut suivie la preuve du
théorème 1 de [B2] (où le résultat est prouvé dans le cas  oo).

Puisque oo ~ ; L1 (S~)~ r1 (~o , L2 (~~~ est contenu dans

Wlô~ ° ~ ~0 , oo[ ; L~ ( S~ ~ ~ et B est m-accrétif, v est donc solution forte de ( 1.16 ~ . ,
( ~B 1~ , [BCP]). Posant u = ,Q( v ), on a ainsi prouvé le lemme, les estimations
(1.12) et (1.13) se déduisant de (1.18) et (1.17) respectivement. D



Preuve du théorème 1. . - Fixons

Étant donné R > 0, utilisant le lemme, il existe

tel que u~ ( ~ y) E D ( L ) et vérifie ( 1.11 ) . On prolonge u~ par 0 sur
SZ x ]-oo, [ de telle sorte que u~ E L1(SZ)) . .
On a les estimations :

par application de (1.12) et (1.13). On a aussi

puisque d’après (1.5)

En particulier, u~ E D(A) et uR + AUR = où =

z,v(x, Puisque wR -~ w dans x IR), il en résulte par
accrétivité de A, que uR -~ u dans x IR). D’après (1.20) et (1.21),

Donc u E D(A) et u + Au = w. 0

Appliquant la théorie des semi-groupes non linéaires (~B1~, [BCP]), pour
tout uo E L1 (S~ X IR) et w E L1 (~0 , T~ x S~ x IR), il existe une unique bonne
solution u E C (~ 0 , T] ; x IR)) du problème d’évolution

De plus, cette bonne solution est caractérisée par les inégalités intégrales.
En d’autres termes, on a le résultat suivant.



COROLLAIRE 1. - Pour tout uo E L1 (S~ x IR) et zv E L1 (]0 , T [ x SZ x ,

id existe une unique solution u E C ([ 0 , T ] x avec u(0) = uo
vérifiant

Notons enfin que, l’opérateur A étant T-accrétif, si u, u sont les solutions

correspondantes à (uo, w), zv) respectivement, on a

et en particulier le "principe de comparaison"

Également compte tenu de (1.8), on a le "principe du maximum"

inf ess u0 +  sup ess u0 + (1.27)

2. Solutions entropiques

Dans cette section on suppose seulement

/ : R 2014~ !R localement lipschitzienne. (2.1)

On note

muni de la norme

qui en fait un espace de Banach.



THÉORÈME 2

i) Étant donné u E C([0, , T ~ x IR)) n et w E les
deuz propriétés (2.3~ et (2.1~~ suivantes sont équivalentes :

ii) Étant donné uo E x IR) rl x IR) et w E avec

il eziste une unique solution u E C ~~ 0 , T ~ x avec

= uo vérifiant (,~.3~ et (,~.1~~. De plus les estimations ~1. Z5~,
~I.,~ô~ et ~1.27~ sont valables pour ces solutions.

La preuve de ce théorème va occuper toute cette section.

Remarque 1. - Nous remarquons d’abord que (2.3)~~2.4~. En effet,
fixons ~ E Do, ~ E D t~ 0 , T ~ x IR~ , ~ > 0 et définissons, grâce au théorème
de Fubini, a, b E par

On a b > 0. Et appliquant (2.3) : :

on en déduit ~’ 0 ~c’est-à-dire (2.4)) grâce au lemme suivant.



LEMME 2. Étant donné a, b E b > 0 vérifiant ~,~.5~, on a

Preuve du lemme ,~. Étant donné p E p > 0 et .1 > 0,

Appliquant (2.5), puisque L est symétrique, on obtient

À la limite ceci est encore vrai pour tout p G en particulier p = 1.

Puisque &#x26; ~ 0, on a ~(f - et donc

En faisant À -i 0, on obtient

Dans (2.3) et (2.4) on a utilisé la fonction signo définie par

Remarque 2. - Notons que (2.3) (resp. (2.4~} est équivalent à



Il est clair que (2.6) est impliquée par (2.3) (resp. 2.4). Pour prouver la
réciproque, nous utilisons l’existence de p E Do tel que p > 0 p.p. sur 03A9 (il
suffit de prendre p = (I - L~-1 pa avec po E f1 po > 0 p.p. sur

S~, cf. [Ar, Prop. 1.5]). Étant donné ~ E Do et ~ E D (~ 0 , T[ x IR ; Do) (resp.
D(]0, , T ~ x IR~ ~, ~ > 0, considérons pour tout À E IR, aa E aa E

Àp) telle que l’inégalité intégrale de (2.6) en remplaçant ~ par
~ + Àp soit satisfaite. Faisant À -~ 0, À > 0, on a a À -~ a+ = 
et donc l’inégalité intégrale de (2.6) est satisfaite avec a = a+. De la même
manière, elle est satisfaite avec a = a- = signo ( u - 03C8-). Il est alors clair
qu’elle est satisfaite avec a = signe (~ 2014 ~). On a même

Remarque 3.2014 Notons aussi que (2.3) et (2.4) ne dépendent que des
valeurs de f dans l’intervalle ~ m_ , m+ ~ où m- = inf ess u et m+ =

sup ess u. En effet pour tout ~ E et ~ E D(IR; T ~ x S~~ ~ ,

Preuve du théorème ,~ . Notons d’abord que l’on peut toujours suppo-
ser que f vérifie (1.1). En effet, étant donné u E C([0, T] ; x IR)) n

considérons M > Posons c = ) + 1 et défi-
nissons u(t, x, z) = u(t, x, z - ct) qui est aussi dans C (~ 0 T ~ x IR)) n

avec û(0) = u(0). Faisant le changement de variable y = z -ct et uti-
lisant la remarque 3, on voit que u vérifie (2.3) (resp. (2.4)) si et seulement
si u vérifie (2.3) (resp. (2.4)) correspondant à = u~(t, x, z - ct)
et n’importe quelle fonction f vérifiant f (r) = f (r) + cr sur ~ -M , M ~.
Compte tenu du choix de c, on peut touj ours choisir f vérifiant (1.1).

Nous supposons donc maintenant que f vérifie (1.1) et adoptons les
notations de la section 1. Considérons d’abord u E C([0, , T ~ x IR)) r1

vérifiant (2.4) et montrons que u vérifie (1.24). Ceci montrera que
les estimations (1.25), (1.26) et (1.27) sont valables pour les solutions u de
(2.4) et donc en particulier l’unicité de u vérifiant (2.4) et u(0) = uo.



Il est clair que Do est un core pour L. Il suffit donc, pour prouver (1.24),
de considérer

On utilise la méthode de S. N. Kruskov [Kr] en dédoublant la variable y et
considérant u(t, x, y) et z). Étant donné p(y, z) E D~R2~, p > 0, on a
en utilisant (2.4) avec = z) et intégrant en z,

D’un autre côté, on a

puisque f est monotone, et donc

Intégrant (2.8) en (t, x, y) et l’ajoutant à (2.7), on obtient

Suivant S. N. Kruskov [Kr] ( cf. aussi ~B1~ ~, ceci montre que retournant
à une seule variable y, pour tout p E D(R), p > 0, il existe a E 

a G sign(u - ~c~ telle que l’on ait l’inégalité intégrale de (1.24).
Nous prouvons enfin qu’une bonne solution u de (1.23) vérine (2.3).

Puisque nous savons déjà d’après la remarque 1 que (2.3) implique (2.4),
utilisant les propriétés des bonnes solutions développées dans la section 1,
ceci achèvera la preuve du théorème.



Nous suivons la démonstration de la proposition 2.11 de ~B 1~ . Notons
d’abord que, compte tenu de la remarque 2, (2.3) est équivalent à

Approchant w dans par des fonctions en escalier de 0 , T J
dans x IR) n x IR) n BV(IR; , il est clair qu’il suffit
de prouver (2.9) pour une fonction w constante en temps à valeurs dans

L1 (~)) ; ce que nous supposons maintenant.
Approchant uo, on peut également supposer uo E x IR) n x IR) n
BV(IR; La bonne solution u(t) est alors limite dans x IR)
uniformément pour t E [0, T] des solutions ue(t) du problème discrétisé

Étant donné ~ E Do, ~ E Do), ~ > 0, on a par définition de A

D’après l’inégalité de Kato (cf. [Ar]) compte tenu de la symétrie de L,
on a

On a aussi



et donc, en multipliant (2.10) par ~ et intégrant, on obtient pour (i -1~E 

Passant à la limite, on obtient bien (2.9). 0

Remarque 4. - La preuve (sous l’hypothèse (1.1)) qu’une bonne solution
u de (1.23) vérifie (2.3) s’applique de façon immédiate pour montrer que u
est solution faible de

au sens

La preuve du théorème montre en fait que toute fonction

u E C (~ 0 , T ~ x IR)} n vérifiant (2.3) (ou (2.4)) vérifie égale-
ment (2.11). Notons que ceci peut se voir directement sous des hypothèses
sur L, par exemple s’il existe une suite (~n) dans Do telle que Çn -; 1 p.p.
et ( L ~n ~ converge dans + Par contre, nous ne voyons pas
comment le montrer dans le cas général sans passer par l’intermédiaire des
bonnes sulutions.

3. Formule de représentation

Dans cette section, on suppose

f : IR -~ IR est de classe C2 . . (3.1)

Compte tenu du théorème 2, on peut associer au problème



un semi-groupe (,5 f~L (t)~ sur L1 (SZ x IR) : pour uo E L1 (S~ X IR) n L°° (~t x ,

est l’unique solution u E C (~ 0 , x IR)) n avec u(0) = uo
vérifiant (2.3) (avec w = 0). Puisque uo --> u(t) est une contraction dans

x IR) (cf. (1.25)), elle se prolonge par continuité en une contraction
partout définie sur L1 (S~ x IR).

Dans le cas f z 0, l’équation (3.2) se réduit à

et on a pour tout t > 0 : :

Dans le cas L = 0, l’équation (3.2) se réduit à la loi de conservation

et on a pour tout t > 0 : :

où T(t) est le semi-groupe sur associé à (3.4) sur ]0, oo[ x IR.
Pour uo E U L~(R), u (t ) = T (t ) uo est l’unique solution u E
C([0, 0, oo ~ x IR) avec = ua vérifiant les conditions

entropiques de Kruskov

THÉORÈME 3. - Pour tout u~ E x IR) et T > 0

uniformément pour t E ~ 0 , T ~ .



Preuve du théorème 3 . Supposons d’abord que f vérifie ( 1.1 ~ et posons

Nous allons montrer que

pour tout u E D(lR; D(L)) . Puisque D(lR; D(L)) est un core pour A et
S j,L(t) = (au sens de théorie non linéaire), (3.7) résultera du théorème
de Brézis et Pazy [BP].

Fixons donc u E D ( L ) ) et montrons ( 3.8 ) . Pour cela notons

d’abord que f étant de classe C2 et uo E 1)(R), alors d’après la méthode des
caractéristiques, il existe to > 0 telle que la fonction

Soit C1 à support compact ; on aura donc alors évidemment

Rappelons, puisque T(t) est une contraction, que

Ecrivons

et évaluons Il (t), I2~t), 13(t), les normes dans L1 ~S~ X IR) des trois termes
du deuxième membre.



Puisque est continue dans x limt~o I3~t~ = o. On a

et donc limt~o 12(t) = 0 grâce à (3.9) et (3.10). De même limt~o Il (t) = 0
puisque pour tout y E IR : :

Nous prouvons maintenant le résultat dans le cas général (c’est-à-dire
sans supposer que f vérifie (1.1)). On peut toujours supposer uo E x

IR) x IR); soit M > D’après la preuve du théorème 2,
on a

et f vérifie (1.1) (on peut toujours choisir f de classe C~).
D’après la première partie de cette preuve, on a

De (3.11) on déduit

puisque M ~ on peut itérer pour
obtenir

Passant à la limite, (3.11) et (3.12) donnent ( 3.7 ) . ~
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