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Quelques propriétés géométriques
des variétés pseudo-riemanniennes
singuliéres(*)

FERNAND PELLETIER(D)

RESUME. — Une pseudo-métrique g sur une variété M est la donnée
d'un champ de formes bilinéaires symétriques sur M. Cette situation se
présente naturellement pour les immersions de variétés dans une varié-
té pseudo-riemannienne. Le lieu singulier (g) de la pseudo-métrique g
est 'ensemble des points oit g est dégénérée. Dans un contexte géné-
rique, on donne d’abord une stratification “naturelle” du lieu singulier.
A une pseudo-métrique est canoniquement associée sa connexion duale
de Lévi-Civita. Toujours dans un contexte générique, on étudie les no-
tions d’ensembles auto-parallélismes (en particulier pour X(g)), de trans-
port paralléle, et de géodésiques. La notion générale d’'indice d’obstruction
d’une section d'un fibré, permet de définir un invariant pour les pseudo-
métriques g sur M, dans un contexte plus général que le contexte géné-
rique. Le théoréme de Chern-Gauss-Bonnet se généralise, sous de bonnes
hypothéses, aux variétés compactes M munies d'une pseudo-métrique g.
Elle fournit une formule intégrale dont la valeur numérique est égale &
la différence entre la caractéristique d’Euler-Poincaré de M et l'invariant
de g. On termine le travail par une étude géométrique et topologique de
certaines variétés admettant une pseudo-métrique générique plate.

ABSTRACT.— A pseudo-metric g on a manifold M is a vectorfield of
bilinear symetric forms on M. Naturally, this situation is obtained for an
immersed manifold M in a pseudo-Riemanniann manifold. The singular
locus ¥(g) of the pseudo-metric g is the set of points where g is not
regular. In a generic context, we give a “natural” stratification of the
singular locus. A notion of Lévi-Civita “dual connection” is canonically
associated to a pseudo-metric. Then we give some results about auto-
parallel sets (in particular for the singular locus), parallel translation
and geodesics. Obstruction’s index for a section of a fiber bundle allows
us to define a numerical invariant associated to a pseudo-metric. For
a compact manifold M with a pseudo-metric g, Chern-Gauss-Bonnet's
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theorem can be generalised, under adequat hypothesis. Thus we obtain
a integral formula whose value is the difference between Euler-Poincaré’s
characteristic of M and the numerical invariant associated to g. We finally
give geometric and topological properties of some manifolds admetting a
flat generic pseudo-metric.
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Introduction

Une métrique pseudo-riemannienne G sur une variété N n’induit pas, en
général, une métrique pseudo-riemannienne sur une sous-variété M de N,
mais posséde des “singularités”. Cette situation se présente, par exemple,
sur toute hypersurface compacte H de R™ muni de la métrique canonique
G de Lorentz : le fibré en droites orthogonales & H sera tangent & H sur un
sous-ensemble non vide; cet ensemble est le lieu “singulier” de la métrique
induite sur H. Plus généralement, soit M une sous-variété d’une variété
pseudo-riemannienne (N, G) et notons M~ le fibré orthogonal & TM dans
TN relativement & G. L’ensemble des points de M oi TML et TM ne
sont pas supplémentaires est le lieu singulier de la métrique induite. Si cet
ensemble est vide, la métrique induite est alors pseudo-riemannienne. Si cet
ensemble est égal & M et si le rang du fibré TM-L N TM est constant, M
est une variété pseudo-riemannienne dégénérée [15]. De telles sous-variétés
ont une importance capitale en relativité générale. L’étude des structures
géométriques de ces sous-variétés a donné lieu & de nombreuses publications
(voir par exemple [15], [16]).

L’%tude de quelques propriétés géométriques des sous-variétés pseudo-
riemanniennes “singuliéres” d’une variété pseudo-riemannienne a déja fait
Pobjet de plusieurs articles de M. Kossowski ([12], [13], [14]). En fait,
cette situation se place dans le cadre plus général des vari€tés pseudo-
riemanniennes singuliéres. Plus précisément, une pseudo-métrique g, sur
une variété M, est un champ C™ de formes bilinéaires symétriques. Le
lieu singulier ¥(g) est I’ensemble des points  de M, ou le rang de g en 2
n’est pas maximal. Le noyau de g en un point z de X(g) est le sous-espace
K,(x) de T, M, ensemble de vecteurs u de T, M pour lesquels g.(u,v) =0,
pour tout v de T, M. Lorsque M est une sous-variété d’une variété pseudo-
riemannienne (N, G), le lieu singulier de la pseudo-métrique g induite par
G sur M, est I’ensemble de = de M, pour lesquels T, M+ N T, M #0,etle
noyau de g est alors Ky(z) = T.M+ N T, M. On dira que (M,g), oi g est
une pseudo-métrique, est une variété pseudo-riemannienne singuliére.
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Le premier objectif de ce travail est de généraliser les résultats de [13]
et [14] dans le contexte des variétés pseudo-riemanniennes singuliéres. Le
deuxiéme objectif est de développer les résultats annoncés dans les notes
[28], [29], [30] et de les compléter. Enfin, le dernier objectif est I’étude des
variétés pseudo-riemanniennes génériques plates.

La premiére section de ce travail est consacrée a une description générique
du lieu singulier ¥(g). On y rappelle d’abord la stratification générique du
type “Thom-Boardman” X(g), construite dans [26] pour une variété pseudo-
riemannienne singuliére (M, g). Dans le cas particulier ou g est la pseudo-
métrique induite sur une sous-variété M d’une variété pseudo-riemannienne
(N, G), la construction précédente ne permet pas d’obtenir directement, en
général, une stratification générique du type “Thom-Boardman”, de X(g).
Dans ce cas, on a seulement des résultats partiels.

A toute métrique pseudo-riemannienne g, est associée une unique con-
nexion compatible avec g et a torsion nulle : c’est la connexion de Lévi-Civita
de g. En revanche, lorsque g posséde des singularités, ce n’est plus le cas :
la connexion de Lévi-Civita V de g est seulement définie sur M — £(g). De
plus, si g est générique, T(g) contient un ouvert dense X19(g), sur lequel la
pseudo-métrique induite gg est pseudo-riemannienne. On peut donc associer
4 go sa connexion de Lévi-Civita V. A quelles conditions les connexions V
(sur M — 2(g)) et Vg (sur Z10(g)) se recollent-elles? Comment se compor-
tent les géodésiques de V au voisinage de X(g)? On trouvera les réponses
a ces questions dans la section 2. Les connexions duales métriques compa-
tibles avec g (introduites dans [12]) jouent un réle fondamental dans cette
section. On peut ainsi définir une seconde forme fondamentale II de 2(g).
La nullité de II est une condition nécessaire et suffisante de recollement de
V et Vp; dans ce cas, on dit que ¥(g) est auto-paralléle. La forme II per-
met de caractériser les vecteurs tangents 4 $(g) qui admettent un transport
paralléle le long des courbes transverses a 3(g). Elle permet également de
préciser le comportement des géodésiques au voisinage de X(g).

La notion d’indice d’un champ de vecteurs, sur le bord d’une variété
compacte, permet de définir un indice de singularité pour les hypersurfaces
compactes d’une variété pseudo-riemannienne et pour une pseudo-métrique,
dont le lieu singulier est compact et défini localement par une équation ana-
lytique (c’est, par exemple, le cas pour les pseudo-métriques génériques).
Ces invariants permettent, en outre, d’étendre la notion d’indice de rami-
fication pour une application entre deux variétés compactes, dont le lieu
singulier est défini localement par une équation analytique. C’est 1’objet
de la section 3 qui développe et généralise les résultats annoncés dans [28]
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et [29]. On montre, dans cette section, que tout compact ¥ d’une variété
M, défini par une équation globale localement analytique, posséde un voi-
sinage V, tel que V — X(g) est feuilleté par des hypersurfaces compactes
de codimension 1. L’indice d’un champ de vecteurs sur une variété com-
pacte permet alors de définir des invariants pour un isomorphisme de TM
en restriction & M — X, dans un fibré vectoriel E au-dessus de M — X,
¥ étant un compact ayant les propriétés précédentes. Les définitions et pro-
priétés des différents indices de singularités sont alors des cas particuliers de
cette situation générale. Remarquons que ces résultats sont & rapprocher des
travaux beaucoup plus complets de Mme H. Schwarz et J.-P. Brasselet sur
les classes caractéristiques de fibrés tangents aux strates d’une stratification
analytique complexe ([3], [34], [35]). Une telle construction devrait pouvoir
se généraliser & certains fibrés a fibres variables ([36], par exemple). Le théo-
réme de Gauss-Bonnet-Chern affirme que, si A est la forme pfaffienne d’une
connexion métrique V compatible avec une métrique psendo-riemannienne
g sur une variété compacte M, on a ‘

/MA=x(M)

olt x(M) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de M. Lorsque g est une
pseudo-métrique, & toute connexion V sur M — X(g) compatible avec g
en restriction & M — ¥(g), est encore associée une forme pfaffienne A (sur
M — %(g)). On peut se demander & quelles conditions A est intégrable sur
M — %(g)? Si c’est le cas, quelle est la valeur de cette intégrale et son lien
avec x(M)?

Dans la section 4, on montre que si g posséde un lieu singulier défini
par une équation localement analytique, il existe une n-forme A’ sur M
cohomologue & A sur M — X(g) et

[ ar=xan - itg)
M

ol i(g) est l'indice de singularité de g. Ce résultat permet d’obtenir une
généralisation de la formule de Riemann-Hurwitz.

L’objet de la section 5 est I’étude de l'intégrabilité de A sur M — X(g).
Lorsque le lieu singulier de g est une hypersurface compacte et que g est non
dégénérée en restriction & ¥(g), on donne un développement asymptotique
de P’intégrale

A
M,
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ou My = M —V; est le complémentaire d’un voisinage tubulaire V; de 2(g),
dont le bord est & distance ¢ de £(g). Enfin, lorsque le lieu singulier de g est
un hypersurface et s’il est auto-paralléle, alors A est intégrable sur M —X(g)

et on a
/ A=x(M).
M-X(g)

11 est bien connu que les seules variétés riemanniennes plates compactes sont
les tores (théoréme de Bieberbach; [7], [L11]). Un théoréme de classification
analogue existe aussi pour les variétés lorentziennes plates [7]. Dans chacun
de ces cas, la compaticité entraine que la variété est géodésiquement com-
pléte. Pour les autres variétés pseudo-riemanniennes plates, le probléme de
la relation entre la compacité de la variété et la propriété d’étre géodési-
quement compléte reste, & ma connaissance, encore ouvert. D’autre part,
la classification des variétés pseudo-riemanniennes plates, compactes, com-
plétes reste également un probleme ouvert. Dans la section 6, on montre que,
si une variété compacte pseudo-riemannienne plate compléte contient une
hypersurface totalement géodésique, cette variété est fibrée sur S'. En uti-
lisant la notion de b-complétude introduite par B. Schmidt [33], on définit
la propriété de complétude d’une variété pseudo-riemannienne générique.
On démontre que, si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne générique,
compacte, si le lieu singulier de g est une variété auto-paralléle, alors M est
un fibré sur S! dont la fibre est 'une des composantes connexes de (g).
Si, de plus, la restriction de g ou —g & chaque composante de M — X(g)
est riemannienne ou lorentzienne, alors nécessairement M est compléte et
la fibre est un tore. Dans cette section, on donne également des exemples de
variétés pseudo-riemanniennes génériques plates, ainsi qu’un modéle local
au voisinage d’un point de X(g).

1. Singularités génériques d’une pseudo-métrique

1.1 Comportement générique du rang d’une pseudo-métrique

Dans cette section sont rappelés tous les résultats de généricité de [26].
Le cadre générique dans lequel se place tout ce travail repose sur une partie
importante de ces résultats.

Soit g une pseudo-métrique sur une variété M de dimension n. Le noyau
de g en un point # de M est ’ensemble

Kg(z) = {u € To M tel que g(u,v) = 0 pour tout v € T M}.
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Le lieu singulier 3(g) de g est I’ensemble des points z de M od Ky(z) # 0.
Lorsque X(g) est non vide, M' = M — X(g) est une réunion d’ouverts con-
nexes M/, i € I, et sur chaque M l'indice de g est constant. Le lieu singulier
Z(g) est la réunion des ensembles c(g) = {z € M |dim Ky(z) =c}.Si N
est une sous-variété de M, et g; la pseudo-métrique induite par g sur N,
le noyau Ky, (z) de g1 en z de N contient Ky(z) N T, N, mais I'inclusion
peut étre stricte. Comme pour les formes différentielles [25], la description
des singularités “d’ordre supérieur” du rang d’une pseudo-métrique sera
caractérisée par l’étude des espaces :

Ky(z) K4(z)NT:N Ky (2)
lorsque N = X(g) est une sous-variété de M. Dans ce cas, on va définir les
ensembles :
Ec:} (9) = {z € Be(g) | dim(Ky(z) N T Ee(g)) = c; et
1
dim(Kg1 (a:)) = cll} .

Avant de décrire le comportement générique du rang d’une pseudo-
métrique, nous allons introduire quelques notations.

Soient Mo D My D -+ D My D --- D My des sous-variétés de
codimensions respectives po, p1, ..., Py, **+, Pk On note g, la pseudo-
métrique induite par g sur M. Pour R = (rg, ..., 73) et S = (so, ..., 8%)
appartenant a lNk'H, on définit ’ensemble X pg(Mp - - - M) des points z de
M;, tels que :

o dim (K (2) NTe My) = 7;5

o l’indice de g; est s; pour tout 0 < i < k.

Le symbole de g en @ sur (Mo - -- My,) est I’élément (Ry, ..., Ry, Si) de
IN x -+« x IN*+1 5 IN¥+1 défini par

R;=(rd, ..., 7], oo 73) sir] = dim (K, (2) N T, M;)
Sk = (%0, -++y k) si I'indice de g en z est s;.
Le symbole de g en z se présente sous la forme d’un tableaun

0 i J k

TQ seeTh oee Ty aun TG 80

dim(Kg(z)NT,M ...) — 7! ok s
J k .

TP oeen 15 8;

i ¥ Sk
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Le symbole de g en z posséde les propriétés suivantes :

. . . 1
(r;, e Ty e, ro) (5 ;, r;+ J et (so, ..., S;) sont des (1)
suites décroissantes d’entiers compris entre Oetn

pic1 —pi > sup {riz} —ni 1} (2)

-1
n>sup{r —'r:' }—rt_1+2rl—rt+1
£=0

. (3)
-1 .
pi +Z’t -t it sz'} .

L’espace Q(M) des pseudo-métriques sur M est muni de la topologie C™°
de Whitney. Rappelons qu’une propriété (P) est générique dans Q(M), si
Pensemble des éléments g de Q(M) qui vérifient P, est un ensemble résiduel,
c’est-a-dire une intersection d’ouverts denses.

THEOREME 1.1.1 ([26],[27])

1) Dans Vespace Q(M), les propriétés suivantes sont génériques : pour
tout entier k et tout (Rg, ..., Rg, Sg) EN x -+ x IN*+T x INk‘H, sila
dimension n de la variété M est assez grande, les sous-ensembles

LRy,5(9) -1 Ry, ..., By, 5 (9)
sont bien des sous-variétés plongées de M, ou bien ces sous-ensembles
sont vides

Les ensembles singuliers g, . R; s;(9) sont définis par récur-
rence de la maniére suivante :

SR,... R;,5;(9) = BR;,s;[M, 2Ry, 5,(9): -+, =Ry, ... B;,,5;,(9)3 9],
avec S; = (80, -+, 8;) 85 Sk, = (80, <+« 855 +++, Sk)-

2) Le symbole d’un élément générique g est (Ro, ..., Rk, Sk) en tout
point de ER0,~~:ersh(g)'

3) Lorsque TR, .. R,,5,(9) est non vide, sa codimension K(Ry, ..., Ry)

ne dépend que de (Rp, ..., Ry) (pour g générigue). La valeur de
H(Ro, ..., Ry) €5t donnée par la formule de récurrence suivante :

rg(rg +1)

PRy =~y
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("ll: - ’l’f:—1)(T;ec - "II:—1 +1)
Ry, .., Ry) = H(Ry,..,Ry_;) T 2

k k-1 k
+ rk—l (M(Ro, '-'ka—l) - “(Ro, veey Rk—2) - rk—]_ - rk—l)

avec la convention p(g, waBRy_p) =0 pour k =1.

Puisque la codimension de g, .. g,,s,(9) ne dépend pas de S, on note
Z Ry, ..., R, (g) la réunion des variétés 2Ry, ...,Ry, 5, (9) pour S € INF+1

Comme la théorie classique des singularités d’applications ou de formes
différentielles ([2], [20], [22], [25], [38]), la démonstration du théoréme 1.1.1
se ramene & la construction de sous-variétés Sp, g, 5, (M) dans espace
Qr(M) des k-jets d’éléments de Q(M). La démonstration du théoréme 1.3.7
a la fin de la section 1 donne une idée précise de la méthode utilisée pour
établir ce type de résultat.

THEOREME 1.1.2. — Une pseudo-métrique générique g posséde un ensem-
ble singulier TR, ... R,, s, (9) non vide si, et seulement si, (Ry, ..., Ry, Sk)
vérifie les propriétés (1), (2) et (3) énoncées plus haut, avec

Pi = B(R,, ... Ri)-

1.2 Exemples de situations génériques

Dans les situations suivantes, les ensembles singuliers Tg, R, (g) cités
possédent génériquement les propriétés décrites ou sont vides.

1.2.1 Comportement générique en dimension 2

e Le lieu singulier de g est une sous-variété plongée de M de dimension 1
et est égal & X1 (g), c’est-a-dire ’ensemble des points de M oil le noyau de
g est de dimension 1.

e La variété X;(g) est la réunion des deux ensembles suivants :

¥ 10(g) ensemble des points de £;(g) ol le noyau est transverse a Z1(9).-
0
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T 11 (g) ensemble des points isolés de T1(g) ot le noyau de g
1
est tangent & T1(g) -

L’ensemble £ 19 (g) est un ouvert de X1(g), alors que X1 (g) est un ensemble
0 1

de points isolés.
Nous allons illustrer cette description par un exemple.

Sur R2, on considére la pseudo-métrique
g = dz? +2ydedy + (2% —a® + y?)dy?.

Le lieu singulier de g est la réunion des droites D d’équation z = a et D’
d’équation ¢ = —a. L’ensemble 19 (g) est la réunion des demi-droites de D
0

et D' obtenue en retirant les points A et A’ de coordonnées (a,0) et (—a,0)
respectivement. Enfin, £ 11 (g) est formé des points A et A' (fig. 1).
1

g riemannienne

f//:;?i\ X

g lozentzienne

fx e
RS

g riemannienne

Fig. 1
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1.2.2 Singularités $q, et 1,0 en dimension quelconque

L’ensemble X;(g) est une sous-variété plongée de M de codimension 1.
Sur ¥1(g), le noyau de g définit un champ de ditections K. Par définition
sur 'ouvert £19(g), le champ K est transverse & X;(g) et il lui est tangent

aux points du complémentaire, c’est-a-dire :
21% (9).

Le lieu singulier de la pseudo-métrique g;, induite par g sur X1(g), est
précisément '

Ti(g1) = 21} (9)-

Cet ensemble est une sous-variété de £;(g) de codimension 1, et K est aussi
le noyau de g;. Désignons par 1 le tableau triangulaire a k lignes et k
colonnes suivant

11 1
1 1
1

Si gg41 est la pseudo-métrique induite par g sur ¥q,(g), alors 21(9k+1)
est égal & Xy, ., (g) et cet ensemble est une sous-variété plongée de 1, (g)
de codimension 1. Le noyau de g, est égal au noyau de g, g1, ..., g, en
tout point de Xy, (9). Enfin la variété $1,(g) — (gr11(g)) est égale a la
variété

21 .. 1009

1 .. 10

10
On note X1,0(g) cette variété.

Ilustrons cette description par un exemple.

Sur R™, considérons la pseudo-métrique

k—1 k
g= Z d:c? +2 (Z z;41 dz; dmk) + (:c1 + Z azf) d:c,zc .
1=2

=1 =1

i#k
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Le lieu singulier de g a pour équation 1 = 0 et il est égal & 3;(g). Le noyau
de g est engendré par

k-1
7] 8
K = 'é;]:— Z{ti_,.l(—?—w—i.

=1

Pour 1 < £ < k—1,la variété Z1,(g) a pour équation 1 = 0--- =z, =0
et ’ensemble 3;,0(g) est 'ouvert des points de Xq,(g) vérifiant x4y, #
0,..., 2z #0. Pour £ = k, on a I’égalité 1,(g) = X1,0(g) et ces ensembles
ont pour équation z; = =x,=0.

1.2.3 Contact du champ de noyauz avec X1(g)

Un champ de vecteur K non nul a un contact d’ordre p avec £1(g) en
un point a de cet ensemble, s’il existe un voisinage U de a et une fonction
f:U — R tels que

Ti(g)nTU = f—l(o)’
K(f)(a) = K*(f)(a) = - = K?(f)(a) = 0

et
KPYY(f)(a) #0,

ot K(f) = K(K*(f)) et K°(f) = f. En fait, cette propriété ne dépend
que de la valeur de K en a.

Nous allons montrer qu’en tout point de X1, (g), le contact du noyau de
g avec £1(g) est d’ordre k — 1.

En effet, soit U un voisinage d’un point a de ;,(g) tel que U N X(g) =
T1(g) et K un champ de vecteurs sur U qui engendre le noyau de g sur
$1(g) N U. Par généricité, la fonction f; = g(K,K) est une submersion
d’un voisinage U; C U sur R et £1(g) N U; = f71(0). Par récurrence, on
construit un voisinage U C U contenant a tel que, sur U N T1(g), Up N
21,(9), .-+, UxNZ1,(g), K engendre le noyau des restrictions g1, g2, ..., g&
aux variétés ,(g), £1,(g), ..., £1,(g). Par construction, 1 <£ <k -1,

Z1,0(9) = B1,(9) — =(91,,,)
Ell+1 (9) =21 (91z+1 ).

1l en résulte que U N X1, ,(g) est ensemble des points de Uj N Xy,(g) o
K est tangent a Xq,(g).
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Soit f; : Uy — R une submersion telle que U, N Zy,(g9) = f[l(O).
La codimension de ¥j, , (g) dans ¥;,(g) étant égale & 1, ensemble Uy N
T1,,,(g) est caractérisé par Péquation K(f;) = 0 dans Zq,(g).

Par généricité, les fonctions f; = g(K,K), fo = K(fi), ... fr =
K(fr—1) sont des submersions sur un ouvert U; C Uk et f = 0 est une
équation de 31, , (g) dans ,(g) sur U, pourl < l < k—1. En conséquence,
on a

K(f))(@) == K*(f1)(a) = 0.

D’autre part par définition de X, o(g), K est transverse a ¥;,(g); on a
donc aussi

K*(f1)(a) = K(fi)(a) #0.0

Remarque. — L’ensemble singulier X7, o(g), pour

k-1 k
g= Z d:c +2 (Z z;41 dz; dwk) + (:cl + wa) dzi
=2
7k

=1

(cf. § 1.2.2) est égal I'y_; (Z1(g)), ensemble de points de £;1(g) ou le contact
du noyau de g avec 31(g) est d’ordre k — 1. En général, I'inclusion de Z;(g) -
dans T';_;(Z1(g)) est stricte.

1.3 Plongements génériques d’une variété dans une variété pseudo-
riemannienne

Dans tout ce paragraphe, N est une variété de dimension n + p, G est
une métrique pseudo-riemannienne (non dégénérée) d’indice v sur N, et M
est une variété de dimension n.

Soit f : M — N un plongement de M dans N et g = f*G la pseudo-
métrique induite par le plongement sur M. Notons T'f ’application tangente
a f, F le sous-fibré de TN image de T'f et enfin F- le fibré orthogonal &
F dans T'N relativement & G. Le noyau de g en un point = de M est égal a
Tf~1(Fz)NFZ ou F, (resp. Fi) désigne la fibre de F' (resp. F'1) au-dessus
de f(=).

LEMME 1.3.1. — La dimension du noyau de g est inférieure ou égale d
inf(v, n+p—v, p) en tout point de M.

L’espace C(M, N) des applications C™ de M dans N est muni de la
topologie C>® de Whitney. L’ensemble des plongements P(M,N) de M
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dans N est un ouvert de C(M, N). Désignons par C1(M, N) le fibré des
k-jets d’éléments de C(M, N). On considére le morphisme de fibré sur M :

I : Cop1(M,N)  —  Qu(M)
s - BNre).

LEMME 1.3.2 ]

1) I est une submersion en tout point jif de l’ensemble Po(M,N) des
2-jets d’éléments de P(M, N).

2) Si k > 2, pour chaque valeur de Uentier p, il eziste un entier n(p) tel
que, pour n > n(p), il n’eziste aucun point de Cpyq(M,N) oi I} est
une submersion.

Démonstration.— Le probéme étant local, on peut supposer que M =
R", N = R"*?, 2 = 0, f(z) = 0. Il existe un systéme de coordonnées locales
(z1, -++, Zn) (resp. (y1, -+ ., Yn) sur un voisinage U (resp. V) de 0 dans R™
(resp. R™*P) tels que

n+p

° j&G = Z eidyf avec g; = +1;

=1

e ’expression locale de f est

Y =@ pouri=1 ..., n
Yntj = 95(T1, ..., @n) pourj=1,...,p.

Soit Cr1(n, n + p), l’espace des (k + 1)-jets en 0 d’applications de R™
+1 ‘esp

dans R™*P qui fixent ’origine. L’application £, sera une submersion en

jg’"'l f si seulement si ’application encore notée £, :

G :C*lin,n4p) — Q4
A — jEl(r*G)

est une submersion en j§+1f. Pour k£ = 1, I’application tangente a ¢; en

jg f est

n p
Tly(h1, ooy Bnip) = D €ideidhi+ Y enyjddjdhny;.
=1 7j=1
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L’ensemble {dz,‘ dz;, zgdz;dz;, £=1,...,n,1<i<j< n} constitue
une base de Q1. Pour (hy, ..., Anip) = (0,...,0, h; = g2}, 0, ..., 0),
ona TIi(hy, ..., hntp) = dz; dz;. Pour (hy, ..., hntp) défini par

1

h; = Efi‘ci"”l, h; = ~e;zjzy, hy=0 pours#i,j, ¢

2
ona TIi(hy, ..., hntp) = 2,de;dz; (fin de démonstration du 1)).

On a
. _ k+1
dim Crta1(n, n+p) = (n+p)(n+C2, +C3 5 +-- +Qw0

n(n + 1)

dim Q, = >

(1+n+c,2,,+1+0+2+ +C+k 1)

dim Qp — dim Cpyq(n, n + p) =

n(n+2p ¢ (£—1)n? —n(2p+£—-1)—20p
+ZC -1 20+2

=1

La différence dim Q) — dim Cj1(n, n + p) est un polynéme en n de degré
k + 2 et le coefficient de n**2 est strictement positif pour k > 2. Par suite,
Papplication T'I; n’est pas surjective pour n assez grand, p et k > 2 donnés. O

Considérons la stratification {Zg, g, 5, (M)} de Q1(M) (voir le commen-
taire aprés le théoréme 1.1.1). Comme I : Po(M,N) — Q1(M) est une
submersion, I’ensemble Eg g, s, (M) = I 1(ERO R, 5,(M)) est une sous-
variété de Py(M, N) avec conservation de la codimension. En appliquant le
théoréme de transversalité de Thom & la stratification {Eg g 5 (M)} de
Py(M, N) ainsi construite, on obtient le théoréme 1.3.3.

THEOREME 1.3.3. — Dans P(M, N) la propriété suivante est générique :
la pseudo-métrique g = f*G induite par le plongement f : M — N est
transverse d la stratification {Ep, g, s, (M)} de Po(M,N).

DEFINITION 1.3.4

1) On dit que le plongement f : M — N est générique si le 2-jet de f est
transverse d la stratification {Eg g, s, (M)} de P,(M,N).

2) On dit que la sous-variété M de N est générique si linclusion
f: M — N est générique.
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Comme corollaire des théoréemes 1.3.3 et 1.1.2 et du lemme 1.3.1 on a le
théoréme 1.3.5.

THEOREME 1.3.5

1) Le plongement f : M — N est générique si et seulement si g = f*G
est générique (en temps que pseudo-métrique sur M ).

2) Si le plongement f : M — N est générique, alors TR R, s,(g) est
non vide pour (Ro, Ry, S1) vérifiant les propriétés (1)-(3) du théoréme
1.1.2 et sion a

(8 + ).

) <inf(v,n+p—v, p), r%Sinf(u,n—}-p—V, 5

Par exemple, si k = 1 ousi v = 1 ou si v = n+ p— 1, le lieu singulier
de g sera {génériquement) une sous-variété plongée de M de codimension
1 ou bien sera vide : c’est la variété 1(g), Les seuls ensembles singuliers
Y RoR, 5, » €ventuellement non vides, sont

L11(9) et Tio(g)-
1 0

Supposons que N = R™*! et que G, soit la métrique pseudo-riemannienne
canonique d’indice v sur R™t1, c’est-a-dire

v n+1
Gyz——Zd:c%+ Z dz?
=1 j=v+1

avec 1 < v < n. Le lieu singulier de la pseudo-métrique g induite par G,
sur toute hypersurface compacte M est alors non vide. On en déduit le
corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3.6.— Soit M une hypersurface compacte générique de
la variété pseudo-riemannienne (R™1,G,) avec 1 < v < n. Le lieu
singulier X(g) de la pseudo-métrique g induite sur M est une sous-variété
compacte non vide de M de codimension 1. Le lien singulier 3(g;) de la
pseudo-métrique g1 induite sur 3(g), s’tl n'est pas vide, est une sous-variété
compacte de M de codimension 2.

Pour k > 2, I}, : Cp11(M,N) — Qi(M) n’étant plus une submersion,
en général, pour une pseudo-métrique g induite par un plongement, les
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ensembles g g, s (9) n’ont plus, génériquement, les propriétés du théo-
réme 1.1.1. Cependant, certains de ces ensembles gardent de telles propriétés
génériques dans des cas particuliers génériques.

THEOREME 1.3.7.— Soit g une métrique pseudo-riemannienne sur N
localement conformément plate (c’est-d-dire tout point de N posséde un
voisinage U et une fonction non nulle ¢ sur U, tels que ¢G soit plate).
Dans lensemble P(M,N), la propriété suivante est générique :

s’il sont non vides, les ensembles $1,(f*G) et T1,o(f*G) sont des sous-
variétés plongées de M de codimension k.

Ce théoréme est démontré a la fin de cette section.

Compte tenu du lemme 1.3.1lorsque p=louv=1ouv=n+p—1,le
théoréme précédent permet de donner une description générique compléte.
Plus précisément, on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3.8.— Dans P(M,R™*P), les propriétés sont génériques,
pour p =1 et v quelcongue, on bien p quelconque etv =1 ou n+p—1 (pour
tout 0 < k < n), s’il ne sont pas vides, les ensembles singuliers X1, (f*G,)
et 1, 0(f*G,) sont des sous-variétés plongées de M de codimension k et
ce sont les seuls ensembles TRy, ... R,,s,(f*Gy) éventuellement non vides.

1.4 Démonstration du théoréme 1.3.7

Comme pour tous les résultats de ce type, on est ramené a la construction
de sous-variétés 1, et Eq,_, o dans ’espace Ppq(n, n+p) des (k+1)-jets
d’immersions de (R™, 0) dans (R™*?,0), invariantes par I’action des groupes
de (k + 1)-jets de difféomorphismes préservant l’origine & la source et au
but. (De telles variétés sont appelées des singularités.) Compte tenu de cette
invariance, on obtient des sous-variétés Z;, (M, N) et E1,_, o( M, N) dans
Pi11(M, N), fibrées sur M x N, de fibre type E;, et 1, _, o respectivement.
Le théoréme 1.3.7 est obtenu en utilisant la transversité a ces sous-variétés.
Caractérisons d’abord les plongements f de M = R™ dans N = R™*? pour
lesquels le k-jet j*(f*G) est transverse a 21, (R*)oua By, , o(R")en 0.

LEMME 1.4.1

1) La pseudo-métrigue g = f*G est de rang n — 1 en 0 € IR™ si et
seulement s’il exziste un systéme de coordonnées (1, ..., zn) (resp.
(¥1) +++» Ynt+p)) sur un voisinage U (resp. V) de lorigine dans R™
(resp. R™P ) tel que :
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a) Tf(ToR™) soit engendré par 8/8yy, ..., 8/dyn;
b) G = X(dy dyn+p+§:?:§_1 &5 dy?) avec £ = %1 et X une fonction
non nulle;
¢) le plongement f a une écriture du type :
{yi:a:i pour1<i<n
Yntj; = ¢j(31» seey :cn) pour 1 < j < p,
avec ¢;(0) = 0 et (3¢;/02;)(0) =0,1<i<n,1<j3<p.
2) Avec les notations de 1), soitw: V — U définie parz; = y;, 1 < i < n.

On note z le gradient (relativement d G) de ¥ = A" tP(y, 4, — Bpo07).
Le jet j*g est transverse a 21, (R™) en 0 si et seulement si :

a) X(2)(0)="-=X¥¥)(0)=0;
b) X(®),..., X*(¥) sont indépendants en 0;
c) grad X(¥), ..., grad X*(¥) sont des vecteurs non isotropes en 0.

Le jet j%g et transverse d 21,_,0(R™) en 0 si et seulement si jk-1g

est transverse ¢ X1, ,(R") en 0 et si X*(®)(0) # 0.

Démonstration du lemme.— La partie 1) est élémentaire.

2) Avec les notations du lemme, on a

L’orthogonal de ToRR™ est engendré par grad(y,.; — ®o7)(0),0 < j < p,
et par construction ToR™ N (Tp R")‘L est engendré par X (0) = 8/0y;. Par
suite, X est isotrope en 0 alors que grad(y,4; — ® o 7)(0) n’est pas isotrope
en 0 pour 1 < j < p— 1. On en déduit que, sur un voisinage de 0, I1(g)
est ’ensemble des points & ot X (z) est isotrope. Les équations locales de

%1(g) sont donc
Ynt; —8;=0, 1<j5<p

G(X,X)=X(8)=0.

Ainsi, g est transverse & X1(R") en 0 si et seuleument si d(X(2))(0) # 0.
Supposons que, lorsque j*~1g est transverse & 3, +_1 (R™) en 0, on ait

i) les équations locales de £;, , (g) sont

{yn+j—§j=0 1<5<p
X (®)=0 1<<k-1;
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i) grad(yn+j - <I>j(0)), 1<j<p-1let grad(X‘(Q)), 1<e<k-1,
sont non isotropes en 0;

iii);, le symbole de g sur (R™, Z(g), ..., T1,_,(9)) en 0 est 1; (resp.
1;-10) si et seulement si X*(8)(0) = 0 (resp. X*($)(0) # 0) et
grad (X*(#)) est non isotrope en 0.

Dans cette hypothése, sur un voisinage de zéro, £, (g) est 'ensemble des
z de 1, , (9) qui vérifient X*(®)(z) = 0 et grad (X*(2)(z)) non isotrope.
Par suite, j*g sera transverse a Z1,_,(R™) en zéro si et seulement si les
fonctions X (&), ..., X*(®) sont indépendantes en zéro. D’autre part, le
symbole de g sur (R™, Z,(g), ..., £1,(g)) en 0 est 141 si et seulement si
la dimension de l’espace

[T£(To21,(9))] N [TF(ToZ1,(9)))*
est égale & 1. Or [Tf (T()Z}k__lk(g))]l est engendrée par les vecteurs
grad(y‘n‘h‘i - §.1)(0)1 1<j5<p-1, grad(Xl(Q)) (0) y 1<£<k et X.

Ce symbole est 15, si et seulement si X est tangent & 1, (g) en zéro et
grad (X k‘H(Q)) est non isotrope en zéro. Le raisonnement est analogue pour
le symbole 1;0.0

Nous allons maintenant construire les singularités Z1, et E1,_,0 dans
Peyi(n, n+p).

Un systéme de coordonnées (i, ...,1,) fixé sur R", un élément de
Q) peut étre considéré comme une pseudo-métrique sur R™ & coefficients
polynomiaux de degré k. Les singularités (de pseudo-métriques) I; . (resp.
¥1,_,0) se définissent par récurrence de la maniére suivante : X, est dans
Qo, I’ensemble des formes bilinéaires symétriques de rang n — 1.

Pour k > 1, X;, est 'ensemble des g de Q, tels que :
e le (k — 1)-jet de g est transverse a X1, , (R™) en zéro,
e le noyau de g est tangent & £;, , (g) en zéro,

o le noyau en zéro de la pseudo-métrique induite sur Z1,_,(g) est égal
au noyau de g.

Pour k > 1, X1, ,0(g) est ’ensemble des g de Qy, tels que :
o le (k — 1)-jet de g est transverse a 1., (R™) en zéro,
e le noyau de g est transvese a 1, , (g) en zéro,

¢ la pseudo-métrique induite sur X1, _, (g) est non dégénérée en zéro.
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Rappelons que X, et X1, , (g) sont des sous-variétés de Qj, de codimen-
sion respectives k et k — 1. Considérons I’application I, : Pry1(n, n+p) —
Q. (cf. § 1.3). On pose

-1
1 = Ik (Elk)

et
= _ -1
E1py0 = I (21, _0) -
Il reste a2 montrer que Z;, et Z;, ,o sont aussi des sous-variétés de
Pri1(n, n+ p) de codimensions respectives k et k — 1.

Nous avons vu (démonstration du lemme 1.3.2) que pour k > 2, I
n’est pas une submersion pour n assez grand. En fait, I} est transverse
a ¥, et X1, _,0 ce qui entraine le résultat. Cependant, nous démontrerons
directement que Z;, et E;, o sont des sous-variétés de P, 1(n, n+p) sans
établir la transversalité de I.

Soit f € Ppi1(n, n+p) tel que le rang de f*G(0) soit n—1. En appliquant
le lemme 1.4.1, on en déduit que f € E1, si, et seulement si, on a 2a), 2b),
2c), et on en déduit que f € E k-1, si et seulement si *1f e 1,0 et
X*(#)(0) # 0. Les conditions 2a) et 2b) sont équivalentes & dire que X (&)
présente la singularité S, en zéro ([2] par exemple). On a

_ af‘n+p = afn+p 2
X(<1>)_z———aml -;e, 3o,

Considérons ’application o de Pyyi(n, n + p) dans espace Ji(n) des
k-jets d’applications de R™ dans IR définie par

_ Oy | Ohnip\®
o) =250t = 25 gy

La différentielle de o est
_ Z Ofnip O
To(h) =2 (8:::1 & o 8z; (hntp)

Il est facile de vérifier que o est une submersion en f. Les conditions 2¢)
et Xk(i)(O) # 0 étant ouvertes, il en résulte que =;, et =1, o sont des
sous-variétés de P, (n, n+p) de codimensions k et k—1 respectivement. O
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2. Connexions duales compatibles avec une pseudo-métrique

2.1 L’homomorphisme ¢’ associé a une pseudo-métrique g

Soit M une variété de dimension n. Etant donnée une pseudo-métrique
g sur M, g est k-générigue sile k-jet de g est transverse a la stratification

{ZRo, .. Ra, 5. (M) | (Ro, .., Ry, Si) €IN x -+ x INFF1 5 INk+1}

de Qu(M) (cf. § 1.1).
Dans toute cette section, on dira que g est générique si g est 0-générique

et si ’ensemble singulier £19(g) est un ouvert dense de £;(g). Dans ce cas
(M, g) sera appelée une variété pseudo-riemannienne générique.

Toute pseudo-métrique g définit un homomorphisme gl’ :TM - T*M
par ¢%(u)(v) = go(u,v); " est un isomorphisme si et seulement si le lieu
singulier de g est vide. Ainsi en général, pour toute 1-forme a sur M,
I’équation g"(X ) = @ ne posséde pas de solutions dans ’espace des champs
de vecteurs sur M. Cependant lorsque g est générique, on a le résultat
suivant.

THEOREME 2.1.1.— Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne géné-
rique et a une 1-forme sur M. Il eziste un unique champ de vecteurs sur
M tel que

F(X)=a

st et seulement si o s’annule sur le noyau de g, en tout point d’un ensemble
dense de la premiére strate T1(g) de (g).

Ce théoréme résulte de [21] en utilisant un raisonnement analogue & la
démonstration du théoréme V de [31].

Pour toute pseudo-métrique g, on note A;(M ) Pensemble des 1-formes
sur M vérifiant les conditions de noyaux énoncées dans le théoréme 2.1.1.
L’espace A!IJ(M ) s’identifie donc & I'image de I’homomorphisme (noté encore
g"), de l’espace T'(M) des champs de vecteurs dans I’espace A'(M) des 1-
formes sur M induit par gb. Siae A;(M ), on note oy I'unique champ de
vecteurs défini par

gb(ag) —a.
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Soit f une fonction sur M :sidf € A;(M ), le champ de vecteurs (d f)g
est appelé le champ de gradient de f (relativement & g) et sera noté grad,(f)
ou grad f s’il n’y a pas d’ambiguité sur la pseudo-métrique générigue.

Soient (N,G) une variété pseudo-riemannienne et f un plongement
générique de M dans N (au sens de la définition 1.3.4). Sionnote g = f*Gla
pseudo-métrique induite, (M, g) est alors une variété pseudo-riemannienne
générique.

PROPOSITION 2.1.2. — Soit o une 1-forme sur N, telle que le champ de
vecteurs ag = G"—l(a) soit tangent ¢ M auz points de X(g). Alors, la 1-
forme a; = f*a induite sur M appartient d A}(M ) et le champ de vecteurs
ag est €gal d la projection orthogonale de ag sur T;M parallélement d
T ML pour tout point x de M — £(g) et ¢ ag(z) pour point & de X(g).

Sidim N = n + 1, réciproguement, toute 1-forme a, dont la restriction
a1 & M appartient d A;(M), est telle que ag est tangent & M sur X(g).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.1.1, il suffit d’établir le résultat
en tout point de ¥1o(g). Soit a un point de T19(g) et X1, ..., X, une base
de TM+L au-dessus d’un voisinage V de a telle que X; engendre TM NTM~+
sur £10(g) (c’est-a-dire le noyau de g). Les 1-formes §; = G*(X3), ..., 8, =
G*(Xp) sont indépendantes et TM = N}_) Ker6; sur M N V. Comme
ag = Gb_l(a) est tangent & M sur £(g),on a f;(ag) =0pour1 <i<p
sur ¥10(g) N V. Par suite, a(X;) est nul pour tout i et en particulier

a(X1)=a1(X1) =0 sur Zip(g)NV.

Sidim N = n+1, avec les notations précédentes, ag sera tangent & M en a
si et seulement si a(X1) = 0, c’est-a-dire si et seulement si a; s’annule sur
la noyau de g.

2.2 Connexions duales g-métriques

Soit g une métrique pseudo-riemannienne sur M. Rappelons la définition
suivante.

DEFINITION 2.2.1.— Une connezion compatible avec g ou connezion g-
métrique, est une application V : T'(M) x T'(M) — I'(M), R-bilinéaire telle
que pour toute fonction f sur M et tout champ de vecteurs X,Y, Z, on ait

1) VxfY = X(f)Y + fVxY;
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2) VixY = fVxY;
3) X(9(Y,2)) =g(VxY, Z) +9(Y, VxZ).

La connexion de Lévi-Civita de g est l’unique connexion g-métrique a
torsion nulle, c’est-a-dire :

VxY -VyX - [X,Y]=0.
Elle est caractérisée par :

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(X, 2)) - Z(9(X, Z)) +
+9([X,Y], 2) - g(1X,2],Y) —g(I, 2], X).

lorsque g est une pseudo-métrique (singuliére), il n’existe pas en général de
connexion g-métrique associée.

En effet, si g est une pseudo-métrique 1-générique sur M, pour laquelle
Z(g) est non vide, ensemble T19(g) est un ouvert dense de T(g). Etant
donné un point a, et T19(g), et K un champ de vecteurs sur un voisinage U
de a qui engendre le noyau de g sur £1(g)NU, ’équation g(K, K) = 0 définit
Z10(g) sur U. De plus, K (9(K, K)) est non nul sur £19(g) N U. Supposons
qu'’il existe une connexion g-métrique V, on aura alors 9(VkK,K) =0 sur
T10(9) NU. Mais comme K (g(K, K)) = 29(Vk K, K), on ne peut donc pas
avoir K (g(K, K)) # 0 sur Z10(g) N U.

En revanche pour toute pseudo-métrique g, on peut définir I’application
D:T(M) x T(M) — AY(M) par :

2DxY(2) = X(9(Y,2)) + Y (9(X, 2)) — Z(9(X, 2)) +
+9(1X,Y], 2) - (X, 2], Y) - 9(I, 2], X).
pour tout champ de vecteurs X,Y,Z de I'(M). L’application D est R-

bilinéaire et posséde les propriétés suivantes pour toute fonction f et tout
champ de vecteurs X,Y, 7 :

1) Dx fY = X(f)g"(Y) + fDxY;
2’) Dfxy . fDXY;
3') X(9(Y,2)) = DxY (Z) + Dx Z(Y).

On est alors conduit & la définition de connexion duale introduite par
M. Kossowski dans [14].

(4)

DEFINITION 2.2.2.— On appelle, connezion duale g-métrique, toute
application R-bilinéaire D : T'(M) x I'(M) — A}(M) ayant les propriétés -
1'),2'), 3), énoncées plus haut.
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On appelle torsion d’une connexion duale g-métrique, le tenseur de type
(0, 3) défini par :

Tor(X,Y,Z) = DxY(Z) - Dy X(2) - 9((X,Y), 2).

Comme pour la connexion de Lévi-Civita de g, lorsque g est non singu-
li¢re, on vérifie que la connexion duale définie par (4) est I'unique connexion
duale a torsion nulle. Cette connexion sera appelée la connezion duale de
Lévi-Civita de g.

Les connexions duales g-métrique sont obtenues a partir de la connexion
duale de Lévi-Civita de g de la maniére suivante.

PROPOSITION 2.2.3.— Soit D la connezion duale de Lévi-Civite de
g. Toute application R-bilinéaire D' : T(M) x T(M) — Al(M) est une
connezion duale g-métrique si et seulement s’il eziste un tenseur T, de type
(0,3) sur M antisymétrique par rapport auz deuz derniéres variables, tel
que

D%Y(Z)- DxY(2)=T(X,Y,2)

pour tout champ de vecteurs X,Y,Z sur M.

Considérons une sous-variété P de M. Etant donnée une connexion duale
g-métrique sur M, Papplication D : T'(P) x I(P) — Al(P), définie par
DxY(Z) = DxY(Z) pour tout champ de vecteurs X,Y, Z de P, est une
connexion duale g-métrique sur P, ol g est la pseudo-métrique induite par
g sur P. Cette connexion s’appelle la connexion duale g-métrique induite
par D sur P. En particulier, si D est la connexion duale de Lévi-Civita de
g, D est aussi la connexion duale de Lévi-Civita de g.

2.3 Lieu singulier auto-paralléle et fortement auto-paralléle

Soit (N,G) une variété pseudo-riemannienne et V une connexion G-
métrique sur N. Etant donnée une sous-variété M de N , on note g la
pseudo-métrique induite par g sur M. Supposons que g soit non dégénérée.
Désignons par I'(M )‘L Pensemble des champs de vecteurs sur N qui sont
orthogonaux a T'M. Rappelons que la seconde forme fondamentale de M
par rapport a V est ’application :

Oy : (M) x T(M) — T(M)*,

ot Ty (X,Y) est la composante de VxY sur TM~. La sous-variété M est
auto-parallele si et seulement si Iy = 0, clest-a-dire si et seulement si la
restriction de V a I'(M) x I'(M) est & valeurs dans I'(M).

-110 -



Quelques propriétés géométriques des variétés pseudo-riemanniennes singuliéres

Nous nous proposons d’étudier ce probléme lorsque G est une pseudo-
métrique générique. En particulier, on montrera que la notion de “lien
singulier auto-paralléle” permet de définir un prolongement de la connexion
métrique V sur M — ¥(g) canoniquement associée & une connexion duale
g-métrique sur M.

Désormais, g est une pseudo-métrique (singuliére mais non nécessaire-
ment générique) sur la variété M. Pour toute sous-variété P de M, on
désigne par I'(P)' I’ensemble des champs de vecteurs X sur M tels que
9=(X,u) = 0 pour tout u de T P et pour tout z de P. Soit A(P) I’anneau
des fonctions sur P. Etant donnée une connexion duale g-métrique D sur
M, on associe I’application :

Op:T(P)xI(P) — A(P)
(X,Y,2) — DxY(2)

ot Y est un champ de vecteurs sur M qui prolonge Y.

LEMME 2.3.1
1) Ip est bien définie,
2) Ip est une application A(P)-trilinéaire,

8) si D est la connezion de Lévi-Civita de g, IIp est symétrique par
rapport auz deuz premiére variables. IIp s’appelle la seconde forme
fondamentale de la sous-variété P.

LEMME 2.3.2.— Soit D la connezion de Lévi-Civita de g et P une sous-
variété de M. Alors, on a : '

Ip(X,Y,2) = —3 (Lz6)(X,Y)

pour tout X,Y de T'(P) et Z de T(P)t, oi Lz est la dérivée de Lie par
rapport 4 Z.

DEFINITION 2.3.3.— Soit D une connezion duale g-métrigue sur M.

1) On dit que P est auto-paralléle (relativement ¢ D), si Ip est idents-
quement nulle.

2) Sila pseudo-métrique g est générigue, on dit que le lieu singulier (g)
est auto-paralléle (relativement d D) si chaque strate T.(g) est auto-
paralléle (relativement a D).
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Lorsque g est non dégénérée, et lorsque P est une variété pseudo-
riemannienne de M, P est auto-paralléle au sens classique si, et seulement si,
P est auto-paralléle au sens de la définition 2.3.3. D’autre part, P sera auto-
paralléle si, et seulement si, P —X(g;) est auto-paralléle (au sens classique).
g1 étant la pseudo-métrique induite par g sur P.

PropoOSITION 2.3.4.— Soit D la connezion de Lévi-Civita de g.

1) Considérons une hypersurface P de M telle que le fibré TP soit
trivial de dimension 1. Alors, P est auto-paralléle si, et seulement si,
(Lkg)(X,Y) = 0 pour tout X etY de I'(P), K étant une section non
singuliére de TP+,

2) Si (M,g) est pseudo-riemannienne, une Sous-variété générique P
est auto-paralléle si, et seulement si, la pseudo-méirique g1 est non
singuliére. '

Démonstration. — La partie 1) est une conséquence directe du lemme
2.3.2. La partie 2) s’tablit en appliquant le lemme 2.3.2. localement sur
%10(g1) et en reprenant ’argument déja utilisé pour la non existence de
connexion métrique dans le cas singulier. O

A chaque connexion duale g-métrique D est associé une unique connexion
g-métrique V : T(M') x T(M') — T(M') sur M' = M — ¥(g). Comme on
I’a vu au début du paragraphe, lorsque g est générique, V ne peut pas,
en général, se prolonger en une connexion V : I'(M) x (M) — T'(M).
Cependant nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3.5.— Soient g une pseudo-métrique et T'(g) l’ensemble
des champs de vecteurs sur M qui sont tangents d X(g). Pour toute
connezion duale g-métriqgue D, considérons les propriétés suivantes :

a) la connezion g-métrique V : T(M') x T(M') — T(M') associée & D
se prolonge en une application V : I'(g) x T'(g) — I'(g) vérifiant les
propriétés 1), 2), 3) de la définition 2.2.1, pour tout X,Y, Z de I'(g) ;

b) X(g) est auto-paralléle relativement ¢ D ;

¢) T1(g) est auto-paralléle relativement ¢ D ;

d) la connezion g-métrigue V : T(M')xT(M') — T(M') associée ¢ D sur
M se prolonge en une application V : T(M) x I'(g) — I(g) vérifiant
les propriétés 1), 2), 8) de la définition 2.2.1., pour tout X de T'(M)
etY,Z de I'(g);

e) soit la connezion duale de Lévi-Civita de g et T le tenseur de type
(3.0) défini par D — D° (proposition 2.2.3) : alors T(X,Y,Z) = 0
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sur T10(g) pour tout X,Y de I'(M) appartenant auv noyau d; g sur
Z10(9)- '

On a les equivalences suivantes :

e dans tous les cas : a) & b) & ¢);

esiD=D%:a)& b)) d);

e dans l’une des hypothéses a) ou b) ou c), et lorsque D = D° : ¢) & d).

Remarques

1) Soit g une pseudo-métrique générique dont le lieu singulier est égal
a Xi(g), pour la connexion duale de Lévi-Civita D° de g. La seconde
forme fondamentale II0 de X(g) est égale & (—1/2)Lgg (lemme 2.3.2).
La connexion de Lévi-Civita de g sur M’ = M — £(g) va donc se prolonger
sur X(g) en une application V : I'(M) x I'(g) — I'(g) si, et seulement si,
(Lxgg)(X,Y) = 0 pour tout champ de vecteurs X et ¥ tangents a X(g).

2) L’implication d) = a) est évidente pour toute connexion duale g-
métrique D. Par contre la réciproque est fausse, comme le montre 1’exemple
suivant.

Ezemple.— Sur M = R?, considérons la pseudo-métrique g = adz? +
ydy?, ol a est une fonction non nulle sur RZ. Le lieu singulier de g est
IR x {0}. Le champ de vecteur K = 8/8y engendre le noyau de g sur I(g).
La seconde forme fondamentale de X(g), relativement a la connexion de
Lévi-Civita D° de g, est caractérisée par :

m (2 2 8\_ 1y (8 8\ _ 1o
D' \bz' 9z ay) ~ 2\"0a/wI) \55 5z ) T 2 3y

Par suite, X(g) est auto-paralléle si, et seulement si, da/0y = 0 sur R x {0}
et dans ce cas, la connexion de Lévi-Civita de g se prolonge sur ¥(g) en une
application V : I'(M) x I'(g) — I'(g).

En revanche, considérons la connexion duale définie par D = DO+ T, 00 T
est le tenseur dy® (dzAdy). L’ensemble X(g) est auto-paralléle relativement
a D si, et seulement si, 8a/8y = 0 sur R x {0}. Par ailleurs, comme
T(8/0x,8/8x, 3/8y) = 1, la connexion V associée & D sur M — X(g)
ne se prolongera pas & I'(M) x I'(g) mais seulement & I'(g) x I'(g).

La démonstration de la proposition 2.3.5 s’appuie essentiellement sur le
lemme suivant.
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LEMME 2.3.6.— Soit D une connezion g-métrique sur M et V la
connezion g-métrique associée sur M — %(g). On considére des champs de
vecteurs X de T'(M) et Y de I'(g). Le champ de vecteurs VxY, défini sur
M — X(g), se prolonge en un champ de vecteurs C™® si, et seulement si,
DxY s’annule sur le noyau de g en tout point d’un ouvert dense de X1(g).

Démonstration du lemme.— 11 suffit de remarquer que VxY est solution
de ’équation : g(VxY, -) = DxY et d’appliquer le théoréme 2.1.1.0

Démonstration de la proposition. — Comme dim Z19(g9) =n—1 et g est
non dégénérée sur 19(g), on a, pour tout g de Tip(g) : [T,,,Em(g)]“L =
Kg(z). Par suite, ’annulation de DxY sur le noyau de g est équivalente
4 Pannulation de la seconde forme fondamentale de X1o(g). Ainsi compte
tenu du lemme 2.3.6, V : T(M') x I'(M') — I'(M') admet un prolongement
V sur I'(g) x I'(g) — (M) si, et seulement si, ’hypothése b) est vérifiée.

Par construction, si V est défini, il vérifie les propriétés 1), 2), et 3) de la
définition 2.2.1 pour tout X,Y de I'(g). L’équivalence a) <> b) sera établie si
’on montre que VxY € I'(g). Considérons un point = de £(g); = appartient
alors 4 une des strates £.(g). Soit X1, ..., X, des champs de vecteurs sur un
voisinage V' de « qui engendrent le noyau de g sur VN3,(g). Par généricité
de g, les équations de X.(g) dans V sont alors g(X;, X;) =0,1<i<j<ec.
Désignons par ¢ le déterminant de la ¢ x c-matrice (g(X;, X J)) . L’ensemble
¥(g) est alors défini par I’équation ¢ = 0 sur V. Un champ de vecteurs X
est donc tangent & X(g) sur V si, et seulement si, X (p) = 0. Par densité de
T10(9), il suffit de démontrer que VxY est tangent & £19(g) pour tout X
et Y de I'(g).

Soit a un point de ¥10(g). Considérons une base (u1, ..., up) de TgM
telle que u; engendre le noyau de g en a et telle que (uy, ..., u,) forme une
base de Ty¥10(g). Comme la restriction de g & $10(g) est non dégénérée si
(ul, ..., uy) est la base duale de (uq, ..., un), I'image de ¢ TuM - T*M
est engendrée par (uj, ..., uy,) et le noyau de g® est engendré par u;. Par
suite, la solution de g(VxY, Z) = DxY (Z) au point g est tangente & £19(g)-

L’implication c) = b) est évidente. Dans I’hypothése b), le prolongement
V est défini sur I'(g) x I'(g). Si X et Y sont deux champs de vecteurs de

I'(Zc(g)) et Z € T(c(g))™- Par cohérence de la stratification {Zc(9)} [22],
les champs X, Y et Z se prolongent sur M en des champs de vecteurs X,
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Y €T(g) et Z € T(M). Si Ilp est la seconde forme fondamentale Xc(g), on
aura :

Op(X,Y,2)=g(VxY,Z) =0

puisque VY est tangent & X.(g).

Lorsque D est la connexion de Lévi-Civita de g, nous allons établir
I’équivalence a) <> d). L’implication d) = a) est triviale. On se place dans
I'hypothése a). D’aprés le lemme 2.3.6, V sera défini sur I'(M) x I'(g) si,
et seulement si, DxY s’annule sur le noyau de g en tout point de T;4(g),
pour X € I(M) et Y € I'(g). Sur S10(g) on a TM = TX14(g9) ® TZ10(g)" .
Considérons un voisinage V' d’un point a de $19(g9) et K un champ de
vecteurs sur V' qui engendre TElo(g)'L sur V N 210(g). Tout champ de
vecteurs X de I'(M) va s’écrire :

X =Xo+ukK,
ou X est tangent & ¥10(g). On aura donc :

DxY = Dx,Y + uDgY .

Dans ’hypothése a), Dx,Y s’annule sur le noyau de g, DxY s’annulera
sur le noyau de g sur V N Zjo(g) si, et seulement si, DY (K) = 0 sur
V N X10(g). La connexion duale D de Lévi-Civita de g vérifie :

DkY(K)=DyK(K)+¢([K,Y], K).

D’une part, g([K,Y], K) est nul sur V N Y10(g). D’autre part, on a :
1
DyK(K) = 3 Y (9(X,K))

d’aprés la propriété 3) de la définition 2.2.2. Par généricité g(K, K) = 0 est
une équation de Xy9(g) sur V. Comme Y est tangent & T;0(g), Y(g(K, K))
est nul. Par suite Dy K(K) = 0 sur Z10(g) N V. Comme pour 1’équivalence

a) <> b), on montre que VxY appartient & I'(g) pour tout X de I'(M) et
tout Y de I'(g), ce qui achéve la démonstration de I'implication a) = d).

Il reste & montrer que dans ’une des hypothéses a), b), ou c), lorsque D°
est la connexion duale de Lévi-Civita de g, alors €) est équivalent & d). Soit
T le tenseur défini par D — D°. On a alors :

DxY(Z) = D%Y(Z) + T(X,Y, Z2).
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Soient V et V' les prolongements des connexions g-métriques V et V°
sur D(M') x T(M') associées & D et D° respectivement. Il résulte encore
du lemme 2.3.6 que le prolongement V est défini sur I'(M) x I'(g) si, et
seulement si, T'(X,Y, Z) = 0 sur £;10(g) puisque D} Y (Z) est nul sur £;10(g)
d’aprés la démonstration a) < d). O

Comme le montre ’exemple ci-dessus, le prolongement a I'(g) x I'(g) la
connexion associée a une connexion duale g-métrique D est lié a I’annulation
de la seconde forme fondamentale Il de chaque strate. Mais cette propriété
est insuffisante pour assurer le prolongement a I'( M) xI'(g). On va construire
un autre invariant permettant de caractériser les connexions duales ayant
une telle propriété.

Pour chaque strate ¥.(g), notons f‘(Ec(g)) Pespace des champs de
vecteurs le long de X.(g). On définit I’application :

fip : T(Se(9)) x T(Ze(9)) xK(g) — R
(X,Y,Z) JE— DX?(Z)

X appartenant a l’espace f(Ec(g)) de Z.(g9), Y un prolongement de Y €
f(Ec(g)) et Z appartenant & ’espace K(g) des sections du fibré de c-plans
défini par le noyau de g sur X.(g).

LEMME 2.3.7

1) fip est bien défini.

2) Tip est une application A(Sc(g))-trilinéaire, o A(Sc(g)) est lanneau

des fonctions sur T¢(g).

i D s’appelle la seconde forme fondamentale forte de T.(g). On appelle
restriction de IIp & X.(g), la restriction de IIp & T(Zc(g)) x T'(g) x K(g).
Remarques

1) Si Zjo(g) est ouvert (dans X(g)), la restriction de ipa T'(Z10(g)) x
T'(Z10(g)) x K(g) est égale a la seconde forme fondamentale de Z10(g).

2) Si g est générique, soient X et Y € I'(M) : la dérivée VxY est définie
si, et seulement si, IIp(X,Y’) est nulle sur ¥14(g) (lemme 2.3.6).

Il résulte de la proposition 2.3.5 la proposition suivante.
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PROPOSITION 2.3.8.— Soit g une pseudo-métrique générique. Les pro-
pri€tés suivantes sont équivalentes :
a’) la connezion g-métrique V : T(M')x T(M') —» T(M') sur M' = M —
%(g) associée @ D, se prolonge en une application V : T'(M) xI'(g) —
I'(g) vérifiant les propriétés 1), 2), et 3) de la définition 2.2.1;
b’) la seconde forme fondamentale forte de $1(g) est nulle sur f(El (9)) x
L(Z1(9)) x K(9);

¢’) la seconde forme fondamentale forte de Z.(g) est nulle sur chaque
ensemble T'(Zc(g)) x I'(Be(g)) x K(g) pour tout 1 < c < m.

DEFINITION 2.3.9.— Soit g une pseudo-métrique générique. On dira que
Z(g) est fortement auto-paraliéle relativement ¢ une connezion duale g-
métrigue D si l'une des propriétés a’), b’) ou c’), est vérifiée.

COROLLAIRE 2.3.10.— Si X(g) est fortement auto-paralléle (relative-
ment d D), alors £(g) est auto-paralléle (relativement & D). De plus si D
est la connezion de Lévi-Civita de g, £(g) est auto-paralléle si et seulement
s’il est fortement auto-paralléle.

Nous terminons ce paragraphe par ’étude de ’existence de connexions
duales g-métriques D, pour lesquelles 3(g) est auto-paralléle ou fortement
auto-paralléle. Précisément, on a le résultat suivant.

PRroPOSITION 2.3.11

1) Soit g une pseudo-métrique 1-générique (voir le début du paragraphe
2.1). §’il eziste une connezion duale g-métrique D, pour laquelle %(g)
est auto-paralléle, la pseudo-métrique induite par g sur chaque strate
X.(g) est non dégénérée.

2) Soit g une pseudo-métrique générique telle que la pseudo-métrique
induite sur chaque strate X.(g) soit non dégénérée. Considérons une
connezion duale g-métrigue D. Pour tout voisinage V de %(g), il
eziste une connezion duale g-métrigue D', pour laguelle X(g) est
fortement auto-paralléle et qui coincide avec D sur M — V.

COROLLAIRE 2.3.12.— Soit g une pseudo-métrique 1-générique dont le
lieuw singulier est auto-paralléle pour sa connezion duale de Lévi-Civita.
Alors g induit sur chaque strate T.(g) une métrique pseudo-riemannienne
gc (non dégénérée). De plus, la connezion de Lévi-Civita de g définie sur
M — %(g) se prolonge sur $(g) par la connezion de Lévi-Civita de g..
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Démonstration de la proposition 2.3.11

1) Soit g une pseudo-métrique 1-générique et D une connexion duale g-
métrique pour laquelle X(g) est auto-paralléle. Supposons qu’il existe un
point a d’une strate L.(g) tel que g, soit dégénérée en a. Par 1-généricité
de g, ’ensemble singulier X;(g.) est une sous-variété non vide de .(g)
de codimension 1 et ’ensemble X19(g.) des points de ¥1(g.), o le noyau
de g est transverse a ¥i(g.), est ouvert dense. Il ne peut donc exister
de connexion g.-métrique sur ¥.(g) (voir le raisonnement tenu au début
de paragraphe 2.2). Cependant d’aprés la proposition 2.3.9, ’application
V : T(g) x I'(g) — I'(g) caractérisée par g(VxY,Z) = DxY(Z) est bien
définie et, par suite, induit sur £.(g) une connexion g.-métrique. D’oll une
contradiction.

2) Soit g une pseudo-métrique générique, telle que la pseudo-métrique
gc induite sur chaque strate X.(g) soit non dégénérée. On a donc la
décomposition suivante :

ToM = TpZc(9) ® ToZe(g)* -

Cette décomposition donne naissance a un fibré vectoriel au-dessus de
T¢(g), noté (TE)* de fibre ToT.(g)*. Etant donnée une connexion duale
g-métrique D sur M, la valeur de DxY (Z) en = € X.(g) ne dépend que de
la valeur en z de X € T'(M), de Y € T'(Zc(g)) et de Z € I‘(Ec(g))'L. On
peut donc définir un tenseur T' de type (3,0) sur (g) par :

T(u,v,w) = Dyvo(w1) — Dywo(v1),

avec ¢ € Z¢(g), u, v, w € T M, vg, wo (resp. v1,w;) sont les composantes
respectives de v et w sur Txc(g) (resp. TxTc(g)L).

On remarque que T'(u, v, w) = —T(u,w, v). On peut donc prolonger T en
un tenseur de type (3,0) sur M, encore noté T, antisymétrique par rapport
aux deux derniéres variables. L’application D! = D — T : (M) x I'(M) —
A;1(M) est une connexion duale sur M (proposition 2.2.3). Par construction,
¥(g) est fortement auto-paralléle pour D!. Fixons un voisinage V de Z(g).
On obtient la connexion duale D’ annoncée en recollant la restriction a
M — 3(g) de D et la restriction & V de D’ par une partition de I’unité. D
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2.4 Transport paralléle d’une connexion duale g-métrique

Dans la situation (non singuli¢re) d’une variété pseudo-riemannienne
(N,G), rappelons qu’a toute conmexion G-métrique V est associée une
dérivation le long de tout chemin C®, ¥ = I — N, ou I est un intervalle
de R de maniére suivante : si X est un champ de vecteurs C® le long de «,
6X/dt est le champ de vecteurs défini par I%quation 6§X/dt = V;4X, ou ¥
est le champ de vecteurs tangent a .

Si I =[a, b], pour tout vecteur a de T,(a)N, il existe un unique champ
de vecteurs U le long de v caractérisé par :

sU
@ et U(y(a)) =u.

L’application Py : T, ()N — T, ;) N définie par P,(a) = U(y(b)), s’appelle
le transport paralléle le long de 7.

Initialement introduite dans une situation particuliere dans [14], nous
allons généraliser ces notions pour les variétés pseudo-riemanniennes gé-
nériques (M,g) et compléter les résultats de [14] dans ce contexte. Dans
tout le reste du paragraphe, la pseudo-métrique générique g et la connexion
g-métrique D sont fixées sur M.

Soit 7 : I — M un chemin C*°. On note I'(y), (resp. Al(v)), Pespace des
champs de vecteurs (resp. des 1-formes) le long de 7.

LEMME 2.4.1.— Il eziste une unique application 6, : T'(y) — Al(y)
appelée codérivation le long de v et caractérisée par :

1) 6,(£.%) = 3 (0%, ) + £8,(x),

pour toute fonction f sur[a, b] et tout X € D(v);
2) 64X = D5 X pour tout X € T(M).
De plus 6 veérifie :
d
& (6(X.Y) = 6, X)(¥) + (6,Y)(X)
pour tout X, Y € I'(y).

Si y(I) est contenu dans M — %(g), le champ de vecteurs §X/d¢ est bien

défini et on a évidemment
86X
67X =g (E 3 ') .
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Par contre si y(I)NE(g) # 0, le champ de vecteurs §X/dt n’est pas défini sur
4(I) N E(g). 1 suffit, par exemple, de considérer un chemin v:[0,e] > M
tel que :

7(]07 5]) C M- E(g)
7(0) € Z1(9)
#(0) € Kq(~(0)) -

Dans ces conditions, pour tout champ de vecteurs X € T'(y) tel que
X(0) € K4(7(0)), la dérivation §X/dt n’est pas définie en ¥(0).

DEFINITION 2.4.2.— On dit que X € T'(y) est paralléle le long de v s
64(X) est identiquement nulle.

De maniére évidente si y(I) est contenu dans M — 5(g), X est paralléle
le long de v (au sens de la définition 2.4.2) si et seulement s’il est parallele
le long de v au sens classique. Dans ce cas, X est complétement déterminée
par I’équation 6,X = 0 et la valeur de X(,) € Ty(q)M si [ = [a,b].

En revanche, lorsque v(I) N £(g) = 0, Péquation 6, X = 0 et la valeur
de X en y(a) ne suffisent plus & déterminer de maniére unique un champ
X paralléle le long de 7. Remarquons que, pour un tel champ s’il existe, on
aura nécessairement 6,X (u) = 0 sur v(I) N E(g) pour tout u appartenant
au noyau de g ou, de maniére équivalente, ﬁD(ﬁ/,X) = 0 sur v(I) N X(g),
ou fip est la seconde forme fondamentale forte de X(g) relativement a D.

Désignons par m.(4) ’ensemble {u € TynyM | fip(4,u) = 0} pour 7(t) €
y(I) N £(g). Soit 7y la réunion des espaces {7"1(t) | v(t) e v(I) N Z(9)}-
L’ensemble 7., posséde linterprétation suivante.

Soit E la restriction de TM & v(I). Si (v) = v(I)NZE(g) = 0, ’équation
& = 0 définit un champde vecteurs C* sur FE, dont les courbes intégrales
déterminent les champs de vecteurs X € I'(y) qui sont paralléles le long
de 7. Supposons Z(y) # 0 et notons Ep la restriction de TM a =(v).
L’équation de é, = 0 définit un champ de vecteurs Esur B' = E — Ey. Si
¢ est une courbe intégrale de £, l'intersection €N Ep est contenue dans 7.,
ot T désigne I'adhérence de ¢ dans E. Réciproquement, tout point de .,
appartient & 'adhérence d’au-moins une courbe intégrale de . Siu € my est
dans I’adhérence de plusieurs courbes, on ne peut pas définir de transport
paralléle le long de v ayant u pour condition initiale.
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Pour pouvoir donner des conditions d’ezistence de transport paralléle le
long d’un chemin ¥ pour lequel () # 0, il est nécessaire d’introduire un
nouvel invariant. Pour chaque strate X.(g), soit :

Ly : T(Se(g)) x K(9) x K(g) > R
Papplication définie par : .
Ly(X,Y,2) = L}—g(?, Z)

ol L+ est la dérivée de Lie de g par X.

X,Y et Z sont des champs de vecteurs sur M qui prolongent X, Y, Z.
Comme pour IIp, on a le lemme 2.4.3.

LEMME 2.4.3
1) Ly est bien définie.
2) Lg est une application A(Zc(g)) trilinéaire.

3) Ly est symétrique par rapport auz deuz derniéres variables.

Démonstration

Lxg(Y,2) = X (9(Y, 2)) +¢(IY, X1, Z) +¢((2,X],Y).
SiY et Z appartiennent au noyau de g, on aura donc :
Lxg(Y,Z) =X (g(Y,2)).

Les propriétés 1), 2) et 3) sont alors immédiates.

PROPOSITION 2.4.4.— Soit v : | — ¢, e[ = M un chemin vérifiant les
hypothéses suivantes :

a) 7(] - &, 5[) NX(g) =7(0);
b) Lg(¥, -, -) induit sur le noyau Ky(v(0)) de g en v(0), une forme
quadratique non dégénérée.

Alors pour tout u € 7,(0), t eziste un unique champ de vecteurs X de T'(v)
paralléle le long de v avec pour condition intiale :X(7(0)) =u.
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Remarques
1l résulte de la démonstration du lemme 2.4.3 :

¢ Siy(0) € B1(g) et si ¥(0) est transverse & X1(g), comme g est générique,
la condition b) est automatiquement vérifiée. La proposition 2.4.4 est
donc une généralisation du théoréme 7 de [14].

¢ Dans D’ensemble des chemins qui vérifient a), la condition b) est
“générique” dans le sens suivant : les vecteurs u € T, ()M pour lesquels

Lg(u, -) induit une forme quadratique non dégénérée sur K, (v(0)) est
ouvert dense de T, (0) M.

Démonstration de la proposition 2.4.4.— soit T.(g) la strate de %(g)
qui contient v(0). La démonstration nécessite le lemme suivant.

LEMME 2.4.5.— Il eziste un nombre réel 0 < n < ¢ et un champ de
repéres (Ut ..., Un) le long de v(] —n, 1) ayant les propriétés suivantes :

a) la matrice de g sur la base (Uy, ..., Up) est du type :

A 0
G =
(v 5)
ol A= (aij) est une ¢ X c-matrice symétrique avec :

a;; = 185 i#Jj
a;; = ;1 + o(tz) g1 = %1,

ou B = (bij) est une matrice diagonale avec by; = £1;

b) la matrice (D;U;(U;)),1<i<n etl1<j<mn, estdu type :

o(5 3)

ol C = (c;;) est une ¢ X c-matrice avec C(v(0)) vérifiant :

1

Cij =—¢Cji 1#£]
e
—2"1

Cii =

ot E (resp. F) est une ¢ x (n — c)-matrice (resp. (n — c) x c-matrice)
qui est nulle en ¥(0).
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Démonstration du lemme.— Posons @ = +%(0). Puisque Ly(%, -, )
induit une forme quadratique non dégénérée sur Ky(a), il existe une base
(v1, +.., un) de Ky(a) telle que :

Lg(%,uiyuj) =¢€;5, 1<i<c,1<j<c

avec

I L S
T4 i=g.

On aura donc en a :
eij = Lg(3,ui,u5) = 4(9(ui v5)) = Ap(#,uiruj) + Ap (3, uj,w),

pourl1<i<cetl<j<ec

La matrice (ﬁ D7, i, uj)), de terme général notée c;;, vérifie donc :

{Cij =—cj; 1#£]
o m— ei
Cyy = '2— .

Il résulte des hypothéses que le déterminant de cette matrice est non nul
et, par suite, que m,(a) 'orthogonal de Ky(a) relativement & la forme
quadratique TI p(, +) est un supplémentaire de K (a). Il en résulte que
la forme quadratique induite par g sur «.,(a) est non dégénérée. Il existe
donc un champ de (n — c)-plans 7 le long de v tel que w(a) = wy(a) et
la métrique g, induite par g sur 7 est non dégénérée. La connexion duale
g-métrique D induit sur 7 une connexion gp-métrique V.. Il existe donc,
sur un voisinage V de a, des champs de vecteurs Uctq, ..., Up de T'(y)
tangents & x, orthonormés relativement a g, et qui sont paralléles le long
de v (relativement & V).

Soit K un champ de c-plans sur V le long de v, orthogonal & =«
relativement a g.

On a évidemment K (a) = K(a). Désignons par Uq, ..., U, des champs
de vecteurs tangents a K tels que U;(a) = u;. Les vecteurs Uy, ..., Up
ainsi construits forment une base de 7'M sur un voisinage de a, ayant les
propriétés du lemme.

Revenons d la démonstration de la proposition 2.4.4. Sans perte de
généralité, on peut supposer que la base (Uy, ..., Uy) construite dans le
lemme est définie sur tout le chemin (] — ¢, ¢]). Ce fibré de repéres étant
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fixé, le fibré image réciproque 7"1(TM ) s’identifie 4 R™ x | — ¢, ¢[. Les
coordonnées d’un champ de I'(y) paralléle le long de v sont alors solutions
du systéme d’équation différentielles suivant :

&1 T
¢l : |+p]| : |=0 (+)
Tn Zn

(avec les notations du lemme).

Sur {R™ x]—¢, 0[}U {R™ x]0, £[} les solutions de () sont les courbes
intégrales du champ de vecteurs :

0 d
= i Z aijwia—w;,
%,5=1

ol (aij) est la matrice G1 D. D’aprés lécriture de G, pour t # 0, G~1 sera

du type (1/t)A! o\
(0" 5)

o Al = (a1 ) est une ¢ x c-matrice telle que :

J

a};(0) =10 i#£j

a}i(t) =& +0(t) & ==1.
Le champ de vecteurs t{ se prolonge alors en un champ de vecteurs C'™
(encore noté t€) sur R™ x ] — ¢, ¢[. I résulte du lemme que le lieu singulier
S de t€ a pour équation t = 7 =...= z. = 0 et, qu’en tout point de S, le
1-jet de £ est égal & :

d 8
Vo~ 2 Pitig,
1,5=1
ol (,Bij) est la matrice A1C.
Les valeurs propres de cette matrice sont du type :

1
-2—+iw, v €R avec 12 = —1.

Ainsi t{ est normalement hyperbolique le long de S. Comme dans
[14], d’aprés [10], en tout point z de S, il existe une variété stable W2°
(de dimension c¢) et une unique variété instable W2* (de dimension 1)
invariantes par le flot de t£ et qui se coupent en z transversalement a S. I1
existe donc une paramétrisation de W3 telle que cette courbe soit solution
de (¥).D
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2.5 Géodésiques d’une connexion duale g-métrique

Dans la situation (non singuliére) d’une variété pseudo-riemannienne
(N, G), une géodésique est un chemin v : I — N pour lequel le champ de
vecteurs tangents 4 est paralléle le long de . Considérons maintenant une
variété pseudo-riemannienne générique (M, g) et D une connexion duale.

DEFINITION 2.5.1

1) Soit v : I — M un chemin. On dit que v est une géodésique de la
connezion duale g-métriqgue D, si ¥ est paralléle le long de v (au sens
de la définition 2.4.2).

2) On dit que le chemin v : J — M est une prégéodésique s’il existe un
changement de paraméirage u:I — J, tel que you : I — M soit une
géodésique.

Comme pour le transport paralléle, un chemin v : I — M — £(g) est une
géodésique de D si, et seulement si, v est une géodésique pour la connexion
V associée & D sur M — X(g). Par suite, pour tout z de M — X(g), et
tout u € T, M, il existe une unique géodésique v : ] — ¢, e[ —» M telle que
v(0) = z et 7(0) = u. En revanche, en général, cette propriété n’est plus
vraie si ¢ € X(g).

En effet considérons une géodésique v : ] — e, e[ — M telle que
¥(0) = a € 2(g). Le champ de vecteurs tangents ¥ est alors paralléle le
long de v. I en résulte que a = 4(0) vérifie I’équation oy (v,u, K) = 0 pour
tout K € Ky(z).

Soient # € X(g) e¢ K un champ de vecteurs non nuls qui appar-
tient & Kgy(z). Par conséquent, pour tout v € T, M pour lequel on a
ﬁD(u,u,K) # 0, il n’existe aucune géodésique v : | — ¢, e[ — M telle
que v(0) = z et ¥(0) = v.

Le comportement des géodésiques contenues dans M — 3(g) au voisinage
des points de X(g) est précisé dans la proposition 2.5.2 qui va suivre, mais
il est d’abord nécessaire d’introduire quelques notations.

Soit  un point de ¥(g) et U un voisinage de =z dans M au-dessus duquel
le fibré projectif IPM, associé a TM est trivialisable. Le fibré PM [y est
identifié a U x IP™.

Pour tout chemin I — U, on considére I’application T, : I — IP™ définie
par T, (t) est la projection sur P™ de la direction de la tangente en ().

Enfin, on note I'C et I'/ les sous-ensembles dans P™ (identifié & {z} xIP™)
des directions d’équations IIp(u,u, ) = 0 et g(u, u) = 0 respectivement.
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ProposIiTION 2.5.2

1) L’ensemble T = T'C UT! est un compact de P™ d’intérieur vide.

2) Soity :[a, b[ — U une prégéodésique telle que lim;_,,v(t) = z. Si la
limite de T, (t) existe dans P™ lorsque z tend vers b, alors cette limite
appartient ¢ T'y.

3) Si ¢ € T1(g), pour tout £ € T — TG, il eziste une prégéodésique
yi]—e,e[ > M telle que ¥(0) = z et telle que la direction définie
par ¥(0) soit égale d £.

4) Supposons que g soit 1-générique (§ 2.1) et considérons x € T.(g). S’il
eziste un voisinage V tel que VNX(g) soit auto-paralléle, T'C contient
Uensemble des directions tangentes d Lc(g) en z, et cette inclusion est
une égalité st c=1.

Pour tout u de T»3((g), il existe alors une géodésique vy :] — ¢, e[ =V

telle que v(0) = = et ¥(0) = u. De plus, limage de v est contenue dans
Ze(g)-

Cette proposition permet de préciser complétement le comportement
des géodésiques au voisinage d’un point de X;(g), lorsque T1(g) est auto-
paralléle : les géodésiques qui sont contenues dans M — X(g) et adhérentes
a $1(g) ont une direction tangentielle limite tangente & ¥1(g) ou contenues
dans le noyau de g; de plus, les seules géodésiques qui coupent le lieu
singulier sont tangentes au noyau de g.

Voici un exemple illustrant cette situation.

Sur R?, considérons la pseudo-métrique g = zdz? + dy?. Un chemin
4 : I — IR? sera une géodésique de la connexion duale de Lévi-Civita de g
si ses composantes (v1,72) sont solution du systéme d’équations :

751_‘3'}.:&:,2
ae ~ 2N
dy2 _

dt

Les géodésiques sont donc :

1(t) = (agt +by)?

ai, b1, as, by €R.
v2(t) = ast + by Y

Le lieu singulier de g est I'ensemble £1(g9) = {(0,9) | y € IR} est auto-
paralléle. Les géodésiques passant par (0,0) sont les droites z = 0, y = 0,
et le faisceau de paraboles z = Ay?, A €R.
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Démeonstration de la proposition 2.5.2.— La situation étant locale, on
peut supposer que U = R™ et ¢ = 0 € IR™. On choisit, sur R™, un systéme
de coordonnées (1, ..., &5) tel que I.(g) ait pour équation :

T1 = e = Zp(et1)/2 =0.

Il existe un champ de repéres (X1, ..., X,) dans lequel la matrice de g est

du type :
G 0
0 D

ol G est une ¢ x c-matrice et D une (¢ — n) X (n — ¢)-matrice diagonale,
avec *1 sur cette diagonale.

Les champs de vecteurs X1, ..., X, engendrent le noyau de g sur X(g) :
par suite, g(X;,Y;) = 0, pour 1 < i < cetl < j < c, est un systéme
d’équations de Z.(g).

Posons enfin T';;, = Dx, X;(Xg) (4, 7, k = 1, ..., n), et désignons par
T la matrice (T;;,), 1<i<net1<j<n.

Modulo le champ de repéres (X1, ..., X,), le fibré tangent & M au-dessus
de U s’identifie 4 R?"™ que ’on munit des cordonnées (®1y000y Tny Y1ye ey Yn)-
De plus dans ce systéme de coordonnées {u € ToM | g(u,u) = 0} a pour
équation :

Ty

) (o p) [ 5] =0

In
L’ensemble {u eET.M| fID(u, u) = 0} a pour équation :

T
(¥, m)T) | * | =0, 1<Ek<ec.

1
Tike = 3 Xi (9(Xk, Xg)) -

Comme g(X}, X;,) = 0 est une équation de I'c(g), et que g est générique,
pour chaque valeur de k (1 < k < ¢), il existe un entier ¢ pour lequel on a
Likr # 0, ce qui achéve la démonstration de 1).
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Considérons maintenant une prégéodésique v : [a, b] — U telle que
lim;_,;7(t) = 0. Puisque v est une prégéodésique, il existe une fonction
v:[a,b][ — R telle que :

6‘)’(X) = Ag(“)’,X) .

Supposons que lim,_,,¥(t) = £ # 0. Soit alors ¥ : [a,b] — U le
prolongement de classe C1 de vy défini par 7(b) = 0 et () = £ Si ¢
appartient au noyau de g en 0, alors lim;_,} T,(t) appartient & I‘f). Dans
le cas contraire, il existe un champ de vecteurs Z le long de (b - ¢, b(),
pour ¢ assez petit, tel que 9(7,Z) # 0 sur 7o -, b[). On en déduit donc

que
. 94(2)
Ew”_g&zy

Le prolongement A par continuité de A sur [a, b] vérifie :
§5(X) = Xg(7, X).
Pouf tout champ X le long de %, on a donc :
fip(t, £, K) = b50)(X) = A(B)g(7(b), K) =0

pour tout K appartenant au noyau de g en 0. Par suite, lim;_,, Ty ()
appartient a I‘g" ; ce qui achéve la démonstration de 2).

Supposons maintenant que 0 € 1(g). Avec les notations introduites
précédemment v : I — IR™ est une géodésique si, et seulement si, les compo-
santes (y1(t), ..+, Yn(t)) de 7(t) dans le repére (X1, +++y Xpn) vérifient le
systéme d’équations :

d
w1%=t3’(rl)y
k=2,...,n,
dyy, _t
€kqy = Y(T)Y

ou

Y=
Yn

et 'Y est la transposée de Y et avec g = *1.
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Soit £ le champ de vecteurs sur IR?™ défini par:

T1 Za‘ljyt +Z€ktyrky— +y y—
.7

1,5=1

ou (aij) est la matrice de passage de repére (Xq,..., X,) au repére
((8/821), ..., (8/82y)). Un chemin v : I — IR™ — £(g) est une prégéo-
désique si, et seulement si, £ est tangent au relévement 5 : I — IR?™ défini
par t — (v(t), 4(t)). Par suite, la projection sur R™ des courbes intégrales
de £ sont des prégéodésiques. Considérons un vecteur u de ToRR™ définissant
une direction de I‘(I, - I‘g . Les composantes (y1, ..., yn) de u vérifient alors
tYIY # 0. Le champ de vecteurs £ est donc non nul en u. La projection
sur R™ de la courbe intégrale de X passant par u est une prégéodésique
passant par 0 et tangente & u. Mais d’aprés la démonstration de 2), on aura
9(u,u) = 0. Ce qui achéve la démonstration de 3).

Enfin supposons qu'il existe un voisinage V de z tel que V N X(g) soit
auto-parallele. Sans perte de généralité, on peut encore prendre U = V = R™
et ¢ = 0. D’apres la proposition 2.4.11, g induit sur chaque Zc(g) une
métrique pseudo-riemannienne g.. D’apres la proposition 2.4.5,la connexion
g-métrique V : T(U') x I(U’') — I(U'), définie sur U’ = R™ — £(g), se
prolonge en une application V : I'(g) x I'(g) — I'(g). V induit sur chaque
Z¢(g) une connexion g.-métrique V. Par suite, si u € ToZc(g), il existe
alors une géodésique v : | — ¢, e[ — T.(g) (relativement & V°), telle que
¥(0) = 0 et 4(0) = u. Mais comme on a

b6y(7) = Ds¥ = 9(V54, -),

on en déduit que v est aussi une géodésique pour D et par suite u € I‘g .
Si ¢ = 1, avec les notations introduites plus haut, on peut choisir le repére
(X1, ..+, X»n) de sorte que X; = 8/8z; et (X2, ..., Xp) tangents a Z1(9)-
On aura alors :

Dx,X;(X1)=0 pourz;=0ettouti,j=2,...,n,

et
1 1
Dx, X1(X1) = Eg(Xl,Xﬂ =3

Ainsi ’équation de I‘g" se réduit 4 1/2 912 = 0, ce qui achéve la démonstration
de 4). 0
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3. Invariant global pour les pseudo-métriques singuliéres

3.1 Indice d’une section sur la frontiére d’un compact

Soit M une variété orientée de dimension n, # : F — M un fibré
vectoriel orienté de rang n sur M. On considére un compact connexe K
d’intérieur non vide, et différent de M. On note 8K la frontiére de K. Si
o est une section non nulle de 7' au-dessus d’un voisinage de 9K, il existe
un prolongement & : K — F de o ayant des singularités isolées ay, ..., ap
dans K. L'entier Y ©_, ind,; & ne dépend pas du choix de 7 (cf. [8]) (ind,; &
étant l'indice de 7 en a;).

DEFINITION 3.1.1
1) L’entier 3 °_, ind,; & s’appelle indice de o sur 0K et il est noté
indaK g.

2) Soit T une autre section non singuliére au-dessus d’un voisinage de
8K . On appelle indice de o, par rapport é T, entier

indgg (0, 7) = indgg o — indgg 7.

Remarques

1) Si f est une fonction sur K strictement positive (resp. négative), on a
indgg fo =indgg o (resp. indgg fo = (—1)"indgg o).

2) Si F =TM, ou F = T*M, pour toute section ¢ : 3K — F, 'indice
de o sur 0K ne dépend pas de l’orientation choisie. La section o posséde
un prolongement sans singularité sur K si, et seulement si, indgg o est nul.
Dans le cas particulier ou K est une variété compacte & bord non vide
et oo F = TM, si o est un champ de vecteurs transverse sur 3K, on a
indgg 0 = x(K) (x(X) étant la caractéristique d’Euler-Poincaré de K).
Dans cette situation, pour tout autre champ de vecteurs 7 ne s’annulant
pas sur 8K, on aura :

indgg 7 = indgg(7,0) + x(K).

Nous allons établir maintenant un résultat permettant de calculer direc-
tement l’indice de o relativement a l’indice de 7. On considére désormais
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une sous-variété compacte d’intérieur non vide N de M a bord non vide.
Soit 7 une section non singuli¢re de F' au-dessus de N. On note T le sous-
fibré de F engendré par 7. Une métrique riemannienne G sur F étant fixée,
on désigne par E le sous-fibré de F au-dessus de N orthogonal de T rela-
tivement a G. Le fibré E est orienté de sorte que l’orientation donnée par
T, suivie de 'orientation de F, soit positive. Etant donnée une autre section
o de F au-dessus de N, on désigne par K 1’ensemble des points =z de N
tels que ’on ait G.(o,7) < 0. Supposons K # 0N et K est réunion finie de
compacts connexes K;, 1 < i < r. Sur la frontitre dK; de chaque compo-
sante K;, o induit par projection orthogonale, une section ¢; non singuli¢re
de E.

PROPOSITION 3.1.3.— Avec les notations introduites on a :

r
indgy(o,7) = — Z indsg, 0; .
i=1

Démonstration.— Soit p : F; — N le fibré en sphéres des sections de
F de norme 1 relativement & la métrique G. On munit F; de ’orientation
induite par celle de F. On note encore 7 la section de F; au-dessus de 8N
induite par 7. Choisissons un voisinage collier ¢ : 8N x [0, 1] — N tel que
pour chaque composante connexe de V = <p(3N x [0, 1]) ne contiennent
qu’une seule composante de dN. Il existe une section non singuli¢re 7 de
F; au-dessus de V = ¢(8N x [0, 1]) qui prolonge 7. On note encore E le
sous-fibré de F orthogonal & 7 que ’on munit de l’orientation induite par
7.Si¢q: E — V est la projection, pour tout = € V, la fibre ¢~1(z) partage
la sphére p~1(z) en deux hémisphéres : on note F1+ (resp. Fy ) ’ensemble
des u € p~!(z) situés dans ’hémisphére contenant 7(z) (resp. —7(z)). En
fait, on a :

Ff = {uep ()| 6(x,7(2)) 2 0}

Fy = {uep™(2) | 6(u,7() <0} .

On considére I’application & : Fi7 — E quia u € p"l(:c) associe la
projection de u sur ¢~ !(z) paralltlement & la direction définie par 7. &
est un plongement de F;” dans E. L’orientation induite par & sur F~ est
opposée a l'orientation induite par F' sur F; . Soit § une (n — 1)-forme sur
E représentant la classe de Thom du fibré E' et dont le support est contenu
dans {u € E | G(v,u) < 1/2}. Le support de la (n — 1)-forme w = &*(4)
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est-contenu dans l'intérieur de F . On note encore w la (n — 1)-forme sur
E définie par :

$*(6) sur F[
w =
0 sur F1+.

Cette forme posséde les propriétés suivantes :

/ w:/ <I>*(6):——/ §=-1 pourtoutzcV,
() P (=)NF g~1(=)

w=0.

Considérons une autre section non singuliéze o : N — F. On peut
encore supposer que G(o,0 = 1) et, par suite, o est aussi une section non
singulicre de F; au-dessus de dN. On considére une section & ayant les
propriétés suivantes :

~_ Jo sur dN = &(dN x {0})
7= 7 sur (0N x {1}),

@ n’a que des singularités isolées (a1, ..., ap) € Vet (b1, ..., bg) E N-V.

On a alors : »

inday & = ) _ind,, &

=1

p q
indgyo = indg; &+ Y indy, &
=1 j=1

q
indoy 7 =) _indy, &

=1

On en déduit :
indgy @ = indgy o —indgy 7.

D’autre part d’aprés [8], les égalités suivantes sont vérifiées :

indava'z—/ G*wz—/ ctw.
v 8N

puisque T*w = O sur V.
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Comme le support de w est contenu dans F; , on en déduit :

/aNa‘w:/KU*w’ ot K = {¢ | g(r(z), 7(z)) < 0} .

Soient K; (i = 1, ..., r) les composantes connexes de K. Sur la frontiere
O0K; de K;, o est une section de E et ® o o est une section de E au-dessus
de K; qui prolonge la restriction o; de o & dK;. On a donc :

T r

f a*wzz (§oa’)*6=2indaKia’i.D
K

i1V Ki i=1

COROLLAIRE 3.1.4 ([1]). — Soit 0 un point singulier algébriqguement isolé
d’un polynéme homogéne f :R™ — IR. On considére la sphére S, de centre 0
et de rayon € assez petit pour que f _1(0) soit transverse d S, et ne contienne
que la singularité 0 de f. On note S_ = {z € S. | f(z) < 0}. Alors lindice
en 0 du champ de gradient de f est égal d 1 — x(S_).

Démonstration. — Soit S;. = {z € Sc| f(z) >0}. On a alors Z =
S5-NS4 = f71(0)NS.. Comme f1(0) est transverse & S, pour tout z € Z,
Z est une sous-variété de S. de codimension 1. Si X est le gradient de f, on
a (X(z), R(z)) = kf(z), k étant le degré de f et R le champ radial. Par
suite, Z est ’ensemble des points z de S, o X est tangent & S.. Considérant
Z comme le bord de S_, X est transverse & S_ et il est sortant. On en
déduit :

indg = indg, X =indg, R +indg, (X, R)
=1-inds_X (proposition 3.1.3)
=1-x(S-).0O

3.2 Indice de singularité d’une sous-variété compacte d’une variété
pseudo-riemannienne

Soit (N,G) une variété pseudo-riemannienne connexe, orientable, de
dimension n + 1. Considérons une sous-variété compacte orientable M de
dimension n de N. Le fibré normal v(M) de M , relativement & G est un
fibré en droites qui n’est pas toujours transverse & M. On va définir un
indice de singularité de M dans N, qui va mesurer en un certain sens la
rotation de ce fibré par rapport a un fibré transverse a M.
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Une métrique riemannienne G étant choisie sur N, il existe un automor-
phisme J de T M tel que

G(u,v) = Go(u,J"'v) pour tout u, v € T, N .

Si 1o(M) est le fibré normal & M, relativement & Gy, alors J[vo(M)] =
v(M). Les orientations sur M et N étant fixées, on considére un champ de
vecteurs T normal & M (relativement a Gy) et tel que l'orientation donnée
par T, suivie de l’orientation de M, soit une orientation positive de N. Soit
S = J(T) la section de v(M) ainsi définie. On désigne par M_ ’ensemble
des points « de M o on a Go(T, S) < 0. Le champ de vecteurs S induit, sur
la frontiere dM_ de M_, une section notée o de TM au-dessus de I M_.

LEMME 3.2.1.— L’indice de o sur 0M_ ne dépend pas des choiz de Gy
etT.

Démonstration.— Soit ¢ : M x [0,1] — N un plongement tel que
I’orientation induite sur V = o(M x [0, 1]) par ¢(8/8%) soit positive. On
peut prolonger T' en un champ de vecteurs sur V sans singularités (encore
noté T'). Soit Sun champ de vecteurs sur V ayant les propriétés suivantes :

S5=Ssur p(Mx{0}) =M, (1)
S=7Tsur o(M x {1}), (2)
S n’a que des singularités isolées. (3)

1 résulte de la démonstration 3.1.3, que I’on a :
indgy (S, T) = indgy § = —indgps_o.

Soit G1 une autre métrique riemannienne sur N. On pose G, = sGp +
(1;)G1. On note Ty, un champ de vecteurs normal & M (relativement a G,),
et S, = J(T,) la section de v(M) comme plus haut. Si S, est un champ
de vecteurs sur V ayant les propriétés ci-dessus, mais relativement a G,,
Iindice de S sur 8V sera constant. O

DEFINITION 3.2.2.— L’indice de singularité de M dans N est l’indice
de o sur OM_ (avec les notations introduites précédemment) si M_ # M
et si M_ est d’intérieur non vide; sinon l’indice de singularité de M est
nul.
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Cet indice dépend évidemment des orientations choisies sur M et sur N.
Lorsque M borde une sous-variété compacte V de N, l'indice de singularité
de M dans N est égal & eindyy(S,T), avec ¢ = 1 (resp. ¢ = —1) si
orientation induite par celle de N sur M = 8V est positive (resp. négative).

Par exemple, cette situation se présente lorsque N = R*t! ¢t lorsque
G désigne la métrique pseudo-riemannienne canonique d’indice r. En effet
dans ce cas, toute hypersurface compacte orientable M de R™! borde
une sous-variété compacte V. Munissant R"T! de son orientation et de
sa métrique euclidienne canoniques, orientons M en tant que bord de V.
L’indice de singularité de M est alors égal & indgy T — indgy J(T), c’est-a-
dire :

(14 (-1)") deg o,

ou ¢ : M — S™ est I’application de Gauss de M.

Nous allons terminer ce paragraphe par I’étude de cet indice de singularité
lorsque M est une sous-variété pseudo-riemannienne générique et lorsque G
est localement conformément plate.

On suppose dans tout le reste de ce paragraphe, que G est localement
conformément plate et que M est une sous-variété compacte, connexe,
générique et orientée de M. On suppose de plus, que si ’ensemble singulier
¥1,(g) est non vide, le lieu singulier de la pseudo-métrique g;, induite par
G sur Xy, (g) est égal & By, (g9) pour 0 <k <n—1 (cf §1.3).

On pose alors :

Elg 0(9) = z:1),(9) - Elk+1 (g) .

Par construction, X1, (g) est une sous-variété de Xy, +1(9) de codimension 1.
On va calculer l'indice de singularité de M en fonction des caractéristiques
d’Euler-Poincaré de certaines composantes connexes de X, o(g) pour 0 <
k<.

Avec les notations introduites en début de paragraphe, remarquons que
2(g) = Z1,(g) est ’ensemble des points de M, ou le champ de vecteurs S
est tangent & M. Par suite, Go(S,T) garde un signe constant sur chaque
composante connexe de M —X(g) = X1, ¢. Désignons par 2 o(g) ensemble
des z de M ou l'on a : Go(S,T) < 0. L’ensemble X1, 0(9) est une sous-
varié¢té compacte de M dont le bord est E(g) = £1,(g); c’est la réunion de
P'adhérence de certaines composantes connexes de M — X(g).
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D’une maniére générale, supposons que ’on ait défini DA o(g) de sorte
que :

o 21, (g) soit le bord de cette variété compacte;
® Z1,,,(g) soit ensemble des points de X1, (g), o S est tangent;
® Z1,0(9), S soit transverse au bord de Iy, o(9)-

On désigne alors par X, (g) 'adhérence de I’ensemble des points du

bord de El'k_lo(g), ot S est rentrant. Il résulte alors de la proposition
suivante.

PROPOSITION 3.2.3.— Avec les hypothéses et notations précédentes,
lindice de singularité de M dans N est égal d :

> ()*x(5 000,

ot x(-) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré.

Lorsque G est la métrique de Minkowski sur R"*1" pour toute hypersur-
face M compacte, connexe, orientable, I’ensemble 21"0 o(g) s’identifie & ’en-
semble Mg des points de M, ol la métrique induite par G est riemannienne.
Si M est générique et Mo # M, I’adhérence My est une variété compacte a
bord non vide. De la proposition 3.2.3, on déduit alors le résultat suivant.

COROLLAIRE 3.2.4.— AE les hypothéses précédentes, si G est non
dégénérée en restriction ¢ My, les entiers suivants sont égauz :

1) Vindice de singularité de M ;

2) x(7o)

8) 2x(V), oi V est la sous-variété compacte de Rt bordée par M.

Si de plus n est pair, cet entier est égal a x(M).

3.3. Ensembles localement sous-analytiques
Soit X un sous-ensemble d’une variété M de dimension n.

DEFINITION 3.3.1.— On dit que T est localement analytique, s’il existe
un voisinage V de X dans M, et une fonction ¢ : V — R vérifiant les
proprietés suivantes :

e7l(0)==2.
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Pour tout a de X, il eziste une carte (U, ®) contenant a telle que #(a) = 0
et telle que p o 871 soit analytique.

On dira que ¢ est une fonction de définition de X.

Si X est une sous-variété fermée de M de codimension p > 0, alors T est
localement analytique. En effet si d désigne la fonction distance (associée &
une métrique riemannienne quelconque sur M), posons ¢(z) = [d(=, 2)]2.
Pour tout a de %, il existe un systéme de coodonnées (z1, ..., z,) sur un
voisinage U de a dans lequel ¢ s’écrit :cf + 4 "”1%'

On verra dans le paragraphe 3.4 que :

o le lieu singulier d’une pseudo-métrique générique,

o le lieu singulier d’une 2-forme différentielle générique sur M,

o le lieu singulier d’une application générique de M dans une variété N,

o le lieu singulier d’un morphisme générique de fibrés vectoriels, etc.

sont des ensembles localement analytiques.

Dans tout le reste de ce paragraphe, ¥ désigne un ensemble analytique
et compact de M.

LEMME 3.3.2.— Soit ¢ : W — R une fonction de définition de 3. Il
existe un voisinage V de X contenu dans W ayant les propriétés suivantes :

1) pour tout t (0 < t < ¢), V contient un nombre fini de composantes
connezes de {z € W | o(z) = t};

2) chacune de ces composantes connezes est une sous-variété compacte

de M (de codimension 1);

3) pour toutt (0 <t<e) Vi ={z€V|p(z)< t} est une sous-variété
compacte de dimension n d bord, dont chaque composante conneze ne
contient qu’une seule composante conneze de X.

Ce lemme est une conséquence de l'inégalité de Lojasiewicz ([18], par
exemple). C’est d’ailleurs dans ce résultat essentiel pour la suite, que
I’hypothése d’analycité sur la fonction ¢ est nécessaire.

Dans les hypothéses du lemme 3.3.2, on dira que V est un voisinage de
Y adapté & ¢. On notera F, le feuilletage de V défini par les composantes
connexes de ¢~ 1(t) contenues dans V pour 0 < £ < «.

Remargue.— L’hypothése de compacité sur ¥ n’implique pas la com-
pacité de {z € W | p(z) < t} pour ¢ assez petit. En effet, sur R% consi-
dérons ¢(z,y) = z%(zy — 1)2 + . On a ¢~1(0) = (0,0). Cependant,
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{(z,y) € R? | p(z,y) <t} contient {(z, 1/z) |22 >t} qui n’est pas con-
pact!

Etant données deux fonctions de définition de B, ¢;: W; = RT (:=1,2)
d’un voisinage W; de £, on considére un voisinage V; adapté 3 ¢; (lemme
3.3.2). Pour 0 < t < ¢;, on note :

Lit)={zeVi]piz)=t} et Vit)={zeV]|pi(z)<t} (i=1,2).
Comme dans [23], on démontre la proposition 3.3.3.

PROPOSITION 3.3.3.— Avec les hypothéses précédentes, pour tout 0 <
t1 < e1 et 0 <ty < ey, il existe une homotopie hs de Vi — T dans Vo —
(0 < s<1), telle que hy soit un difféomorphisme,

ho=1d et hi[Vi(t1) —Z] = Va(t2) - .

Remargue. — 1l résulte de la proposition 3.3.3 que le type topologique
de L(t) = ¢~ 1(t) est indépendant du choix de ¢, pour ¢ assez petit.

8.4 Lieu singulier d’un morphisme de fibrés vectoriels

Dans tout ce paragraphe, M est une variété de dimension n , E et F
sont deux fibrés vectoriels sur M de rang n. Dans tout ce paragraphe, on
note Eg (resp. Fg) la restriction a un sous-ensemble S de M du fibré E
(resp. F).

DEFINITION 3.4.1.— On appelle isomorphisme singulier de E dans F de
lieu singulier ¥ tout morphisme A de E dans F, dont la restrictiond M — X
est un isomorphisme au-dessus de lidentité (£ étant un sous-ensemble,
éventuellement vide, de M ). On dit alors que ¥ est le lieu singulier de
A et on le note T(A).

La différentielle T'f d’une fonction f : M — M est un morphisme de
TM dans TM et on a (Tf) = Z(f). Comme on I’a déja vu, toute pseudo-
métrique g sur M induit un morphisme g" : TM — T*M dont le lien
singulier est X(g). De maniére analogue, une 2-forme w induit aussi un
morphisme ' : TM — T*M dont le lieu singulier est £(w). Nous allons
montrer que pour chacun de ces objets, dans la situation générique, le
lieu singulier est localement analytique. Aussi il est nécessaire d’introduire
d’abord quelques notations.
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On désigne par :
¢ M(E, F) I’ensemble des morphismes de E dans F;

o si F = E*, S(E) (resp. A(E)) ’ensemble des morphismes de E dans E*
qui sont symétriques (resp. antisymétriques) relativement au crochet de
- dualité entre E et E*;

e X(M) I'un des ensembles précédents;

® (M) indifféremment, ’ensemble des morphismes de X'(M) dont le
rang est n — c;

e M(n), S(n), A(n) I'ensemble des matrices réelles carrées, symétriques,
antisymétriques respectivement, d’ordre n et AX'(n) 'un de ces en-
sembles.

e Z¢(n) Pensemble des matrices de rang n — c appartenant & X (n).

Rappelons que X.(M) est un fibré sur M de fibre type s’identifiant
4 X.(n) et que le morphisme A est générique, s’il est transverse a la
stratification de A'(M) ainsi construite. Avec ces notations on a les resultats
qui suivent.

PROPOSITION 3.4.2. — Soit A un morphisme générique de X(M); alors
le lieu singulier de A est localement analytique.

COROLLAIRE 3.4.3.— Le Lieu singulier d’une application générique de
M dans M, d’une pseudo-métrique générique sur M, d’une 2-forme (€ven-
tuellement fermée) générique sur M est localement analytique.

Démonstration de la proposition 3.4.2.— Soit a un point de Z(A) et
¥.(A) la strate contenant a. On considére un systéme de coordonnées
(1, + .., ) sur un voisinage U de a et on suppose que E et F sont triviali-
sables au-dessus de U. Des champs de repéres (X1, ..., X,) et (Y7, ..., ¥y)
sur U trivialisant E et F respectivement étant fixés. A s’identifie alors a
un champ de matrices de X(n) sur U que 1’on note encore A. Par hypo-
these, A est transverse & £.(A) en a. On note N, ’ensemble des couples
(3,7) €N? avec 1 <i<n,1<j<n (resp. avec 1 < i < j < n), (resp. avec
1<i<j<n)si ¥ (M) = M(E,F), (resp. S(E)), (resp. A(E)). Le cardinal
de N est alors égal 4 la codimension v, de Z¢(n). Soit 7: No — {1, 2, ..., n}
une injection. On note B le champ de matrice sur U suivant :

2(5 1)
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ou T = (tij) est une v, X vc-matrice avec t;; = Tr(ig)3 ou I est la
(n — ve) X (n — vc)-matrice identité.

On vérifie que B posséde les propriétés suivantes : B(a) appartient a
Te(n) et lui est transverse en a. Si @ : R™ — U est le difféomorphisme
défini par (21, ..., ) alors P = det(B o &) est un polynéme homogéne de
degré v, sur R™.

D’aprés [31] ou [21], il existe un difféomorphisme ¥ d’un voisinage U de
a dans V avec ¥(a) = a et deux champs de matrices inversibles L et R sur
V, tels que :

Ao¥=LoBoR.

Par suite, on a :
det(A o ®) =det L x det B x det R.

D’autre part, soit  (resp. ') une n-forme qui définit ’orientation sur E
(resp. F). Considérons la fonction ¢ sur M caractérisée par A*Q' = pQ. On
a évidemment £(4) = ¢ 1(0) et, sur U, ¢ est égal a :

Q(Yy, ..., Yy)
bt n) oy et A
Xy, ..., Xn)

1l existe donc une fonction non nulle A sur R™ telle que :
po¥od® =)\P.

D’aprés [4], on aura un difféomorphisme ® de R™, fixant 1’origine, et tel
que : :
poPoPoO®@=P.

L’application ¢? vérifie alors les propriétés de la définition 3.3.1.D

8.5 Invariants d’un isomorphisme singulier de fibré vectoriel

Dans tout ce paragraphe, E et F sont des fibrés vectoriels orientés de
rang n sur une variété orientée M de dimension n. Si N est un ouvert de
M, on note encore Epy et Fyy les restrictions respectives des fibrés E et F
a N. On utilisera la convention suivante : si A est un isomorphisme de Ep
dans Fjy, o N est un ouvert connexe de M, ey = +1 (resp. ey = (—1)?)
si A conserve (resp. inverse) les orientations au-dessus de N.

-~ 140 -



Quelques propriétés géométriques des variétés pscudo-riemanniennes singuliéres

A partir de l'indice d’une section sur le bord d’un compact (§ 3.1),
nous allons pouvoir attacher des invariants numériques aux isomorphismes
singuliers de £ dans F, dont le lieu singulier est localement analytique et
compact. La proposition suivante va nous permettre de définir les invariants
numériques annoncés.

PROPOSITION 3.5.1.— Soit ¢ : W — RY une fonction de définition
de B(A). Considérons une composante conneze V d’un voisinage de $(A)
adapté d ¢, contenant une composante conneze T de £(4). On note V(t) la
variété compacte d bord ¢~ 1([0,1]) pour 0 <t < e. Si X est une section
quelconque de Ey, on note A(X) la section Fy image par A.

a) Si A: Ey_y — Fy_g préserve ou inverse globalement l’orientation
pour toute section non singuliere T de Ey_x, Uentier :

indsy (1) A(T) — ¢(v-x)indgy(y) T
est indépendant des choiz de T, ¢ et t.

Etant donnée une autre section non singuliére T de Ey_x, on a :
indgy () A7 — ev_x)inday () T' = —e(v_3) inday () A(T) + inday ;) T -

b) SiE =TM etsiT est un champ de vecteurs sur V transverse d 9V (t)
et sortant pour tout 0 <t < ¢, l'entier inday ;) A(T) est indépendant
des choiz de ¢, T et t; par ailleurs, on a indgyy T = x(T) la
caractéristique d’Euler de T.

c) §i E = T*M, Ventier indgy (y) A(dyp) est indépendant des choiz de ¢
ett, et on a indgy(4)(de) = x(X).

DEFINITION 3.5.2.— Avec les notations introduites précédemment, no-
tons les conditions suivantes.

1) SiA: Ey_y — Fy_yx conserve ou préserve globalement l’orientation,
on appelle indice de singularité sur T Uentier indgy (y) A(S) od S est
une section non singuliére de Ey et on le note degy A. S’il existe un
voisinage U de T(A) tel que sur chaque composante conneze U; de U :

A: E(U,-—E(A)) - F(U;—E(A))

conserve ou inverse globalement l’orientation, on appelle degré (total)
de singularité de A la somme des indices de singularité sur chacune
des composantes connezes de T(A).
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2) 5t E = TM, on appelle indice de singularité de A sur & lentier
indgy (y) A(T), ot T est un champ de vecteurs iransverse d 8V (t)
sortant, et on le note indy A. On appelle indice total de singularité de
A la somme des indices de singularités de A sur toutes les composantes
connezes de T(A).

3)Si E = T*M, on appelle indice de singularité de A [Dentier
indgy(¢) A(de) et on le note indg A. On appelle indice (total) de sin-
gularité de A la somme des indices de singularité de A sur toutes les
composantes connezes de L(A).

Ezemple 1.— Supposons que I(A) ait une composante connexe réduite

a un point a isolé. Soit U un voisinage de a au-dessus duquel E et F sont
trivialisables. Comme U — {a} est connexe, A : Eyy_(4} — Fyy_{,) conserve

ou

Sa

inverse ’orientation. On identifie Ey a U x E, et Fy a U x F,. Soit
le bord d’une boule contenue dans U (relativement & une métrique

riemannienne par exemple). On note Sp la sphére unité dans F,. On
considére ’application A : S, — Sp définie par

2oy AT)
A®) = Ty @

ou T est une section non singuliére de Ey. On a alors :

deg, A = deg A

(Sq et Sp étant munies de l'orientation induite par celle de M et F
respectivement). Si de plus E = TM, il résulte de la proposition 3.5.1 :

c2

dega A= inda A~ s(U—{a}) .

L’exemple type de cette derniére situation est ’application de C2? dans
: z — 2P. Si A est la différentielle de cette application ind, = p et

deg, A=p—1.

Ezemple 2.— Soit D le disque fermé de centre 0 et de rayon 1 dans RZ.

On considere le champ radial
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On définit 'isomorphisme singulier A, : TIR? — TRg, e = &1 par:

A =Id au-dessus de R2— D,

A (R) =¢X et A.(R;) = X; au-dessus de D- {0},
ol R; et X; sont les champs de vecteurs orthogonaux a R et X respective-
ment, de sorte que les orientations (R, R1) et (X, X;) soient positives. Si ¥
désigne le bord de D, le lieu singulier de A est £ U{0}. Considérons la fonc-
tion ¢ définie par ¢(z,y) = 2 + y2 — 1. Le champ de vecteurs T = de(R)
est transverse au bord 9V (t) de V(t) = ¢~ 1([—t, ¢]) pour 0 <t < 1, et on
déduit :
tR sur 7 1(t),
—teX sur p71(—t),

A,_-(T):{
indg A=1 et indgA=0.

D’autre part, remarquons que R et X sont deux champs de vecteurs sans
singularité sur V'(¢), et on a :

au-dessus de R — D,

X
A(X) = o au-dessus de -5 - {0}.

L y%‘

1l en résulte que :

indaV(t) Ae(R) =1 et indBV(t) AC(X) —e€.

Conformément a la proposition 3.5.1 a) :
indgy (s) Ae(R) = indgy (s) Ae(X) = degp A sie =1,
c’est-a-dire si A. conserve l’orientation. Mais
indgy (4) Ae(R) # inday () A,(X) sie=-1,
c’est-a-dire si A. inverse 1’orientation.

Pour la démonstration de la proposition 3.5.1, établissons d’abord le
lemme suivant.
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LEMME 3.5.3.— Soient A un isomorphisme singulier de E dans F, de
lieu singulier non vide I, et V une variété compacte conneze de dimension
n d bord 8V non vide et disjoint de B. St X est une section non singuliére
de E au-dessus de 8V, on note A(X) la section image de F.

a) Les entiers indgy () X etindgy(y A(X) sont indépendants de t et .
b) Si TNV est vide, pour toute section non singuliére de E au-dessus de
3V,ona:
indgy A(X) = egyindgy X .

¢) Soient X et X' deuz sections non singuliéres de E au-dessus de V.

Etant donnée une métrique riemannienne g sur E, on désigne par
K; (i =1,...,p) les composantes connezes de l’ensemble des z de
AV vérifiant go(X,X') < 0 et par 8K; l’adhérence de K; dans 8V
(t =1,...,p). Notons Ey le fibré orthogonal @ X' dans Egy. Sur
0K;, la section X induit une section X; du sous-fibré Eqg. Avec ces
notations :

p
indgy A(X) = egv indgy A(X') = ) _ ok, indgy X; .

=1
d) Si A: Agy — Fsy conserve ou inverse globalement 'orientation :

indgy A(X) — egy indgy X = indgy A(T) — ey indgy T

e) SiE=TM etT est un champ de vecteurs transverse d 8V et sortant,
Ventier indgy A(T) ne dépend pas du choiz de T.

Démonstration du lemme

a) Soient ¢; : W; — RT (i = 1, 2) des fonctions de définition de T(A)etV;
la composante connexe d’un voisinage adapté & ¢; contenant la composante
connexe ¥ de £(A. On note V;(t) la variété compacte a bord ¢~ 1([0, t])
pour 0 < t < g; (lemme 3.3.2), ¢ = 1, 2. Les réels 0 < t; < ¢; étant
fixés, il existe une isotopie h, de V3 — X dans Vo — X, telle que h, soit
un difféomorphisme, avec hg = Id et hy = [My(t1) — ] = Va(t2) ~ =
(proposition 3.3.3). Désignons par N, la variété compacte a bord définie par
’adhérence de h, [V1(t1) —X]. On Ng = Vi (t;) et N1 = V3(t2). Considérons
une section non singuliére de X de E au-dessus de V;.
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Soit ¢ : F; — M un fibré en sphéres associé 4 F, muni de ’orientation
induite par celle de F. On considére une n-forme Q sur M représentant la
classe d’Euler de F. Il existe une (n — 1)-forme w sur F; telle que :

/ w=-1 et dw=gq*Q.
g~ (=)

Soit T une section non singuliére de F' au-dessus de | Jo,; Ns. Alors :

indgyy, A(X):/aN ‘r*w—/;N ctw,

ol o est la section de F induite par Y. Par suite

indgn, Y = / hy(r*w) — / hy(c*Q).
ANy 8Ny
Cet entier est donc constant et on a ainsi :
indaN‘ A(X) = indaNo A(X) .
Par raisonnement analogue, on montre un résultat identique pour X.

b) Puisque V est connexe, et V N T est non vide, 4 : Ey — Fy est un
isomorphisme qui préserve ou inverse 1’orientation. Soit X une section non
singuliére de E au-dessus de V. 1l existe un prolongement X de X & V
n’ayant qu’une singularité isolée en a € V. Alors :

indgy X =indy X = ey ind, A(X) = egy indgy A(X).

c) Considérons un voisinage collier ¢ : 8V x [0,1] — V ayant les
propriétés suivantes : chaque composante connexe W; de W = (p(BV X
[0,1]) ne contient qu’une seule composante connexe 9V; de 9V =
1,..., m). La restriction de A & Ey — Fw est un isomorphisme (non
singulier).

Sur chaque composante connexe W;, A : Ey, — Fy, est donc un
isomorphisme qui préserve ou inverse l’orientation. Soient X et X' deux
sections non singuli¢res de Eay. On peut prolonger X en une section de
Ew , sans singularité, encore notée X. On considére alors une section X de
Ey caractérisée par :

£ X' sur 8V = ¢(0v x {0})
T lX sw e(aV x {1}).
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X na que des singularités isolées a; € W; (i =1,...,m)etb; €V - W
(7=1,...,g). On aura alors :

m
indgy X' —indgy X = ) _indow, X .

=1
D’autre part, A étant un isomorphisme au-dessus de W, on a aussi :
indgw, A(X') = eaw, indow, X .

D’aprés a), on en déduit donc :

m
indgy X' —indgy X = Y indgw, X .

=1

Si A : Egy — Faw conserve ou inverse globalement l’orientation, tous
les egw; étant égaux, on obtient :

indgy A(X) — ey indgy X = indgy A(Xl) — ey indyy x'.

Dans le cas général, munissons Ey d’une métrique riemannienne g et
notons Ey le fibré orthogonal 3 X. On oriente Fy de sorte que ’orientation
de Eyw donnée par X suivie de celle de Ey soit positive. Enfin, soit H;
I’adhérence de I’ensemble des = de W; pour lesquels on a g,(X ,f ) < 0.
Sur la fronti¢re 8H; de H;, X' induit une section non nulle X; de Ey. Il
résulte alors de la démonstration de la proposition 3.1.3 :

indgw, X = —indgg, X! ;

ce qui achéve la démonstration de c) et d).

e) Supposons que E = TM et soient T et T' deux champs de vecteurs
transverses & OV et sortants. Le champ de vecteurs T, = sT'+(1—s)T", pour
0 < s < 1, est aussi transverse & V et sortant. A(T,) est une section de Fyy
non singuliére. L’entier indsy A(T,) est donc constant (voir démonstration
de a)); ce qui achéve la démonstration de e).D

Remarque.— Comme X est localement analytique, il existe un ouvert
dense Yo dans X qui est une sous-variété de M. Si codim ¥y > 1, alors
V —X est connexe. Il en résulte que A : Ey_y — Fy_x est un isomorphisme
qui conserve ou inverse globalement 1’orientation et l’entier indgy A(X) —
ey indgy X ne dépend pas du choix de la section non singuli¢re X de Ey.
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Démonstration de la proposition 3.5.1

a) SiA:Ey_y — Fy_yx préserve ou conserve globalement 1’orientation,
il résulte du lemme 3.4.3, que ’entier :

indgy(4) A(T) — e(v_gx) indgy () T

est indépendant des choix de ¢, ¢ et de la section 7. On a un résultat
analogue pour :

indaV(t) A—l (T/) - E(V—E) indav(t) T, .

D’autre part, pour toute section 7' de Ey_y :

inday (s T — e(v—x) indays) A(T) =
= inday(t) A_1 o] A(T) —_ E(V—E) indav(t) A(T)

= indgy () A7HT') ~ e(v_x)indgy () T' ;

ce qui achéve la démonstration de a) puisque 7/ = A(T) est une section
non singuliére de Fy_y.

b) Supposons que E = T'M. On remarque d’abord qu’il existe toujours
un champ de vecteurs T sur V — T transverse a 8V (¢) et sortant, pour
tout (0 < t < e. Si T est un autre champ de vecteurs transverse a
AV (t) et sortant en remplacant X par X, = sT + (1 — s)T' comme dans
la démonstration du lemme 3.4.3 a), on montre que 'indice de A(T') sur
AV (t) ne dépend pas des choix de ¢ et t pour ¢ assez petit. De plus, on a
indgy(y) X = x(V(2))-

De plus, comme ¢ est non dégénérée sur V — X, le gradient de (—¢)
(relativement a une métrique riemannienne quelconque), permet de définir
une déformation par rétraction de V(t) sur . Il en résulte que x(X) =

x(V(2))-

¢) Supposons que E = T*M. Choisissons une métrique riemannienne G
sur M et on note G : TM — T*M lisomorphisme associé. Le champ de
vecteurs T = (Gb)—l(dy:) est non nul, transverse & 9V (t) et sortant; par
suite :

indav(t) d(p = indav(t) T = X(E)
d’aprés le lemme 3.4.2 b) et le résultat précédent. Par ailleurs :
indgy () A(dy) = indgy () 4 0 G*(T)

et cet entier est indépendant des choix de ¢ et ¢ (d’aprés 3.4.1 b)).
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Maintenant, si G est une autre métrique riemannienne, on aura :
indav(t) Ao @l’(’f) = indav(t) Ao Gb o (G‘b)'l o} @b(f)
= indav(t) Ao Gb(T) 3
on T = (@I’)_l(dga). ]

Pour terminer ce paragraphe, nous allons établir quelques relations
existant entre les invariants définis plus haut.

PROPOSITION 3.5.4
a) Lorsque E=F =TM ou E=F =T*M, ona :
indg A —indg A7 = degy A% = indg 4% — ().
b) Si A: Ey_y — Fy_yx conserve ou inverse globalement l’orientation,
les relations suivantes sont vérifiées :
degz A—l = “E(V—E) degz A
degs A =indg 4 — e(y_5)X(),

stE=TM ou E=T*M. Lorsque E=F =TM ou E=F =T*M,
ona:

indg A7 = —¢(y-x)indy A + (1+ E(V_E)X(E)) .

Démonstration de la proposition 3.5.4

a) On reprend les notations de la proposition 3.5.1 :
indg A™" —indg A7 = indgy () A(T) — indsy (5 A™(T)
= indgy (y) A2 [A7H(T)] — inday () A7H(T).-
Comme A% : Eyy_y — Fy_yx conserve toujours l’orientation :
indgy () A2 [A7H(T)] —indgy () A7H(T) = degy A°
= inday (y) AX(T) —indgy(y) T
=indy A% — x(Z).

L’affirmation b) de la proposition 3.5.4 résulte du lemme 3.5.3 et de la
démonstration de la partie ¢) de la proposition 3.5.1.0
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8.6 Indice de singularité d’une pseudo-métrique dont le lieu sin-
gulier est localement analytique

Soit g une pseudo-métrique sur une variété M orientable de dimension
n. On dit que g posséde un lieu singulier localement analytique, si £(g) est
localement analytique (définition 3.3.1).

Dans tout ce paragraphe, la pseudo-métrique g est fixée; on suppose que
g posséde un lieu singulier localement analytique et que X(g) est compacte.
Rappelons que dans ce cas, il existe un voisinage V de X(g) et une fonction
@:V = RY et ¢ > 0 ayant les propriétés suivantes (lemme 3.3.2) :

a) chaque composante connexe de V contient une seule composante
connexe de X(g);

b) la restriction de F' a chaque composante connexe de V — X(g) est une
submersion sur ]0, ¢[.

On dit alors que V est un voisinage de X(g) adapté & ¢. On note alors
Vit ..., Vpt les composantes connexes de la variété compacte a bord :

Vi={zeV|p(z) <t}

L’équation ¢g(X,Y) = Y (y) définit sur V — (g) un champ de vecteurs
X non singulier. Les entiers indgy;, X (¢ = 1, ..., p) sont indépendants
des choix de ¢, V, de l'orientation de M et du paramétre ¢ (proposition
3.5.1¢c)). Si T est un champ de vecteurs sur V — X(g) transverse sortant sur
le bord 3V; de la variété V;, pour tout 0 < ¢ < ¢, les entiers indgy; (X, T)
(=1, ..., p) sont aussi indépendants des choix précédents et du choix de
T. Avec ces notations, on a les définitions suivantes.

DEFINITION 3.6.1
1) On appelle indice de singularité de g Uentier :

b
inday, X = ) _indgy;,

=1
que l'on note i(g).

2) On appelile indice transverse de singularité de g Ventier :
: P
indoy,(X,T) = Y inday; (X, T)
=1
que lon note 7(g).
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Remarque.— Pour 0 < t < ¢, le bord 9V; de V; est une hypersurface
orientée de M (en tant que bord de V;). L’indice transverse de singularité
de g est en fait I'indice de singularité de 3V; dans M — %(g).

La relation suivante résulte de la proposition 3.5.1.

i(g) = 7(g) + x(=(9)) -

Lorsque g induit sur M — ¥(g) une métrique riemannienne, le champ de
vecteurs X (défini plus haut) est transverse sortant sur 8V;. Par suite, on a :

m(g) =0 et i(g) =x(Z(9))-

Nous allons terminer ce paragraphe par 1%tude de certaines situations
génériques. Soit g une pseudo-métrique générique sur M. Le lieu singulier de
g est alors localement analytique. Choisissons une métrique riemannienne
G sur M. On lui associe la fonction ¢, définie par 4

g = det [g(u;, u5)]

ol (uy, ..., up) est une base orthonormée de T, M relativement & G. La
fonction <pg est alors une fonction de définition de ¥(g). Etant donné un
voisinage V adapté & ¢4, I’équation ¢g(X,Y) = Y(gag) définit un champ de
vecteurs sur V dont le lieu singulier est contenu dans ¥(g). Plus précisément,
I’ensemble des zéros de X est la réunion des strates T.(g), pour ¢ > 1, et
de ’ensemble ¥;11(g) (ensemble des points ol le noyau de g est tangent a
¥1(g)). L’indice de singularité de g est alors égal & l'indice de X sur le
bord (p;l(t) de la variété go;l([o, €]). Si par exemple £(g) = T1(g) et sile
noyau de g est transverse a cette variété, alors i(g) = 0 et 7(g) = —x(=(g)).
Lorsque M est une surface, £(g) est une réunion finie de cercles disjoints et
%11(g) est un ensemble (éventuellement vide) de points isolés {ay, ..., ap}.
L’indice et ’indice transverse de singularité de g sont alors égaux a :

P
D indg; X .
=1
Nous allons illustrer cette situation par un exemple.

Sur R?, on considére le cercle T de centre (0,0) et de rayon 1. On note ¢
la fonction ¢(z,y) = =2 + y? — 1. Soit g la pseudo-métrique da? + ¢ dy?. Le
lieu singulier de g est . Le champ de noyaux de g est engendré par §/8y.
I est transverse a ¥ sauf en (—1,0) et (1,0) ou il est tangent & . Si on
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munit IR? de sa métrique euclidienne, la fonction @g, définie plus haut, est
alors égale & ¢ et le champ de vecteurs X est égal a :

a 8
23790% + Zya .

X a des singularités isolées en (—1,0) et (1,0) du type col. Par suite, I'indice
de singularité de g est 2.

On considére le disque D de R? défini par ¢(z,y) < 2 et on note gp
la restriction de g a D. A Dextérieur de Y, gp est riemannienne et, a
Pintérieur, elle est lorentzienne. En plongeant, dans toute surface M, k
exemplaires de ce disque muni de sa métrique gp et en recollant par une
métrique riemannienne quelconque sur M, on obtient une pseudo-métrique
générique sur M dont 'indice de singularité est égal a 2k. Une telle situation
se généralise en dimension n > 2.

Remarques

1) A toute pseudo-métrique g est associé un morphisme gb :TM —->T*M
de lieu singulier £(g). L’indice de singularité de g est, en fait, I'indice de
singularité de ’isomorphisme singulier (gl’)_1 (§ 3.4.7).
2) Soit g une métrique riemannienne sur M et notons gl’G Pendomorphisme
de TM soit par gl'G = (Gl’)"1 o ¢*. L'indice de singularité de (gI’G)—1 (au
sens du paragraphe 3.4.7) est aussi égal a l'indice de singularité de g.
3) On peut attacher & g d’autres invariants numériques : l'indice de
singularité de gl noté ind(g%) lindice de singularité de (g%)% = gl o g",
noté ind (gl’G)z. Ces invariants sont liés & i(g) par la relation (proposition
3.5.4):

. 2 . .

ind(9g)” — x(S(9)) = ind (g) - i(g).-

4) En général, ces invariants sont indépendants deux & deux; c’est, par
exemple, le cas si g est générique et si 7(g) = 0. Dans la situation décrite
plus haut, on a ind (gbG)2 = —i(g) et ind(gg) =0.

5) Si la parité de la signature de g est la méme sur chaque M — ¥(g)
(situation non générique!), on a la relation suivante :

i(g) = —eind(g&) + (1 + ©)x(2(9)) ,

oll £ = 1 si cette signature est toujours du type (2r,2s) et ¢ = —1 si cette
signature est toujours du type (2r + 1, 2s + 1). Cette situation se produit
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par exemple lorsque codim(X(g)) > 2, ousi g garde une signature constante
sur M — 3(g).

6) On peut définir les invariants i(g), 7(g), ind(gé), ind(g%;)2 , pour toute
métrique pseudo-riemannienne g définie ru M — 3, ot ¥ est localement
analytique sans que g soit définie sur 3.

3.7 Indice de ramification d’un morphisme de fibré

Soient M et N deux variétés orientables de dimension n et F' un fibré
vectoriel orientable de rang n sur N. On considére un morphisme de fibré
A :TM — F au-dessus d’une application o : M — N. On appelle ensemble
singulier de A, noté $(A), ’ensemble des = de M pour lesquels, I’application
linéaire, Az : TeM — Fy(;), n’est pas un isomorphisme; F, () étant la
fibre de F au-dessus de a(z). Comme dans le paragraphe précédent, on
suppose que X(A) soit localement analytique et compact. On considére
un voisinage V adapté a une fonction de définition ¢ : V. — [0, e[ de
%(A) (voir définition 3.3.1). On note E le fibré image réciproque de F par
a; A induit alors un morphisme de fibrés de M dans E au-dessus de
I'identité de M. Considérons un champ de vecteurs T sur V — E(A) qui est
transverse au bord 9V; de la variété V; = {z € V | p(z) < t} et qui sort sur
ce bord pour tout 0 < ¢ < £. Sur le bord de chaque composante connexe
Vit de V; (7 = 1, ..., p), considérons la section A(T) de E ainsi définie.
Une orientation sur M et sur F' étant choisie, on munit F de ’orientation
induite par 'isomorphisme canonique de E dans F au-dessus de a dont la
restriction a chaque fibre est l'identité (de E; = Fy(,) dans Fy(g)). Les
entiers inday, A(T), pour tout 1 < j < p, sont indépendants des choix de
¢, V, T et du paramétre 0 < t < ¢ (proposition 3.5.1).

DEFINITION 3.7.1

1) Avec les notations précédentes, on appelle indice de ramification de A
au-dessus de la composante conneze Xj, contenue dans V., lentier
indan" A(T) noté ind)jj A,

2) On appelle indice de ramification de A Uentier A = Z?=1 indzj A.
Si la composante connexe X; est réduite & un point, le degré local
(au sens de [8]), est égal & indy; —c avec ¢ = +1 (resp. ¢ = —1),si 4

conserve (resp. inverse) les orientations au-dessus de V; (§ 3.5, exemple 1).
En particulier, si & : M — N est un revétement ramifié entre deux surfaces
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riemanniennes, l'indice de ramification de a (au sens classique) est égal
a l'indice de ramification (au sens de la définition 3.4.1) du morphisme
A="Ta.

Plus généralement, si f : M — N est une application de classe Ck k >1,
le lieu singulier de f est I’ensemble E(f) des points ot A = T'f n’est pas
de rang maximum. Si Z(f) est non vide, compact et localement analytique,
Vindice de ramification de f sur une composante connexe X; de X(f) sera,
par définition, ’entier indgj Tf et I’indice (total) de ramification de f sera
I’entier ind 7'f. On peut en particulier définir un indice de ramification pour
les applications génériques f de M dans N dont le lieu singulier est compact,
puisque X(f) est alors localement analytique (§ 3.4).

Lorsque A conserve ou inverse les orientations de TM et F au-dessus de
V; — I;, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 3.7.2. — Avec les hypothéses précédentes s’il existe un
champ de vecteurs X au-dessus de I; telle que A(X) soit une section non
singuliére de F au-dessus de ¥;, alors on a :

indy; A = ex(Z;),
avec € = +1 (resp. € = —1) si A conserve (resp. inverse) les orientations.

Nous allons terminer ce paragraphe par I’étude de I’indice de ramification
d’une application f : M — N, dont le lieu singulier est localement
analytique. Soit ¥ une composante connexe de X(f). Considérons un
voisinage V adapté & une fonction de définition ¢ : V — [0, ¢[ de X.

Supposons que codim ¥ < 2.

Dans ce cas, V — X est connexe; par suite, V; = {w EV |ep(x) < t}
est une sous-variété compacte a bord connexe de V pour tout 0 < ¢ < .
Supposons qu’il existe ¢ avec 0 < ¢ < ¢ pour lequel W; = f(V;) soit aussi
une sous-variété compacte a bord connexe de N, et on note W un voisinage
de W; dans N. La restriction de f a 8V; est un revétement de 3V; sur 8W,.
Soit T' un champ vecteurs sur dW; qui lui est transverse. Il existe un unique
champ T sur 9V;, tel que Tf(f) = T o f. De plus, on peut choisir 7' pour
que T soit sortant sur le bord de Vi. On va montrer que dans ces conditions
ona:

inds; f = ex(We),

oudest le degré de f : 0V; — W, o0 e d® = +1siTf: TM — TN
conserve ou inverse simultanément les orientations au-dessus de 3V; et
e = (—1)" dans les autres cas (n = dim M).
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En effet, on désigne par F le fibré image réciproque de TN par f au-
dessus de V, et par j? : F — TN le morphisme canonique associé. On
note p: MM -V, n: F; - Vetq: Ti1N — W des fibrés en sphéres
associés aux fibrés TM — V, F — V et TN — W respectivement. Soit
Tvf : h'M — Fy, j?l : F1 — T1N les morphismes induits par T'f et f
respectivement. Enfin, on note encore T (resp. T') la section de T3 M (resp.
TyN) au-dessus de dV; (resp. W;) induite par T (resp. T). Considérons
une n-forme ) représentant la classe d’Euler de T'N au-dessus de V et o
une (n — 1)-forme sur T} N, telle que ¢*Q = do et fq-l 2) ¢ = —1 pour tout
z de W. La n-forme f*Q représente la classe d’Euler de F au-dessus de V,
etona:

o f*Q=do' et /1()0"-—-—1, ono' = fio.
p=1(e

Considérons une section S de T3 N au-dessus de W sans singularité. La
section S(z) = f; 1 (Sof(z)) de Fy au-dessus de V est aussi sans singularité.
On a alors :

indy f = indgy, df(T)

/ o)~ [, ms@)e)

t

= f*oS*(o) - /;V f*oT*(o)

W,

o[y L)

= dindawt T= dex(Wt)

Supposons maintenant que codim¥ =1

Soient &;V; (¢ = 1,...,r) les composantes connexes du bord de V;.
Supposons de plus qu’il existe 0 < t < ¢ tel que §;W; = f(8;V;) borde une
sous-variété W; ; compacte de N. En appliquant le raisonnement précédent
a chaque variété W;; pour 1 < i < r, on obtient :

»
indg f = Y eidix(Wis),
=1
ou d; est le degré de f : 5;V; — 9;Wy, 0ot ¢; = +16i Tf : TY;V; — TO;W;
conserve ou inverse simultanément les orientations et ou ¢; = (—1)" dans
les autres cas.
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Ezemple.— On considére I’application f : R™ — IR™ définie par :

1 n
o o) = St s (322 -1)

=2

fi(z1, .oy zp) =2; pourj=2, ..., n.

Le lieu singulier f est égal a la sphére ¥ de centre 0 et de rayon 1. La
fonction ¢(z1, ..., zn) = (T, 2? - 1)2 est une fonction de définition
de £ et V = ¢71([0,1]) est un voisinage adapté & ¢. Le bord de
V; = (,o"l([ 0, %) est la réunion de deux sphéres 2;}' et £, de centre O
et de rayon 1+1% et 1 —¢ respectivement. L’image de chacune de ces sphéres
est une sous-variété compacte S; et S;” de R™ difféomorphe & des sphéres.
Comme le degré de f : & — Sy est égal & —1, il en est de méme pour le
degré de Eti — f:, pour t assez petit; chacune de ces variétés étant munie
de orientation induite par l’orientation de la boule qu’elle borde. Comme
Tf : TR™ — TIR™ conserve (resp. inversers) les orientations au-dessus de
22’ (zesp. ; ), on a donc indg f = (—1)" — 1. Remarquons que T'f(8/dz;),
pour ¢ = 2,..., n, n’est pas nul et que |indg f| # |x(2)| L’hypothése
“A conserve ou inverse les orientations” de la proposition 3.4.2 est donc
nécessaire en général.

4. Théoréme de Gauss-Bonnet pour les pseudo-métriques

4.1 Intégrale de la forme pfaffienne d’une connexion métrique

Dans tout ce paragraphe, M est une variété compacte, connexe, orientée,
avec un bord éventuellement non vide et de dimension n = 2p. On considére
un fibré vectoriel £ — M orienté, de rang n, et une métrique pseudo-
riemannienne g sur E. On note (7, s) la signature de g. Soit V une connexion
métrique sur E compatible avec g.

Un champ de repéres orthonormés direct (u1, ..., un) étant donné sur
un ouvert U, avec g(u;,u;) = —1 pour 1 < i < r et g(u;,u;) = 1 pour
r < © < n, sera appelé un champ de repéres sur E adapié ¢ g. Pour un
tel champ de repéres, il existe une matrice de 1-formes (wf )1 <i<mn,
1< j < n)sur U, telles que :

n
Vxu; = wa(X) uj .
=1
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La matrice de courbure (sur U) est la matrice de 2-formes (Qf )1<i<
n, 1 < 7 < n, caractérisée par :

n
J_ 4.3 kn J
Q; _dwi— E wi Awy, .
k=1

Notons (Qij) le produit de la matrice (Q‘Z ) par la matrice :

ou I, (resp. I,) est la 7 X r (resp. s x s) matrice identité. On considére alors
la n-forme sur U, définie par :

AU = ( oD zeag ...azpﬂalaz ARRENA nazp_lazp ’

ol €q .0, Vaut +1 ou —1 selon que (aj, ..., azp) est une permutation
paire ou impaire de (1, ..., 2p).

La forme Ay ne dépend pas du choix du champ de repéres (uy, ..., up),
et la donnée d’une famille de formes Ay, pour U parcourant un recouvre-
ment de M, définit une n-forme fermée A sur M que l’on appelle la forme
pfaffienne de V (voir [6]). La classe de cohomologie dans H™(M,IR) repré-
sentée par A est la classe d’Euler du fibré E. Ainsi, si M est vide, on a le
théoréme 4.1.

THEOREME DE GAUSS-BONNET 4.1. — L’ntégrale de A sur M est égale
d la caractéristique d’Euler x(E) de E. En particulier si E = TM, cette
intégrale est égale d x(M).

Ce théoréme n’est plus vraisi 8M est non vide. L’objet de ce paragraphe
est d’expliciter la valeur de lintégrale [,, A lorsque M # 0 et pour
E =TM, en fonction des propriétés géométriques de la connexion induite
par V sur le bord de M. Plus précisément si q; : /M — M est un fibré
en sphéres associé & TM, puisque A représente la classe d’Euler de M, il
existe une (n — 1)-forme o sur 73 M telle que fq"l(m) o = —1 pour tout =
de M et ¢f A = do. Maintenant tout champ de vecteurs T normal & 8M, et
sortant, définit une section non singuliére  de T} M. On aura donc :

/ A:indaMT+/ 0.
M M
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Le probléme est de donner une interprétation géométrique au terme
*
Jop o
Lorsque g est riemannienne, ce terme s’explicite de la maniére suivante :
sur T\M, il existe des (n — 1)-formes g, ..., 0p_1 et des constantes
ag, ..., ap_1 ne dépendant que de n ayant les propriétés suivantes :

a) soit 7 un champ de vecteurs normal unitaire sur OM et (X1, ..., Xp)
un champ de repéres orthonormés direct sur un ouvert U rencontrant
OM, tel que T = X, et (X1, ..., Xp—1) soient tangents & dM; la
(n — 1)-forme 7*0}, est égale & (avec les notations introduites plus
haut) :

Eeal...az Qa;ag AERIAN nagk_lazk A wgzk+1 ARERIAY w:n—l )
ol €q;..an_; Vaut +1 ou —1 selon que (aj,..., @,—1) est une
permutation paire ou impaire de (1, ..., n —1);
b) la (n — 1)-forme o = Zi;} a0y, vérifie les propriétés déja énoncées,
c’est-a-dire [ -1(z) @ = —1 pour tout z de M et g} A = do; on a alors
le théoréme de Chern ([6], [8]).

THEOREME DE CHERN 4.1.2. — Avec les hypothéses et notations précé-
dentes, lintégrale de A sur M est égale a :

-1
x(M) + / 0.
(M) g:% -

En particulier, si 9M est auto-paralléle, cette intégrale est égale a x(M).

Remargue. — Chaque intégrale fBM 7*0), ne dépend que de la seconde
forme fondamentale de M et de la connexion induite par V sur M, mais
cette décomposition de faM 7*c n’est pas unique.

Lorsque g ou —g n’est pas riemannienne, c’est-a-dire lorsque r et s sont
non nuls, on ne pourra plus construire, en général, des (n — 1)-formes
01, +.., Op_1 ayant les propriétés a) et b) ci-dessus. Cependant, nous allons
voir une autre interprétation des (n — 1)-formes 7*o}, k = 0, ..., p — 1,
permettant une généralisation au cas pseudo-riemannien.

Le groupe structural du fibré M — M est réductible au groupe SO(r, s)
des automorphismes de R™ de déterminant +1 qui laissent invariante la
métrique canonique de R™ de signature (7, s). On note = : SO(M) — M le -
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fibré principal (de groupe SO(r, 3)) associé. A toute connexion métrique V
sur M compatible avec g est associée une unique connexion V sur SO(M),
et réciproquement. Sur SO(M), on note v = (7 ) 1<i<n,1<3<n)

la matrice de 1-formes de V et (I‘J ) 1 <i< 1<) < n)sa matrice
de courbure. Désignons par I' = (T;;) le produit de la matrice I“Z , par la

matrice
-I. 0
0 Ia

ou Ir (resp. I,) est la 7 X r (resp. s X s) matrice identité. Si A est la forme
pfaffienne de V,on a :

N * (_1)P 1
A=r1m"A= (2 )p zpp’ 2501 azpralaz ANeee A I‘agz,_.],azp )

Ol £q; ...az, Vaut +1 ou —1 selon que (ay, ..., azp) est une permutation
paire ou impaire de (1, ..., 2p) (comparer avec I’expression locale A).

Soit V' une autre connexion g-métrique sur M, et V' la connexion sur
SO(M) associée. Comme dans [37], on montre qu'’il existe des (n—1)-formes
®0, ..., Bp—1 sur M et des constantes Ag, ..., Ap,—1 ne dépendant que de
n et de r, telles que :

x5 '
T = Yea..agm-1 Loz Ao Alag, a5 A (I' - P)a2k+1azk+z

A (D - I‘)o(n__wn_2 Ay = 'y)a‘n_1 ,

ou v’ et I'! sont les matrices de 1-formes et 2-formes associées 4 V/ comme
plus haut et v/ — 4, IY — I sont les matrices différence.

La (n — 1)-forme & = Ek—o A ®;, vérifie :

A'—A=d.

Avant de faire un choix particulier pour V’, rappelons que le fibré normal
v(OM) (relativement & g) & M ne lui est pas transverse en général (§ 3.2).
Ainsi, un champ de vecteurs 7 normal & M est sortant en certains points
et rentrant en d’autres points d’une méme composante connexe de M.
De plus, on aura g(7,7) = 0 aux points od 7 est tangent & M. Si G est
une métrique riemannienne quelconque sur M, il existe un isomorphisme
J : TM — TM tel que g(u,v) = G(u, J~1(v)). Par suite, un champ de
vecteurs 7 sur M sera normal & M pour g si, et seulement si, J~1(v) est
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normal & 8M pour G. On dira que le champ de vecteurs 7 est sortant si
J~1(v) est sortant. Cette définition ne dépend pas du choix de G.

Etant donné un tel champ 7 normal sortant sur M, T sera transverse
a OM si, et seulement si, g est non dégénérée sur TGM, ou de maniére
équivalente si g(7,7) # 0 sur M. On se place dans ’hypothése suivante :
il existe un champ de vecteurs 7' sur M homotope & T et pour lequel
g(7',7') # 0 en tout point de 8M.

Il existe alors un voisinage collier ¢ : M x [0,1[ — M et une
décomposition en somme de Whitney TM = F & T au-dessus de V =
©(0M x [0, 1[) ayant les propriétés suivantes :

e Chaque composante connexe de V contient une seule composante de
oM

e F coincide avec 'orthogonal H de 7/ sur M relativemant a g;
e g est non dégénérée en restriction a F';
e T est 'orthogonal de F relativement a g.

Sur F (resp. T), la connexion V induit une connexion V° (resp. V). On
note V la connexion sur T'M au-dessus de V définie par :

VxY = V%Y + Vi1,

ou Yp (resp. Y1) est la composante de T sur F (resp. T'). Par construction, le
fibré F est auto-paralléle (c’est-a-dire ona g(VxY, Z) = 0si Y est tangent
a F et Z & T). Finalement, soit V' la connexion obtenue en recollant V au-
dessus de V! = (M x [0, 1/2[) et V par une partition de l’unité. Avec
ces notations, au-dessus de V', on montre comme dans [37] que, sur chaque
composante connexe W de V/,onapour0<k<p—1:

Yeay...anTazas A e A TLagpagkss A
3 A A AN sig(r',7") <0,
k —_—
Eea;...an_1 ra1a2 /; A razk-lag‘k A
AR A AR sig(r, ) > 0.

p—1
/A:/ A'+Zak/ &), . (GB)
M M —o VoM

Lorsque g est riemannienne, lorsque H = TOM, &, = 7*0} et comme
OM est auto-paralléle, intégrale de A’ sur M est égale & x(M). Ainsi,

Par suite :
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on retrouve la formule de Gauss-Bonnet pour les variétés riemanniennes
compactes & bord. Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat
suivant.

THEOREME 4.1.3. — Soit une variété compacte conneze d bord non vide
M de dimension paire n = 2p, et g une métrique pseudo-riemannienne.
Etant donné un champ de vecteurs T normal sortant sur M, supposons
que sur chaque composante conneze de M, g(r,T) ne change pas de signe
et ne soit pas identiguement nul.

Il existe alors :

a) un champ ' homotope ¢ T sur M et g(v',7') > 0 ou g(v',7') < 0
sur chaque composante conneze de M ;

b) des (n —1)-formes &, 0 < k < p— 1, sur un voisinage de OM définie
localement par :

O2k+1 Opn—1
= Beay..an1 Qagaz A AQagy_rage Awn " TP A Awp™

sur un champ de repére (Xi,..., Xn) avec Xpn = 7//{/g(7!,7'), si
g(r',7)>0:

azk
2, = Deay...anPozas A A Qagpanesy Awp M2 A AW

sur champ de repére (Xi, ..., Xn) avec X1 = r'/,/lg(‘r’,r’)l st

g(r',7) <0;
¢) des constantes :

. _(_l)p—l—k ‘ 1
k= Txkoptk 1.3.-- (2p—2k—1)-k!’

k=0,...,p—-1

telles que :

-1
A =indgw T+ ak/ Py
/M I;:O am

ot les intégrales faM $,, ne dépendent que de V.

51, de plus OM est auto-paralléle et si g est non dégénérée sur OM alors,

/MAzx(M).
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Démonstration. — Soit N une composante connexe de 3 M et supposons
que g(7,7) > 0 sur N. Au-dessus de N, 7(N) est une sous-variété compacte
dela variété Ty M = {u € To M | g(u,u) <0, z € M}.SiT(N) rencontre le
bord To M = {u €ETeM | g(u,u)=0, z € M} de T4 M, par une homotopie
dans T4 M, on peut construire une section 7/ de TM, telle que 7/(N) ne
rencontre pas ToM. Un raisonnement analogue s’applique si g(r, 7) < 0.

Le champ de vecteurs 7/ étant choisi, les (n—1)-formes &, (1 < k < p—1)
sont alors celles définies plus haut. Pour la valeur des constantes a;, voir [37].

Remarquons d’abord que si i : N — M est l'inclusion, les (n — 1)-formes
i*®;, ne dépendent que de 7'. Soient 7’ et 7"/ deux sections de TM au-dessus
du voisinage W de N, homotopes & 7 avec g(7/,7') # 0 et g(7", 7") # 0. De
maniére évidente, ces quantités ont le méme signe, par exemple positif. Il
existe alors une section 75, s € [0, 1], de T'M au-dessus du voisinage W de
N, telle que g(7;,7;) > 0, 7§ = 7' et 7{ = 7". Si #}, sont les (n — 1)-formes
sur W associées & 7, comme précédemment, * + ne dépendent que de .
Par suite fM‘I’k = fN‘}l’c pourtout 0 < s<let0<k<p-1.

Comme 7' et T sont homotopes, indgy 7' = indsw 7 et par conséquent,
la relation :

p—-1
A =indgw 7+ ak/ ®,
/M k%;) oM

si, et seulement si, [, A’ = indgps 7/, d’aprés (GB). Mais ce résultat est
une conséquence du lemme 4.1.4 qui va suivre. Enfin si M est auto-paralléle
et g est non dégénérée sur TOM, on peut prendre 7/ = 7. Si g(7,7) > 0
dans tout champ de repéres (X7, ..., X,) tel que X, = 7/ |g(1’, 1')|, on
aura *w3 = O pourtouta =1, ..., n,et ainsi i*&, = 0pour 0 <k <p-1
et toute composante connexe de M. Un raisonnement analogue s’applique
sig(r,7)<0.0

LEMME 4.1.4. — Soit T une section de TM au-dessus d’un voisinage de
V de OM non singuliére et supposons que g(7,7) # 0. Pour toute connezion
g-métrique V sur M, telle que le champ d’hyperplan H orthogonal d T soit
auto-paralléle, la forme pfaffienne A de V est nulle sur V et :

/ A =indgpr 7.
M
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Démonstration. — Considérons un champ de repére (X, ..., Xy) or-
thonormé sur un voisinage U C V connexe tel que

X = ; si g(‘r, ‘r) <0 (resp. X, = T/ Ig(T, T)| si 9(7'1 T) > 0)'
VI19(r7)|

Comme I’orthogonal de T est auto-paralléle, on aura w§ = 0 (resp. w3 = 0)
pour a = 1, ..., n. Par suite, on a aussi 01, = 0 (resp. py = 0). On en
déduit que A est nulle sur V.

Soit V' une autre connexion ayant les mémes propriétés que V sur V. 1l
va exister une (n — 1)-forme & sur M vérifiant :

A-A'=d3.

De plus, compte tenu de ’écriture de & sur un champ de repéres décrit
plus haut, ® sera nulle sur V, et ainsi :

/MA:/MA'.

On peut toujours supposer que chaque composante de V contient une
seule composante de M. Il existe alors des sous-fibrés de E et E_ de
rang r et s sur V, tels que : TM = E; @ E_; g est définie positive (resp.
définie négative) sur E4 (resp. E_); E4 et E_ sont orthogonaux; 7 est
une section de E ou E_ sur chaque composante connexe de V, selon que
g(7, T) est positif ou négatif.

Soit ¢’ la métrique riemannienne sur M définie par :
! _ ! —
dlg,=9 et d|g_=-9.

On note V1 et V™ les connexions induites par V sur E; et E_ respecti-
vement, et enfin V’ la connexion définie par :

VxY = (V) 3 Y + (V7)) 4 Y-

si Yy et Y_ sont les composantes respectives de Y sur E et E_.

Par construction V' est une connexion compatible avec g et g’, et H est
auto-paralléle pour V et V'. On a donc :

o=l
M M
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Maintenant, comme la formule de Gauss-Bonnet dans le cas riemannien,
on peut construire sur le fibré en sphéres ¢ + TYM — M des vecteurs
de normes 1 pour g’, des (n — 1)-formes oyg, ..., 0p_1 telles que si ¢ =

Ei;}) a0y, on ait :
/ o =—1 pourtout zde M et ¢g*A’' =do et 70 = 0 sur OM .
g (=)

On en déduit [8] :
/ Al = indgps 7.0
M

4.2 Un théoréme de Gauss-Bonnet pour les pseudo-métriques a
lieu singulier localement analytique

Dans tout ce paragraphe, M est une variété compacte, connexe, orientée,
sans bord, de dimension paire n = 2p et g est une pseudo-métrique sur M
dont le lieu singulier X(g) est localement analytique (§ 3.6). On considére sur
M —3(g) une g-connexion V. On va associer & V une classe de cohomologie
dans H"(M , £(g)) qui ne dépend que de g; cette classe de cohomologie,
lorsque g est riemannienne sur M — ¥(g), est égale a la classe x,, définie
dans [17].

Considérons un voisinage V de £(g) adapté a une fonction ¢ : V. — [0, ¢]
de définition de X(g). Rappelons qu’alors, chaque composante connexe V;
de V contient une seule composante de £(g) et que la restriction de ¢ a
V;—3(g) est une submersion sur ] 0, ¢ [. Soit X le gradient de ¢ sur V —X(g)
(relativement & g). On munit M’ = M — ¥(g) d’une métrique riemannienne
g et on note g : Ty M’ — M’ le fibré en spheres des vecteurs de norme 1 pour
G. Le champ de vecteurs X étant non singulier, il définit une section de &
de Ty M’ au-dessus de V' = V — X(g). Soit A la forme pfaffienne de V sur
M'. Etant donnée une (n — 1)-forme o sur Ty M’ vérifiant fq—l(x)” =-1
et ¢*A = o (cf. § 4.1) on a le résultat suivant.

ProOPOSITION 4.2.1.— Soit M; la wvariété compacte @ bord
M_(P—l([oa t[)’ pour 0 <t < e. Alors :

/M,A—LMge*a:X(M) —i(9),

ot i(g) est lindice de singularité de g (définition 3.6.1).
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Démonstration. — Soient M; (i = 1, ..., m) les composantes connexes
de M —%(g) et M; = M;NMt,i=1, ..., m, 0 <t < e. Chaque Mj; est une
variété compacte a bord non vide, connexe, orientée, munie d’une connexion
pseudo-riemannienne g; (induite par g) et d’une connexion g;-métrique V;
(induite par V). Comme la forme pfaffienne A; de V; sur M; représente la
classe d’Euler de T'M;, il résulte du paragraphe 3.1 :

/ A; — o =indgpr, X -
M;: oM,

On en déduit :

m
A— / o= A;— £o
/M, oM, 2 M. | Jom

=1
m

= indapg, X -
=1

D’autre part, il existe sur M un champ de vecteurs X égal & X sur
U, 0M; = ¢~1(t) et n’ayant que des singularités isolées en a; € M;
etb;eV;(i=1,...,m, j=1,...,p)ouVy, ..., V,sont les composantes
connexes de V. On a alors :

indg, X = indapr;, X (8 3.1)

I
Y ind,; X = i(g) (définition 3.6.1)
=1

m u
D indg; X + Y indy; X = x(M). D
=1 j=1

Soit f : V — IR une fonction telle que f =1 sur e ([0, ¢/3 Detf=0
sur V — ¢~ 1([0, 2¢/3[). Posons :

P {fﬁ,a sur V — =(g)
0 sur M -V,

A la connexion V, on associe la (n — 1)-forme A définie par :

_[A—ds sur M —ZX(9)
0 sur 2(g).

- 164 -



Quelques propriétés géométriques des variétés pseudo-riemanniennes singuliéres
1l résulte alors de la proposition 4.2.1 le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.2.2. — La classe de cohomologie de A dans H™(M , £(g))
ne dépend que de g. Son image dans H"(M), par le morphisme canonique
H™(M , £(g)) — H™(M) est égale d la classe d’Euler de M si, et seulement
si, i(g) = 0.

On note A(g) la classe de cohomologie de H™ (M , X(g)) définie dans le
corollaire 4.2.2.

Lorsque la pseudo-métrique g est générique, que son lieu singulier est
réduit a ¥1(g), et que le noyau de g lui est transverse, alors 7(g) = 0 et
x(E(g)) = 0; par suite A représente la classe d’Euler de M. De maniére
analogue, lorsque l'indice de g sur M — ¥(g) garde une parité constante,
par exemple, si la signature de g sur M — X(g) est constante, ou si
codim X(g) < 2, la forme A représente la classe d’Euler de M si, et seulement
si, x(Z(g)) = 0, puisque dans ce cas on a i(g) = x(Z(g)) (voir la fin du
paragraphe 4.3).

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant que la classe de
cohomologie A(g) peut se représenter par la forme pfaffienne d’une con-
nexion g-métrique, lorsque g est riemannienne sur M — 3(g) ou bien lorsque
Z(g) est une hypersurface de M et que g est non dégénérée en restriction a
¥(g). Plus précisément, nous avons la proposition 4.2.3.

PROPOSITION 4.2.3.— Avec les notations du début de paragraphe, soit
g une pseudo-métrique ayant ’une des propriétés suivantes :

e g est riemannnienne sur M — X(g), ou bien X(g) est une hypersurface
de M,

e g est non dégénérée en restriction d 3(g).

Pour tout voisinage U de £(g) contenu dans V, il existe une connezion
g-métriqgue V' égale & V sur M — U, dont la forme pfaffienne A’ (définie
sur M — 3(g)) se prolonge en une n-forme A sur M, nulle sur Z(g), et N,
représente la classe de cohomologie A(g).

Démonstration. — Avec les hypothéses sur g, X = grad ¢ est transverse
a Phypersurface ¢~ 1(¢) pour 0 < t < a avec a < ¢ assez petit. I suffit
donc de construire une connexion V' égale & V sur M — U et rendant les
hypersurfaces ¢! (t) auto-paralléles pour 0 < ¢ < a. En effet, dans ce cas, la
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forme pfaffienne A’ de V' sera nulle sur Pouvert ¢~ 1([0, c[) et sur chaque
variété compacte & bord M;;,i=1,...,m,0 <1 < a, on aura :

/ A’ =indppy, X
M;,

d’aprés le lemme 4.1.4. Puisque X est orthogonal a (p‘l(t) et que cette
hypersurface contient dM;; pour tout ¢ = 1, ..., m, on construit V' a partir
de V comme dans la situation d’une variété compacte & bord, construction
qui a été faite dans le paragraphe 4.1 avant ’énoncé du théoréme 4.1.3.0

Remargue. — S’il existe une connexion g-métrique V rendant les variétés
<p'1(t) auto-paralléles, pour ¢ assez petit, il résulte de la démonstration de
la proposition 4.2.3 que la forme pfaffienne A de V représente la classe de
cohomologie A(g).

4.3 Théoréme de Riemann-Hurwitz pour les morphismes de fibré
a lieu singulier localement analytique

Soient M et N deux variétés compactes connexes orientées de dimension
paire n = 2p, E — N un fibré vectoriel orienté de rang m. Considérons
un morphisme A : TM — FE de fibré dont le lieu singulier est localement
analytique au-dessus d’une application oo : M — N.

L’objet de ce paragraphe est d’établir le théoréme suivant.

THEOREME 4.3.1.— Dans chacune des deuz situations suivantes :

i) A conserve Uorientation au-dessus de M — L(A),

i1) la restriction de o d chaque composante conneze de $(A) est injective
et T(a) C B(4)

on a

degax(E) = x(M) +ind A — x(2(4)),

ot deg o est le degré de o etind A est l’indice de ramification de A.

Soit A : TM — FE un morphisme dont le lieu singulier est localement
analytique. Si codim £(A) > 2, M —X(A) est connexe, A conserve ou inverse
Porientation au-dessus de M —%(A). On peut donc toujours orienter M et E
pour que A conserve l’orientation. Cette situation se présente, par exemple,
losque X(A) est un ensemble de points isolés. Si de plus n = 2, le théoréme
4.3.1 donne la formule classique de Riemann-Hurwitz.
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Si codim X(A) = 1, en général, M — 3(A) n’est pas connexe et A préserve
Dorientation sur certaines composantes connexes et 'inverse sur d’autres.
Cette situation se présente, par exemple, pour une application générique
f:M — N avec A = Tf, ’application tangente a f. Si on suppose que la
restriction de f & chaque composante connexe de I(f) est injective, alors
nous avons le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.3.2.— Soit f : M — N une application générigue. Si la
restriction de f d chaque composante conneze de T(f) est injective :

deg fX(N) = x(M) +ind f — x(2(f)) .

Remarque. — L’ensemble U des applications f de M dans N, dont la
restriction a chaque composante connexe du lieu singulier X(f) est injective,
est un ouvert de l’ensemble des applications C™® de M dans N, et les
applications génériques constituent un ouvert dense de U.

Démonstration du théoréme 4.3.1.— Soit g une métrique riemannienne
sur E : g' = A*g est alors une pseudo-métrique sur M dont le lieu singulier
est égal & T(A). De plus, g’ est riemanienne sur M’ = M — $(A). Etant
donnée une connexion g-métrique V sur E, on note V' la connexion g'-
métrique image réciproque par A sur TM au-dessus de M’. Si A est la
forme pfaffienne de V, alors, A’ = o*A induit sur M’ la forme pfaffienne
de V'. Considérons les fibrés en sphéres g: By — N et ¢/ : ThM' — M’ des
vecteurs de norme 1 et E et Ty M' pour g et g’ respectivement. Choisissons
une (n — 1)-forme § sur Eq, telle que fq—l(z) 6 = —1 et ¢g*A = dé. Puisque
A conserve l'orientation au-dessus de M’ la (n — 1)-forme §' = A*$§ sur
T; M' posséde des propriétés analogues. L’ensemble $(A) étant localement
analytique, soit ¢ : V' — [0, ¢ [ une fonction de définition de £(A) sur un
voisinage V adapté a (A) (§ 3.4). Désignons respectivement par My et Vp
les variétés compactes a bord

et (05) o (02D

Si X est le gradient de ¢ (relativement g') sur V — X(A4), d’aprés la
proposition 4.2.1. on aura :

Al - / 8 = x(M) - i(g),
M, M,
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ou £ est la section de T3 M’ induite par X. Puisque g’ est riemannienne sur
M, i(g) = x(E(A)). D’autre part, on a aussi :

/ Al = dega/ A =degax(E).
M N
On en déduit :

/ A - £*8' = degax(E) — x(M) + x(Z(4)) .
Vo Vo

Il reste & montrer que [ A" — [ay, £*6' est égal a ind A.
0

Soit 7 : F — V le fibré image réciproque par « = V — N du fibré
E — N. On note & : F — TN I'homomorphisme associé et §: F; — V le
fibré en sphéres des sections de F' de norme 1 pour la métrique g = &;g.
Enfin, on désigne par A :TM — F le morphisme de fibré induit par A.
Avec ces notations, la restriction de A’ & V représente la classe d’Euler de
F,et la (n —1)-forme § = A%6 sur F vérifie = 5

G

6 = —1 pour tout z de
V, g*A! = d6 et A*5 = &' au-dessus de V — £(A). Par suite, on en déduit :

fA'— g*a':/ A'—/ A(¢)*S=indA.D
VO aVO Vo 8Vo

5. Intégrabilité de la forme pfaffienne d’une connexion duale
g-métrique

5.1 Probléeme d’intégrabilité

Le théoreme classique de Gauss-Bonnet affirme que l'intégrale sur une
variété compacte de la forme pfaffienne d’une connexion compatible avec
une métrique pseudo-riemannienne est égale a la caractéristique d’Euler-
Poincaré de cette variété. Dans la situation singuliére d’une connexion
compatible avec une pseudo-métrique, nous avons construit, dans le pa-
ragraphe 4.2 (corollaire 4.2.2), une n-forme définie & partir de la forme
pfaffienne, et I'intégrale de cette n-forme est liée & la caractéristique d’Euler-
Poincaré. Dans une telle situation, on peut se poser le probléme de l'inté-
grabilité de la forme pfaffienne. Plus précisément, considérons une pseudo-
métrique dont le lieu singulier est localement analytique. Soitp:V — [0, ¢]
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une fonction de définition de X(g) adaptée & . Etant donnée une connexion
g-métrique V sur M — X(g) et A sa forme pfaffienne, I'intégrale [ M, A est-
elle convergente lorsque ¢ tend vers 0, si M; = M — e 1 ([o,t))?

S’il existe une fonction de définition ¢ de Y(g) telle que la connexion
V rende auto-parallele toutes les variétés <p"1(t) pour ¢ assez petit ,alors
cette intégrale est convergente; (voir la remarque 3 section 4). La valeur
de cette ingégrale est alors X(M). Une telle situation se présente, par
exemple, lorsque g est riemannienne sur M — %(g), ou lorsque X(g) est
une hypersurface de M et g est non dégénérée sur cette hypersurface
(proposition 4.3.2). Cependant, dans la situation générale, on aura

| a
M,

On peut, dans ce cas, essayer d’obtenir un développement asymptotique
(en fonction de t) de cette intégrale. Cest précisément 1’objet de cette
section, lorsque g est générique et vérifie quelques autres propriétés qui
seront précisées dans la suite.

lim
t—0

= 400.

Soient M;; (i = 1,...,m) les composantes connexes de M;. On va
d’abord chercher un développement asymptotique de fMez A, pour i =
1, ..., m. C’est pourquoi, nous allons commencer par étudier ce probléme
pour une variété compacte & bord munie d’une pseudo-métrique dont le lieu
singulier éventuel est contenu dans le bord.

5.2 Cas des pseudo-métriques non dégénérées
en restriction au bord

Dans tout ce paragraphe, M désigne une variété compacte & bord non
vide, connexe, orientée et de dimension paire n = 2p. On considére une
pseudo-métrique g sur M ayant les propriétés suivantes :

1) g est non dégénérée sur M — oM ;

2) la pseudo-métrique induite par g sur OM est non dégénérée.

Soit  : M x I — M un voisinage collier de OM,ou I =1[0,1], tel
que chaque composante connexe de V = ®(6M x I) ne contienne qu’une
seule composante de M. Notons Fy le feuilletage {¢~1(¢) |t eI }deV, o
étant la submersion de V dans I associée & $. Comme g est non dégénérée
en restriction au fibré tangent 4 M, on peut toujours choisir le voisinage
collier pour que la restriction de g soit non dégénérée sur le fibré F tangent
a Fg. Tout voisinage collier  : 9M xI — M ayant de telles propriétés sera -
appelé un voisinage collier adapté & g.
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Etant donnée une métrique riemannienne G sur M, on pose ¥y(z) =
det(u;,u;), ou (u1, ..., un) est une base orthonormée de T, M pour la
métrique G. Le lieu singulier (éventuellement vide) de g est égal & ¥, (0)
et il est inclus dans M (contenu des hypothéses faites sur g). On impose &
g ’hypothése supplémentaire suivante.

3) Pour chaque composante connexe ;M (i = 1, ..., m) de M, il existe
une constante a; € IR} et une fonction non nu]le A;surla composante
Vi de V contenant 9; M, telles que ¥y = A%,

Cette hypothese est indépendante du choix du voisinage collier adapté a
g et la métrique riemanienne g sur M.

Il existe un unique champ de vecteurs 7 sur V ayant les propriétés
suivantes : 7 est orthogonal & F3 (relativement & G); 7(¢) < 0; |g(r, -r)| =
% sur V;, pour tout i =1, ..., m.

En effet, si a; = 0, alors g est non dégénérée sur 9; M et 7 est le champ
de vecteurs normal unitaire sortant sur 8; M. Par contre, si a; # 0 est alors
contenu dans ¥(g). Le gradient de ¢l relativement & g est un champ
de vecteurs X non nul sur V; qui engendre le noyau de g sur 9; M, et on a
X () # 0. Tout champ de vecteurs T orthogonal & F, s’écrit de maniére
unique 7' = vX ot v est une fonction non nulle sur chaque V;. Posons :

1
V=g ———— avec g; = +1 (resp. g; = —1).

X (¢)|

si X(¢) < 0 (resp. X(¢) > 0) sur V;. Le champ de vecteur 7 = vX posséde
alors les propriétés annoncées plus haut. On dira que 7 est le champ de
vecteurs normal adapté a .

Considérons une connexion duale g-métrique D sur M, et V la connexion
sur M — X(g) associée (§ 2.2).
DEFINITION 5.2.1

1) On appelle forme pfaffienne de la connezion duale g-métrique D la
n-forme pfaffienne A sur M — X(g) de la connezion V.

2) On dit que le bord OM est auto-paralléle relativement ¢ D si pour
tout champ de vecteurs X etY tangenis d M et Z orthogonal M
(relativement d g), on a :

DxY(Z)=0 surdM.
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Le voisinage collier adapté & g étant fixé, on associe & toute connexion
duale g-métrique D sur M les (n — 1)-formes 6 (k = 0,...,p — 1) sur
V définies de la maniére suivante : soit {U,} un recouvrement de V par
des ouverts au-dessus desquels il existe un champ de repéres orthonormés
(X1, ...y Xp—1) du fibré F tangent & Fg. On choisit ce repére de sorte
que (7, X1, ..., Xpn—1) (vesp. (X1, ..., Xpn—1, 7)) soit direct si g(7,7) < 0
(resp. g(7,7) > 0). On pose alors :

Wj(X)=DxX;(r) j=1,...,n—1
ﬁij::g(X,',X-)ﬁ“.i i, 7j=1,...,n—1,

ou (QJ ) est la matrice courbure de la connexion sur F induite par D. On
définit enfin 6, sur U, :

Ao A

~
2k—-1%2k A w"'2k+1

0, = Esil...iu_lﬁ’

~
3142 ASERNAY

oie; ;. , =+1ou—1selon que (i1, ..., 4,_1) est une permutation paire
ou impaire de (1, ..., n —1).
Comme dans [6], on vérifie que 6, k = 1,..., p — 1 est bien définie.

On pose encore My = M — <p'1([0, t [) A chaque composante connexe V;,
i=1,..., m, de V, sont alors associées les fonctions :

Oik(t):/:/aMek, k=0,...,p—1.
iNOM;

Les fonctions ©;;, dépendent du voisinage collier choisi, mais si & :
OM x I — M est un autre voisinage collier adapté a g, et si @, sont
les fonctions associées comme précédemment, il existe alors des constantes
u;r, non nulles telles que : '

0,%(0) = nix©;(0)

THEOREME 5.2.2
1) pour t assez petit, on a :

m p-1

/ A=x()+ Y 3 i G7hg,0, 1)

1=1k=0

ap, = .
k= Txkoptkkl 1.3..-(2p— 2k — 1)

avec

De plus x(M) = 0 si la signature (r, s) de g est telle que v est impaire.
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2) Si OM est auto-paralléle et s$i0<a; <2 (i=mn,..., m), aors pour

tous les voisinages colliers adaptés d g, l'intégrale / M A associée est
convergente et :

/ A =lim A= x(M).
M t—0 M,

38) Pour n = 2, si la signature de g est (1,1), alors M est difféomorphe

d S! x [0,1]. Soient i, ..., Bq les valeurs prises par la suite
Qi ..., am et Iy Uensemble des indices i pour lesquels a; = Py St
0<a;<2(i=1,..., m) Vintégrale sz A est convergente si, et
seulement si, la condition suivante est vérifiée :

Z@io(O)IO pouri=1,..., 9.
€Iy

Dans ce cas, on a :
/ A = x(M)
M,

$i©;9(0) = 0, pour touti =1, ..., m, alors pour tout voisinage collier
adapté @ OM, lintégrale IM: A associée est convergente. Par contre
si ©;0(0) # 0 pour au moins un indice i compris entre 1 et m, il
eziste un voisinage collier adapté d OM pour lequel Uintégrale [ M A
associée est divergente.

Lorsque $(g) est vide, tous les exposants a; sont nuls, et dans ce cas on
retrouve les résultats du théoreme 4.1.2 pour ¢ = 0. La démonstration de
5.2.2 est d’ailleurs une adaptation au cas singulier de la démonstration de

Remarques

1) Si OM est auto-paralléle, toutes les fonctions ©;;, sont nulles en ¢ = 0.
La réciproque est évidemment fausse (voir ’exemple qui suit).

2) Pour n = 2, il existe des situations ot lintégrale [ M, A est convergente,
mais les fonctions ©;¢ ne sont pas toutes nulles en ¢ = 0
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Ezemple.— Sur M = S! x [-1, 1] considérons la pseudo-métrique :
g =a’du?® + (1 -s?)ds?,

ol a est une fonction strictement positive sur M. Soit f,, un difféomorphisme
de I tel que fu(t) = (1/p)t pour 0 < ¢t < 1/2, oi p est un nombre
réel strictement positif. Les applications &1(u,t) = (u, —1 + fu(t)) et
&2(u,t) = (v, 1- t) de S! x I dans M définissent un voisinage collier
de OM adapté a g. Le champ de vecteurs normal au feuilletage 3 associé

est alors :
[+ 9 - 1 1
n= T 5 suer__~I>1<S X[O’z[)
1 9 1 1
T = T 35 surV2_<I>2(S X[O’ED'

Avec les notations introduites, la 1-forme 6y est égale a 2¢;7;(a) du sur
Vi(i=1,2,e1 = —1et e2 = +1). Posons a = ¥s+ m ol v est une fonction
sur S! et m est une constante, telle que |y| < m. Alors :

elo(t)— le7dua 020(t)’_ mL17du°

Le bord de M sera auto-paralléle si, et seulement si, ¥ = 0 sur SI.
Si f51 vdu = 0, lintégrale | M, A sera convergente pour toute valeur de
p; de plus, pour tout voisinage collier adapté a g, I'intégrale associée sera
convergente. Par contre si [5, ¥ du # 0, cette intégrale sera convergente si
et seulement si u = 1.

Maintenant, choisissons a = (2a — 1)ys+m, ol v est encore une fonction
sur S! ot @ : [-1,1] — R est une fonction C*™ telle que a(s) = 0 pour
~1 <8< -1/2et a(s) =1 pour 1/2 < s < 1, et enfin oi m est une
constante vérifiant |y| < m. Dans cette situation :

O10(t) = J[%Ll v du
1

L’intégrale f, M, A sera convergente si, et seulement si, Jg1 v du = 0 quelle
que soit la valeur de p.
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Démonstration du théoréme 5.2.2.— Montrons d’abord qu’il existe sur
M' = M - ¥(g) une connexion V' rendant chaque feuille de F3 auto-
parallele et telle que, si A’ est la forme pfaffienne de V/, on ait pour ¢ assez
petit,

m p-1 1
/ A= / A+ Y 3@ P g0, ().
M, M,

1=1 k=0
Soit V la connexion sur le fibré F (tangent & F3) définie par :
9(V%Y, 2) = DxY(2),

oi X et Z sont des champs de vecteurs sur V, et Y est tangent & F.
Désignons par I'(V') (resp. T(F~1) ) les champs de vecteurs sur V/ = V-8 M
(zesp. orthogonaux & F). Considérons la connexion V! : T'(V') x I'(F1) —
T(F1) définie par :

1, LX)
X 2 2|g(1', 1')|

- X[g(f, T)]T.

En recollant V et la connexion somme de VO et V! sur V/, on obtient
une connexion V' rendant chaque feuille ¢ ~1(t) de F5 auto-paralltle pour
t assez petit. Il résulte alors de (GB), paragraphe 4.1, la relation :

p—-1
A:/ A+ ak/ L T
: /M¢ M, Z M,

k=0

Maintenant en comparant ’expression de 6y et de €, dans un champ de

repéres (X7, ..., X,,) orthonormés direct, avec
T .
Xy = ——p S g(r,7) <0,
lg(r,7)|
sig(r,7)>0,

,
Xn = -
|g(r, 7)|*/

on obtient : s
b = 137k g,

sur la composante connexe V; de V.
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D’autre part, d’aprés le lemme 4.1.4 :

A' =indgpg, T
M,
et comme T est transverse sortant, on en déduit que la valeur de cette
intégrale est x(M). Si la signature (r, s) de g est telle que r est impair, la
classe d’Euler de TM est nulle sur M; (cf. [8]). Ce dernier résultat achéve
la démonstration de 1).

Supposons maintenant que M est auto-parallele. On aura alors
DxY(r)=0 surdM

et par suite, pour tout X tangent & Fg, les fonctions &;(X) s’annulent sur
OM, j =1,...,n—1 (avec les notations introduites précédemment). Il
existe donc une fonction u;x sur V, telle que &;(X) = u;x ¢, pour tout
champ de vecteurs X tangent & Fp et j = 1, ..., n — 1. Les fonctions O,
vont alors s’écrire :

Ou(t) = 1772 1,(1) ,

oui=1...,mk=0,...,p—1, et ou les fonctions @k(t) sont C™ sur
V. La propriété 2) se trouve ainsi établie.

Dans le reste de la démonstration, on se place dans la situation ou
n = 2. Si la signature de g est (1,1), x(M) = 0 d’aprés 1) et, par suite,
M=:! x[0, 1].Soient B3y, ..., B4 les valeurs prises par la suite aq, ..., am
et I, ’ensemble des indices ¢ pour lesquels a; = B,. Alors :

{=q

1 _1 1-1g
A=x(M)+—Y t72P: 5" 0,0(0) + (1724
[, a=xom = 2t T en0)+ 03

Par suite, si 0 < 3, < 2, l'intégrale f M, A est convergente si, et seulement
si, EiGIz O;0(0) = 0 pour tout £ =1, ..., g et dans ce cas

lim -/MgA:X(M).

t—0

Supposons que @;o(0) = 0 pour 1 < i < m, et soit ®: M xI — M
un autre voisinage collier de OM adapté a g. Désignons par ©;y les
fonctions associées. Il existera des constantes non nulles u; telles que
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ol

:0(0) = p;0;0(0). Ainsi, I'intégrale thA sera aussi convergente, ol
= M—71([0,1]).

Supposons maintenant qu’il existe au moins un indice 0 < ig < m pour
lequel ©;(0) ne soit pas nul, et considérons h,, : I — I un difféomorphisme
tel que hy,(t) = pt pour 0 <t < 1/2 ol p est un nombre réel strictement
positif. Si Iintégrale |, M, A est convergente, on aura Yier, ©io(0) = 0 pour
£=1, ..., g (avec les notations indroduites). Puisque @;o(0) # 0, il existe I,
pour lequel la relation Zie I 9;0(0) = 0 n’est pas vérifiée. On pourra done
prouver des nombres réels ;, i € Iy, tels que ) ;. 1, ©i0(0) # 0. Considérons
alors le difféormorphisme H de M x I défini par :

gl

H(z.1) = (2,1) pour € ;M et i ¢ Iy,
(1) = (2, hy;(t)) pourz € ;M etic Iy

Les fonctions ©;o(t) associées au voisinage collier # = & o H vérifient
-alors les relations :

- @;0(t) pouri ¢ Iy,
io(t) = #;©;0(t) pouri€ Ipet pour 0 <t<

BN =

1l en résulte que ;. I, ©,0(0) # 0, et par suite, I'intégrale fmA n’est pas
convergente, O

5.3 Cas d’une pseudo-métrique dont le lieu singulier est une
variété

Dans tout ce paragraphe, M est une variété compacte sans bord, orientée
de dimension n = 2p et g une pseudo-métrique générique sur M dont le
lieu singulier se réduit & Xj1g(g), c’est-a-dire %(g) est une hypersurface
et la pseudo-métrique induite par g sur 3(g) est non dégénérée. Soit
®:3%(g) x ] - 1,1 — M un voisinage tubulaire de X(g), tel que chaque
composante connexe de V = &(X(g) x ] — 1, 1[) contienne une seule
composante connexe de X(g). On note ¢ : V — ] — 1, 1] la submersion
associée. La fonction 2 : V — [0, 1] est alors une fonction de définition de
%(g) (au sens de la définition 3.3.1).

Le noyau de g définit un champ de droites sur ¥(g) qui est canoniquement
orienté :le champ de gradient X de 2, relativement & g, engendre le noyau
de g sur X(g); X est aussi le champ de gradient de (—¢)? (—¢ est la
submersion de V sur | -1, 1[ associée & #(z, —t)). Pour tout autre voisinage
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tubulaire & : B(g) x ] — 1, 1[ — M, si X est le champ de gradient de %2,
il existe une fonction p strictement positive sur $(g) telle que X = pX; (@
étant la submersion associée a ).

Quitte a changer ¢ en —%, on peut toujours supposer que X (¢) > 0. Le
champ de vecteurs
-1

T—\/_z—-—_XTTSX

est alors orthogonal au feuilletage
Fe={¢ ') | -1<t<1}

et on a : g(7,7) = ¢ ainsi que 7(¢) < 0. Avec ces notations, on dira que
$:3(g9) x ] —1, 1[ — M est un voisinage de X(g) adapté a g, et que 7 est
le champ de vecteurs normal adapté a Fg.

A toute connexion duale g-métrique D sur M, on peut associer des (n—1)-
formes g, ..., Ok, ..., Op_1 sur V, définies localement par :

~

Op = Beiyin_y Qigin A Aigy_ying AWigpyy Ao AWy

ou (X1, ..., Xn-1) est un champ de repéres orthonormé sur le fibré F
tangent & Fgp tel que (7, X1, ..., X,,—1) soit direct.

€, ...i,_, = +1 ou —1selon que (41, ..., i,,_1) est une permutation paire
ou impaire de (1, ..., n — 1),

GJ(X) =DXXJ(T) J_—_ 1,...,n—-1
Qi =9(Xi, X;)0 4,j=1,...,n—-1,

ou (Qf ) est la matrice courbure de la connexion sur F induite par D.

Chaque feuille étant munie de ’orientation induite par 7, on peut définir
sur chaque composante connexe V; de V la fonction :

éik(t):/ okv k—_-oa---,P—l.
Vine=1(¢)

Comme dans le cas des variétés a bord, les fonctions (3,-;, dépendent
du voisinage tubulaire choisi, mais les valeurs ©;,(0) sont des invariants
homothétiques de la connexion duale D sur le lieu singulier de g.
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Considérons maintenant 1’adhérence N, de chaque composante connexe
My (£=1, ..., m)de M — X(g). La variété N, est une variété compacte
a bord non vide contenu dans X(g). Sur Ny, g induit une pseudo-métrique
g¢ vérifiant les propriétés 1), 2) et 3) du paragraphe précédent avec tous les
exposants “ a; ” égaux a 1.

A la restriction de & & 8; N, x I (avec I = [0,1{oul =]-1,0]et
0; N, une composante connexe du bord de N;) est canoniquement associé
un voisinage collier adapté a g;. Le champ de vecteur normal 7, associé
au feuilletage correspondant est égal & 7 (resp. —7) si g(r,7) > 0 (zesp.
g(7,7) < 0). La fonction ©;,(t) sur V; N N, correspondante est égale &
0;1(t) (zesp. 8;,(—1)) sur V; N N,.

En appliquant le théoréme 5.2.2 & chaque variété compacte a bord Ny,
on obtient le développement asymptotique suivant.

THEOREME 5.3.1
1)SiM;=M—%(]—1t,t]), alors :

| / A= x(M)+§:tf"’+’° }:E:auke,k ,,(0) | +0(%),
1=1 £=0
avec .

k . » k
2 est la partie entiére de 3

(it)zl est la dérivée 201€me de 61‘1:—2(
I e « 1 « 1
Gitk = TpgptR—2-1 * (o) (k—20)!  1-3---(2p— 2k +4L— 1)
2) Si la signature de g est (2r+1, 2p—2r—1), sur la composante conneze

My de M — X(g), alors x(N;) =0 (N, étant l’adhérence de M, dans

Démonstration

1) Avec les notations précédentes, posons My, = M;NN,. Sur chaque variété
N, on applique le théoréme 5.2.2. Pour t assez petit :

-1 q
A = x(My) +Zztf P 0 Bineit)
My k=01:=1
avec €4 = +1 (resp. gy = —1) si g(,7) > 0 (resp. g(r,7) < 0) sur

la composante 9;N, C V; N N, de dM, et q; que gf est le nombre de
composantes connexes du bord de N,.
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On en déduit, pour t assez petit :
) P P

m -1 q; 1 A~
/M A= x(V)+ Y03 1277 0,8, (e int)
t

£=1 k=01=1

Remarquons d’abord que I’on a :

X(M) = " x(N)) = 3 x(W,n Ny)
=1

(¢<h)

Comme N, N Np, C Z(g), et que dimE(g) =2p—1:

X(M) = x(Ny).

1=1

D’autre part, chaque composante T;(g) de 3(g) est une composante du
bord de deux variétés N, et N}, distinctes et pour ces variétés :

€t = —&p -

Par suite, si 31(g), ..., Z4(g) sont les composantes connexes de 2(g), la
derniére sommation est égale 4 :

p—-1
3 at 3Ptk (Zq:(éik(t) + éik(_t))) :
k=0 i=1

En utilisant le développement de Taylor 6ik en 0, et la valeur de ag, on
obtient la formule annoncée.

Sila signature de g est (2, +1, 2por + 1) sur My, alors x(N;) = 0 d’aprés
5.2.2.0

Supposons maintenant que g est une pseudo-métrique générique dont
le lieu singulier est une hypersurface auto-paralléle. D’aprés la proposition
2.3.1, g est alors non dégénérée en restriction & %(g). Ainsi g vérifie les
hypothéses énoncées au début de ce paragraphe. En appliquant le théoréme
5.2.2 2) & chaque variété N,, adhérence de la composante connexe M, de -
M —3%(g) (£=1, ..., m), on obtient le théoréme 5.3.2.
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THEOREME 5.3.2.— Avec les hypothéses précédentes, pour tout voisi-
nage ® : £(g) x | -1, 1[ — M adapté d g, l'intégrale fM A est convergente
t

" /MAzx(M).

Lorsque M est une surface, le lieu singulier d’une pseudo-métrique
générique est une réunion de cercles £1(g), ..., Xg(g). Si, de plus,-g est
non dégénéréée en restriction a X(g), le théoréme 5.2.2 3) permet d’obtenir
le résultat suivant.

THEOREME 5.3.3

1) Avec les hypothéses précédentes, l’intégrale fM—tA est convergente

si, et seulement i, Y ¢, ©:0(0) = 0 et dans ce cas :
/ A = x(M).
M

St tous les éio(o) sont nuls, pour tout voisinage
$:%(g)x]-1,1[- M

adapté d g, lintégrale associée f_ﬁeA est convergente : de plus sur
chaque composante My de M —%(g), 'intégrale fﬁ“ A est convergente
(Mg, = My, N0 M;). Par contre, si l’'un au-moins des 650(0) est
non nul, et si f M,A est convergente, il existe un voisinage collier
&:%(g) x | —1,1] — M adapté d g, pour lequel Vintégrale f—ﬂ“ A
associée est divergente.

2) Chague composante conneze de M — X(g) sur laquelle g a pour
signature (1,1) est difffomorphe ¢ S* x ] -1, 1][.

Comme pour les variétés compactes 3 bord, lorsque ¥(g) est auto-
paralléle, toutes les fonctions (:5;0 sont nulles sur ¥(g), mais la réciproque
est évidemment fausse (voir I’exemple plus loin). Si I'intégrale |, M,, A est
convergente sur chaque composante M, alors l’intégrale fMA est aussi
convergente, mais la réciproque est encore fausse dans ce cas (voir ’exemple
qui suit). Enfin, sur toute surface compacte, il existe des pseudo-métriques
génériques pour lesquelles les fonctions 6;’0 ne sont pas identiquement nulles
sur £(g) alors que lintégrale [;, A est convergente.
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Ezemple.— Sur C = S x ] - 2, 2[ on considére la pseudo-métrique :
9o = adu?/(1 — s%)ds?,

ol a est une fonction strictement positive sur C.

La pseudo-métrique g, est générique, et X(g,) est la réunion des cercles
) = St x {-1} et By = S x {1}; de plus la pseudo-métrique induite
par g, sur X(g,) est non dégénérée. Comme dans ’exemple du section 2,
considérons les voisinages tubulaires :

$1:Z1x]-1,1[ = C, @1(u,t) = (u, =1+ f,u(t))
®:8x]-1,1[-C, #(ut)=(u,1-1),
fu étant un difftomorphisme de ] — 1, 1] tel que f,(t) = (1/u)t pour

0 < |t < 1/2 et p > 0. Le champ normal au feuilletage Fp associé est
encore

T - 1 1[
n= /1t 5 sw V1..<I>1<21x] 2,2>
et
1 4 11
= — Vo=@ -——,=|].
Ta 1—3 85 sur 2 2(22><] 2,2[>

Choisissons pour fonction a les fonctions définies de la maniére suivante :

_frs+m’ pour ¢ = —1
e = (2a—1)ys+m poure=1,

ol v est une fonction sur S!, oit m est une constante non nulle telle que
2|y| < m et ol a est une fonction sur | — 2, 2|, telle que a(s) = 0 pour
—2<s<-1/2et a(s)=1pour1/2< s < 2.

Si D est la connexion de Lévi-Civita de g, les fonctions ©;, associées sont
alors :
ep

élo(t) = W /Sl vdu sur V3
~ 1
®2o(t) = —\/I_thsl 7du sur V2 .
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Considérons maintenant une surface compacte orientée M, et soient
¥, : C — M des plongements conservant ’orientation. On munit C; =
¥,(C) de la pseudo-métrique g, image par ¥, de métriques g,, sur C, ou
@y, ..., Gg, ..., ag sont des fonctions strictement positives sur C. En recol-
lant les pseudo-métriques g; et une métrique riemannienne quelconque sur
M par une partition de 1'unité, on obtient une pseudo-métrique générique
g sur M dont le lieu singulier est :

q
U #(z1uE,).
=1

De plus, la pseudo-métrique induite par g sur T(g) est non dégénérée.
L’image du voisinage tubulaire’ V3 U V5 par les plongements ¥, est un
voisinage de ¥(g) adapté & g. Considérons l'intégrale fM A de la forme
pfaffienne de la connexion duale de Lévi-Civita de g. !

Premier cas.— Choisissons des pseudo-métriques g5, sur C, avec a; =
v¢8 + m, comme plus haut, ou les fonctions v; sont définies sur S!. Le lieu
singulier de g est auto-paralléle si, et seulement si, v, = 0 sur S! pour tout
£=1,...,q.

L’intégrale [, M, A sera convergente, si et seulement si,

Ainsi pour p = 1, cette intégrale sera convergente quelle que soit les
fonctions 71, ..., 74- En conséquence, pour u = 1 et des fonctions v, telles
que f51 4 = 0, les fonctions (3,-0 associées ne seront pas nulles, alors que
I'intégrale de A sur M sera convergente. On peut aussi choisir les fonctions
v¢ pour que zgzl fsl v¢ # 0. Dans ce cas, l'intégrale de A sera convergente
pour p = 1 et divergente dans les autres cas.

Si maintenant ¢ = 27, et si on choisit v, de sorte que 5y = —v4,_; pour
£=1,..., r, intégrale de A sur M sera convergente pour toute valeur de
.

Deuziéme cas.— Choisissons des pseudo-métriques g,, sur C, avec ay =
(28— 1)y, +m. Dans cette situation, on obtient encore une pseudo-métrique
g sur M a lieu singulier auto-paralléle si, et seulement si, toutes les fonctions
~¢ sont nulles sur S'. En revanche, l'intégrale J; M, A sera convergente, si et
seulement si, on a Egzl fSl v¢ = 0, quelle que soit la valeur de p.
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L’exemple précédent est une bonne illustration d’une méthode de cons-
truction des pseudo-méiriques génériques sur une surface compacte dont la
métrique est non dégénérée en restriction a ce lieu singulier. Nous allons ter-
miner ce paragraphe en montrant que toutes les pseudo-métriques sur une
surface compacte ayant de telles propriétés sont obtenues de cette maniére.
En fait, ce sera une conséquence immédiate du théoréme 5.3.3 2).

Désignons par P(C) ’ensemble des pseudo-métriques sur C = S! x
] =2, 2] ayant les propriétés suivantes :

1) 2(g) = §* x {-1}US! x {1};
2) la signature de g sur S x | —1, 1[est (1, 1);
3) la pseudo-métrique induite par g sur £(g) est non dégénérée.

Les pseudo-métriques g,, construites dans ’exemple précédent appar-
tiennent & P(C).

Soient M une surface compacte et X1, ..., X, des cercles disjoints dans
M. Considérons des plongements ¥, : C — M tels que ¥,(S? x {0}) =%,
pour £ = 1, ..., g. On note Ej (resp. £,) 'image par ¥, de st x {1}
(resp. S x {~1}). On munit V, = ¥,(C) d’une pseudo-métrique §, image
par ¥, d’une pseudo-métrique de P(C) et chaque composante connexe
M; de M - i, ¥,(S! x ](-3/2),3/2[), j = 1, ..., m d’une métrique
riemannienne g;. En recollant, par une partition de I’unité, les pseudo-
métriques gy et g; ou —g;, on obtient sur M une pseudo-métrique générique
g dont le lieu singulier est |J;_, (Ez' UZX, ). Cette pseudo-métrique est non
dégénérée en restriction & X(g).

Réciproquement, soit g une pseudo-métrique générique non dégénérée en
restriction & son lieu singulier. ¥(g) est alors une réunion de cercles disjoints
plongés. De plus, & cause de la généricité, la signature de g change quand on
passe d’une composante connexe de M — ¥(g) & une autre. L’une au moins
de ces composantes est difféomorphe & S! x ] —1, 1[, d’aprés le théoréme
5.3.3 2). Il existe donc des plongements ¥,:C — M (£ =1, ..., q) tels que

LqJ (\1:,(51 x]=1, 1[))
£=1

s’identifie & la réunion des composantes connexes de M — X(g), ou la
signature de g est (1,1). Par suite, g, = ¥;g est une pseudo-métrique sur
C du type précédent. De plus, sur M — Ug____l ¥,(C), la pseudo-métrique g
ou —g est riemannienne.
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8. Les variétés pseudo-riemanniennes plates

Soit g une pseudo-métrique générique sur une variété M. On dit que g est
plate si la connexion de Lévi-Civita de g sur M —3(g) est de courbure nulle.
Dans ce cas on dit que (M, g) est une variété pseudo-riemannienne générique
plate. L’objet de ce chapitre est d’étudier quelques propriétés géométriques
de ces variétés.

6.1 Exemples

6.1.1 Pseudo-métrique générique plate g sur R™

Pour ¢ > 1, posons v, = ¢(c+1)/2. Soit g une pseudo-métrique générique
plate sur R¥¢, dont la strate (g) est reduite & {0}. Il suffit de considérer,
par exemple, la pseudo-métrique suivante : '

c

Ve
he = Zmi d:cf-l— Z d(wiwa(i’j))da:j+ Z eldwf

=1 1<1< 5L, l=c+1

ou o : {(3,5)]1<0 <j<v} — {e+1,..., v} est une bijection et
gg = %1,

Si maintenant, on se donne une métrique pseudo-riemannienne plate. go
sur R"~“¢, la pseudo-métrique § = gc+go est une pseudo-métrique générique
plate sur R™, dont le lieu singulier est égal 2(ge) XIR™¥<. De plus, £(g) est
auto-paralléle relativement a la connexion duale de Lévi-Civita de g si, et
seulement si, T(gc) est auto-paralltle (dans R¥<) relativement & la connexion
duale de Lévi-Civita de g.. C’est par exemple le cas pour g = he.

On montrera dans le paragraphe suivant, que (R",g) est un modéle
local au voisinage de chaque point de X.(g) pour une variété pseudo-
riemannienne générique (M, g), telle que £(g) soit auto-parallele (voir la
remarque qui suit le théoréme 6.2.1).

Remarque.— Si go est une métrique pseudo-riemannienne plate non
dégénérée sur IR™ <, il existe un systéme de coordonnées (1, «.., Tn—v.)
dans lequel gg s’écrit :

i + d:z:,z .
=1
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En revanche, si g. est une pseudo-métrique générique plate sur R¥¢, telle
que .(g9) = {0}, existe-t-il un systéme de coordonnées (zi, ..., 2,_) dans
lequel g, soit égal a4 h.? Lorsque ¢ = 1, on démontrera l’existence d’un tel
systéme de coordonnées de classe C! (lemme 6.3.2).

6.1.2 Variétés pseudo-riemanniennes génériques plates

Soit (N, go) une variété pseudo-riemannienne plate compacte et p: M —
S! un fibré sur S! de fibré N. Etant donnée une fonction f:S' SR
s’annulant en changeant de signe en un nombre fini de points ay, ..., a, de
S sur M, on considére la pseudo-métrique :

9= go+p*(fdu?),
ol du? est la métrique canonique sur S'.

Par construction, la pseudo-métrique g est générique et plate. Le lieu
singulier de g est ©(g) = UI_; p~1(a;), et il est auto-paralléle (pour la
connexion duale de Lévi-Civita de g). En fait, chaque fibré p~!(a) est auto-
paralléle. Le fibré orthogonal au noyau de p est aussi auto-paralléle.

On montrera, dans le paragraphe 6.4. que toute vari€té pseudo-rieman-
nienne générique (M,g) plate, compacte, et compléte telle que X(g) soit
auto-paralléle est isométrigue ¢ une telle variété.

6.1.3 Pseudo-métriques génériques plates sur une surface

Soit M une surface compacte et (f1, f2) : M — RR? une application C*®
générique dont le lieu singulier ¥(f) est non vide. Cet ensemble est alors
une réunion de cercles disjoints plongés. Munissons IR? de la métrique plate
canonique :

— 2 2
go = dz“ —dy”.

Sur M la pseudo-métrique image réciproque g = f*go est générique et
plate. Son lieu singulier est égal 4 X(f). Son noyau est égal au noyau de
P’application T'f tangente & f.

6.2 Modeéle local

Soit g;, une pseudo-métrique sur une variété M; (: = 1,2) si w; :
My x My — M; est la projection canonique le lieu singulier dans M7 x My,
de la pseudo-métrique image réciproque g = =fg; + 73gs est égal a
7r1_1 (B(g1) x MaUM; x E(gz)). On dit que § est la pseudo métrique produit
de g1 et go sur My x M.
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L’objet de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant (généralise le
théoréme 9 de [14]).

THEOREME 6.2.1.— Soit g une pseudo-métrique 1l-générique (§ 2.1)
plate dont le lieu singulier est auto-paraliéle (relativement d la connexion
duale de Lévi-Civita). Pour tout point a de X(g), il existe un voisinage
Vi dans la strate Z.(g) contenant a, une sous-variété Va transverse et
orthogonale ¢ Vq en a, un difffomorphisme ® : V1 x V3 sur un voisinage
W de a tels que #*(g) soit égal d la pseudo-métrique produit de g1 = gly,
et de g3 = glv,. La pseudo-métrique g est générique et plate sur V, et la
strate Tc(gs) est réduite d {a}. La pseudo-métrique gy est, elle aussi, plate
mais elle est non dégénérée.

Remarque.— Dans les hypothéses du théoréme 6.2.1, il exsiste alors un
difféomorphisme ¥ de R™ dans M, tel que ¥(0) = a et la pseudo-métrique
image réciproque ¥*g soit une métrique g sur R™ du type de celle construite
dans le paragraphe 6.1.1 précédent.

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur la proposition suivante.

PROPOSITION 6.2.2. — Soit g une pseudo-métrique générique, a un point
de B.(g) tel que g soit non dégénérée en restriction d T,N.(g) et D la
connezion duale de Lévi-Civita de g. Supposons qu’il eziste une distribution
I, de codimension v., invariante par transport paralléle le long de toute
courbe transverse a £(g). Il eziste alors un voisinage V; de a dans Z.(g),
une vari€té V, transverse d T.(g) en a, un difféomorphisme & de V1 xVy sur
un voisinage W de a dans M tels que la pseudo-métrique image réciprogque
$*g soit égale d la pseudo-métrique produit de g1 = gly, et de g2 = gly;.

Démonstration de la proposition 6.2.2.— Montrons d’abord que la dis-
tribution II est tangente & ¥(g) et que II et It sont supplémentaires sur
un voisinage de a dans %(g).

Comme g est générique, X19(g) est dense dans X(g). Soit K un champ
de vecteurs sur un voisinage V de a dans M qui engendre le noyau de g
sur V N T19(g). L’invariante de II par transport paralléle, implique que,
pour tout champ de vecteurs X tangent a II, on a 6,X = 0 le long de tout
chemin v tangent & K issu d’un point de ¥V N X19(g). On en déduit que
DgX(K) = 0 sur £10(g) N V. Comme

DxX(K) = 3 X (o(K, K)) +9(1X, K1, K),
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on a aussi X (g(K,K)) = 0 sur £19(g) N V. Par généricité, g(K,K) = 0
est une équation de Tjo(g) sur V. Ainsi, X est tangent & (g) dans V.
Par un argument de densité, on en déduit que II est tangent & £(g) sur
V. En particulier, on a II(a) = T4E.(g9). Comme g est non dégénérée sur
T,¥c(g), il existera un voisinage U de a dans V sur lequel II et IT1 sont
supplémentaires et orthogonaux. L’invariance de II par transport paralléle
le long de toute courbe transverse a X(g) implique que la décomposition
TM = I @ I+ posséde aussi cette propriété. Il en résulte que IT et II1 sont
intégrables sur V — X(g) et chacune des feuilles des deus feuilletages ainsi
définis sont auto-paralléles [11]. Encore par un argument de densité, on en
déduit que ce résultat est vrai sur U tout entier. O

Démonstration du théoréme 6.2.1.— Puisque £(g) est auto-paralléle, la
pseudo-métrique g. induite par g sur chaque strate £.(g) est non dégénérée
(proposition 2.3.11). Comme g est plate, et que Z.(g) est auto-paralléle,
gc est aussi plate. Le probléme étant local, on peut supposer que a = 0 et
M =R"™. 1l existe un systéme de coordonnées (21, ..., &) sur un voisinage
W de 0 ayant les propriétés suivantes :

e £.(9) N W a pour équation zq = --- =z, = 0;

o (8/8zy 41, ..., 3/8zy) est un champ de repéres orthonormés pour g,
sur X.(g) NW;

e Ly(8/8z;, -, -) induit sur le noyau de g une forme quadratique non
dégénérée (proposition 2.2.4) en tout point de W N I.(g) et pour tout
i=1,..., V.

En utilisant la proposition 2.2.4, par transport paralléle le long des

courbes intégrales de 8/9z1, on peut construire sur la variété d’équation
z2 =--- =z, = 0 des champs de vecteurs Xy, ..., Xn—,, tels que

8
Xi=7—— sur T (g)nNW

ach‘*'i
et
Va/a.-chi =0 pouri=1,...,n—v,.
On peut prolonger ces champs de vecteurs a la variété z3 = -+ = z,, =0

en des champs de vecteurs encore notés X7, ..., X, , par transport
paralléle le long des courbes intégrales de 8/89z3. Par construction on aura
Va/aszi =0,pouri=1,...,n— 1. et j =1, 2; et comme g est plate, on
aura aussi

Va/amva/asz,- = Va/amzva/amX,- =0, pouri=1,...,n—1r,.
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Par récurrence, on obtient ainsi des champs de vecteurs Xy, ..., Xp—,,
sur W ayant les propriétés suivantes :

0 .
Xi:m, pouri=1,...,n— v,

Va/aszizo, pour:=1,...,n—veet3=1,..., 1.

Un raisonnement analogue au précédent permet d’affirmer que l’on a
aussi : Va/aszi =0,pouri=1,....,n—veet j=v.+1,...,n.

La distribution S définie par X1, ..., Xy, sur W vérifie alors les
hypotheéses de la proposition 6.2.2 qu’il suffit de ’appliquer & S pour obtenir
le résultat. O

6.8 Description des géodésiques au voisinage d’un point de Z;(g)

Soit g une pseudo-métrique plate dont le lieu singulier est auto-paralléle.
La conséquence suivante du théoréme 6.2.1 va nous permettre de ramener
I’étude des géodésiques au voisinage d’un point de X;(g) & Détude des
géodésiques de go = z1 dz? + -, £dz? au voisinage de 0 € R™.

LEMME 6.3.1.— Soit a un point de T1(g). Il existe un difféormorphisme
® de classe C! de R™ sur un voisinage U de a, tel que :

e 3(0)=a et ({0} x R" 1) =34(g)NT;

n
e d*g=124 dz% + Z :hd:nzg ;
=2

o & est C® surR* x R"™! et en restriction ¢ {0} x R"~1.

Démonstration. — 1l résulte de la remarque qui suit le théoréme 6.2.1
qu’il existe un difféomorphisme & de classe C* de IR™ sur un voisinage U
de a ayant les propriétés suivantes : 2(0) = a et ®({0} xIR"_l) =%;(g9)NT.

n
3*g = Az da? + Z +dz?

=2

oi A : R — IR est une fonction C™ telle que A(0) # 0. Il suffit donc de
construire une fonction u : R — IR de classe C™ sur R*, de classe C! en 0
avec u(0) = 0 et udu? = Az; dz2.

- 188 -



Quelques propriétés géométriques des variétés pseudo-riemanniennes singuliéres

Aun difféomorphisme prés de R, on peut toujours supposer que \ est
strictement positive. Il est alors facile de vérifier que la fonction suivante
convient :

2
3ttt [t 3
u(t)zim{m/(; \/|s|/\ds} pour t # 0 0
u(0) = 0.

A=Rx{0}

N

&)

Fig. 2
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Un chemin ¥ = (¥1, ..., ¥n) de [a, b] dans R™ est une géodésique de
go = z1dz? + Y , +da? si, et seulement si, ses composantes vérifient le
systéme différentiel :

73.71_—_1:,2

Var ~ 2t

d¥; .

—&120 1=2, ..., n.

Les géodésiques sont donc :

71(t) = (a1t + )%,
vit)=a;t+b, i=2,...,n aveca;,b €R,i=1,..., 0

Les géodésiques de go tangentes & £(go) = {0} x IR®~! sont les droites
D de {0} x IR™~! passant par Porigine. Les géodésiques de gg transverses a
%(go) en 0 sont :

o la droite A =R x {0} (direction du noyau de gp);

e toutes les paraboles tangentes a A & ’origine et contenues dans un plan
défini par A et une des droites D (fig. 2).

Remarque. — Pour les pseudo-métriques plates génériques g dont le lieu
singulier est auto-paralléle, le théoréme 6.2.1 permet de ramener 1’étude des
géodésiques au voisinage d’un point de (g), 3 la situation oit dim(Zc(g)) =
0. Pour ¢ > 1, il serait donc intéressant d’étudier la classification des pseudo-
métriques génériques plates sur R¥< dont le lieu singulier est auto-paralléle
et pour lesquelles £.(g) = {0} (voir remarque qui suit le théoréme 6.2.1).

" 8.4 Caractérisation de certaines variétés pseudo-riemanniennes
plates, compactes et complétes

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne générique plate et compacte,
telle que le lieu singulier de g soit auto-paralléle. Nous allons établir
une caractérisation de ces variétés lorsque (g) = Xi(g) et que M est
compléte (au sens de la définition 6.5.1). Rappelons d’abord la notion de
“b-complétude” introduite par B.G. Schmidt dans [32].

Considérons une connexion affine V (non nécessairement métrique) sur
une variété N a bord (éventuellement vide). Etant donné un chemin v : I —
N de classe C1, soit (X1, ..., Xp) le transport paralléle le long de v d’une
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base de T’r(so)N , ol 8¢ € I est donné. On note (Y1, ..., ¥n) les composantes

de dvy/dt sur (Xy, ..., X,). L’application 7: I — IR définie par :

1
s (1 2
7(s) = ( 3(3)) ds

s’appelle la paramétrisation affine généralisée du chemin 4. L’application
7 dépend du choix de sg € I et de la base de T,Y(,O)N . La propriété r(I)
est un intervalle borné et est conservée pour tout autre choix de sq et de la
base de T,(,, N).

Remarquons que, si vy est une géodésique de V, 7 est alors une application
affine et yor~1 : 771(I) — W est encore une géodésique de V. On dira que
N est b-compléte si pour tout chemin v : Ja, b[ — N de classe C! possédant
une parameétrisation affine généralisée 7 : Ja, b — IR d’image bornée, on
peut prolonger v en un chemin de classe C1 ¥ :[a, ] — N (cf. [32]).

Remarque.— Soit V une sous-variété fermée (& bord éventuellement
vide) : si N est b-compléte, V est aussi b-compléte.

Soit L(N) — W le fibré des repéres au-dessus de N. Le fibré TL(N)
tangent & L(W) admet une décomposition en somme directe :

TL(N)=VL(N)® H,

ol VL(N) est le fibré tangent aux fibres, et H le fibré horizontal défini par V.
1 existe alors une parallélisation (E;;, By) (¢,5,£ =1, ..., n) de TL(N) telle
que (E;;) soit une parallélisation de VL(N) et (B,) une parallélisation de H
(cf. [11]). Soit G la métrique riemannienne qui rend le repére global (Eij,B,)
orthonormé. On note || - || la norme sur TL(N) associée et d la distance
sur L(N) correspondante. Siy : I — W est un chemin et ¥ : I — L(N) un
relévement horizontal, on vérifie aisément que :

dt
est une paramétrisation affine généralisée de 7. Si 1’espace topologique
(L(N),d) est complet, alors N est b-compléte. Soit ug € L(N) et N(up)
I’ensemble des points u de L(N) que ’on peut joindre & u¢ par un chemin
horizontal. N(ug) s’appelle le fibré d’holonomie de V en wug (cf. [11]).
L’espace (L(N),d) est complet si, et seulement si, (N (o), do) est complet,
ol dy est la distance induite par d sur N(ug).

ds

~191 -



F. Pelletier

Rappelons, d’autre part, que si N est une variété compacte sans bord, N
est géodésiquement compléte si toute géodésique v : I — N se prolonge en
une géodésique 7 : IR — N. Il est clair que si N est b-compléte, alors N est
géodésiquement compléte. Mais en général, la réciproque est fausse [32].

Supposons que (N,V) soit une variété affine plate sans bord, c’est-a-
dire V est plate sans torsion. Si la variété N est géodésiquement compléte,
alors ’espace (N(ug),dg) est complet [11]. Il en résulte que N est b
compléte. Dans ce cas, on a équivalence entre b-complet et géodésiquement
complet. Avec ces hypothéses, on dira alors que N est complet. Soit
maintenant (N, G) une variété pseudo-riemannienne plate dont le bord est
auto-paralléle. On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 6.4.2.— Awec les hypothéses précédentes, si N est b-
compléte, cette variété est affinement difféomorphe & un produit P x [0, 1].
Plus précisément, il existe un difféomorphisme & de P x [0, 1] dans N, ot
P est une composante du bord de N, tel que la métrigue G = ®*G soit la
métrigue produit de la métrigue Gy induite sur P par G et d’une métrigue
riemannienne sur [0, 1].

Démonstration. — Soit T' un champ de vecteurs sur N et orthogonal
a ON et tel que !G(T, T)| = 1. Comme AN est auto-paralléle, T est
invariant par transport paralltle le long de tout chemin contenu dans dN.
Par transport paralléle le long des géodésiques déterminées par T', on peut
construire un voisinage collier ¥ : N x [0, e[ — N tel que chaque variété
¥ (N x {t}) soit auto-paralléle pour 0 < ¢ < ¢ (démonstration du théoréme
6.2.1). Désignons par P une composante connexe de ¥ (9N x {to}) pour g
fixé, 0 < %9 < e. Soit w : L(Ng) — Np le fibré des repéres au-dessus
de l'intérieur No de N. Considérons un point zg de P et (e1, ..., en) un
repére orthonormé en zg avec e, = T(zg). On note ug le point de L(Np)
ainsi défini. Dans L(Np), le fibré d’holonomie Ng(ug) de la connexion de
Lévi-Civita de G en ug est une sous-variété de dimension n. Comme N
est auto-paralléle, la métrique Gp indunite par G sur N est plate. Le fibré
d’holonomie N (ug) de la connexion de Lévi-Civita de Gy est une sous-variété
de Np(up) de codimension 1. Soit (Bj, ..., By) la parallélisation du fibré
tangent & L(Np) caractérisée par n(e;) = B;. Comme V est & courbure et
torsion nulles, les champs de vecteurs (Bj, ..., By) sont tangents & No(ug)
et commutent. De plus, N étant auto-paralléle, By, ..., B,_1 sont tangents
a N(ug) et #*(Bp) =T.
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Soit 4 : Ja, b — Ng(uo) une courbe intégrale maximale de B, passant
par ug et telle que 7 o §(t) = ¥(zg,t — tp) pour —p < t < € — tq.
La variété N étant compacte (sans bord) et auto-paralléle, les champs de
vecteurs By, ..., B,_; sont complets sur P(ug). Comme By, ..., B,_1, By,
commutent, les champs de vecteurs Bj, ..., B,_; sont aussi complets
sur toute la variété Ng(ug) et les courbes intégrales maximales de B,
passant par N(ug) sont définies sur I = la, b[. On a ainsi une submersion
T = P(up) — No(ug), telle que = o ¥(u,t) = ¥(n(u),t — o) pour
—tp < t < € — tg. L'intervalle I n’est pas égal & R car, sinon Ny(up)
serait complet pour la distance d associée a la métrique riemannienne
rendant By, ..., B,_1 orthonormés et, par suite, I’intérieur Ny de W serait
b-complet; ce qui est absurde. Si T n'était pas injective Np(ug) serait
difféomorphe & P(ug) x S!, par suite, serait complet, et encore une fois
Ny serait b-complet.

Par passage au quotient, on construit ainsi une submersion ¥: P x I —
No qui prolonge (z,t) — ¥(z,t — tg). Pour achever la démonstration, il
suffit de montre que ¥ est injective.

Munissons P x I de la métrique image réciproque par ¥ de G. Pour tout
t € I, les variétés P x {t} sont alors auto-paralléle. Soit J le plus grand
intervalle de I tel que la restriction de ¥ soit injective. Posons a = inf J
et § = sup J. Remarquons que J contient l'intervalle | — ¢y, ¢ — to[. Nous
allons montrer, par un argument de connexité, que J = I.

Supposons d’abord @ < a < 8 < b et montrons que J = [a, B]. Pour
cela, établissons d’abord que les restrictions respectives de ¥ 3 N x {a} et
N x {B} sont des plongements dans Ng. Dans le cas contraire, il existerait
z1 et z3 de N, tels que ¥(21,8) = ¥(z3,0). Les chemins 71(t) = ¥(z1,1)
et v2(t) = ¥(zq,t), pour ¢t € [0, B] étant homotopes, les images par T¥
des espaces tangents & P x {8} en (z1,8) et (z3,0) sont égaux. Comme
T est aussi une isométrie locale, les vecteurs (dy;/dt)(8) et (dvyo /dt)(B)
sont proportionnels. Mais, on a v1(8) = ¥2(8) et les chemins v; et v5 sont
des géodésiques. IIs coincident donc sur un voisinage de v; (B); dans ce cas,
¥ n’est plus injective sur P x J. Un raisonnement analogue s’applique &

P x {p}.

Montrons maintenant ¥ est injective sur P x [a, B]. Si ce n’était pas le
cas, il existerait encore z; et z de P tels que ¥(z1,8) = ¥(z3,3) alors :

e ou bien, ¥(P x {a}) et T(P x {B}) sont transverses en ¥(z1,8) =
¥(z3,); il existerait alors § > 0, tel que T(P x {s}) et ¥(P x {t})
soient transverses pour 8 — 6§ < s < B et a < t < a; par suite,
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il existerait _(_:c'l,t'l) et (z5,15) de P x ]a_, B[ pour lesquels on aurait
U(z],t5) = ¥(z),15); on en conclut que ¥ ne serait plus injective sur
N x J;

e ou bien ¥(P x {a}) et ¥(P x {B}) sont tangentes en ¥(z1,3) =
T (z5,); comme ces variétés sont auto-paralléles, elles coincident; il
en résulte que N serait une variété compacte (sans bord); ce qui est
absurde.

On a ainsi prouvé que J = [a, B].

Si ¥ est injective sur P x [a, 3], par transport paralléle le long des
géodésiques orthogonales & ¥(P x {a}) et & ¥(P x {8}) nécessairement, ¥
est injective sur P X Ja— &, B+ 6 [ pour un certain § > 0. Par argument de
connexité, on en déduit quea=a et b=£.0

La classification topologique des variétés lorentziennes plates compactes
(N,G) montre que si N contient un tore T"~! auto-paralléle, alors N est
fibrée sur S! de fibte T" ! (cf. [7]). 1l résulte de la proposition 6.4.2 le
résultat suivant.

THEOREME 6.4.3. — Soit (N, G) une variété pseudo-riemannienne plate
compacte compléte, sans bord. Si N contient une sous-variété P compacte
conneze auto-paralléle de codimension 1, N est fibrée sur S! de fibre P.

Démonstration. — Considérons la variété N' = N — P. L’adhérence
N; de chaque composante connexe N; de N’ est une variété pseudo-
riemannienne b-compléte dont le bord est auto-paralléle. D’aprés la propo-
sition 6.4.2. chacune de ces variétés est difféomorphe P x [0, 1]. Comme N
est obtenue en recollant les N; par leur bord, on en déduit que N est fibrée
sur S! de fibre N.

Remarques

1) Le théoréme de Hopf-Rinov permet d’affirmer qu’une variété rieman-
nienne compacte plate est compléte; de plus, une telle variété est dif-
féomorphe a un tore (théoréme de Bieberbach). Une variété lorentzienne
compacte plate est aussi compléte [4]. La classification des variétés lorent-
ziennes compactes plates est faite dans [7]. En général, la compacité ne suffit
pas pour entrainer la complétude d’une variété affine plate (voir par exemple
[24]). Pour les variétés pseudo-riemanniennes compactes, le probléme reste
encore ouvert 3 ma connaissance.
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2) Une variété affine plate compacte compléte N est le quotient de
I’espace affine R™ par le groupe d’holonomie affine I' de la connexion
plate sur W. Lorsque cette connexion est compatible avec une métrique
pseudo-riemannienne, il serait intéressant d’étudier dans quel cas le groupe
d’holonomie T' laisse invariant un hyperplan affine de R™. Dans cette
situation N sera fibrée sur S, d’aprés le théoréme 6.4.3.

6.5 Caractérisation de certaines variétés pseudo-riemanniennes
génériques plates compactes et complétes

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne générique. Etant donnée une
connexion duale g-métrique D sur M, on note V la connexion métrique sur
M' = M — 3(g) associée & D. Supposons que X(g) soit compact. Il existe
un voisinage V de X(g) et une fonction ¢ : V. — [0, e[ tels que chaque
composante connexe de V ne contienne qu’une seule composante connexe
de X(g). La restriction de ¢ a chaque composante connexe de V — X(g) est
alors une submersion sur [0, ¢[. On note M; la variété compacte a-bord
M—p1 ([0,%]). Avec ces notations, nous formulons la définition 6.5.1.

DEFINITION 6.5.1.— La variété pseudo-riemannienne générique (M, g)
est dite compléte (relativement d D), si pour tout t, la variété M; est b-
compléte (relativement ¢ V).

Cette définition ne dépend pas du choix du voisinage V' et de la fonction
®.

Pour les variétés pseudo-riemanniennes génériques plates compactes, en
utilisant les résultats de [4], on a la proposition qui suit.

PROPOSITION 6.5.2. — Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne gé-
nérigue plate compacte ayant les propriétés suivantes :

e X(g) est égal d T1(g);
o 3(g) est auto-paralléle;

e la signature de g sur chaque composante conneze de M — X(g) a l'une
des valeurs suivantes : (0,n), (n,0), (1,n —1); (n — 1,1).

La variété M est alors compléte.

Démonstration. — Puisque Z(g) est une variété compacte auto-paralléle
de codimension 1, il résulte de la démonstration du théoréme 6.2.1, que
I’on peut choisir le voisinage V et la fonction ¢ de sorte que chaque variété
¢~ 1(t) soit auto-paralléle, pour 0 < ¢t < e. Considérons une composante
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connexe M;; de My = M — ¢~ 1([0,¢[),i=1, ..., m. Chaque variété M;
est compacte, & bord auto-paralléle. Si g; est la pseudo-métrique induite par
g sur M;;, g; ou —g;, elle est riemannienne ou lorentzienne.

En recollant deux exemplaires de M;; par son bord, on obtient une
variété Tlfit munie d’une métrique g;, telle que g; ou —g; soit riemannienne
ou lorentzienne. Il résulte du théoréme de Hopf-Rinow, d’une part, de [4]
d’autre part, que JTJ:-t est compléte. Par suite, M;; est b-compléte. O

Pour les variétés pseudo-riemanniennes génériques plates compactes et
complétes, on a un théoréme de classification analogue au théoréme 6.4.3.

THEOREME 6.5.3.— Considérons une variété pseudo-riemannienne gé-
nérique (M, g) plate compacte et compléte, telle que X(g) soit égal ¢ 1(g)
et soit auto-paralléle. Il eziste alors une fibration p: M — S, de fibre type
une composante conneze de $(g), et une fonction f : S! — R s’annulant en
un nombre fini de points en changeant de signe, telles que g = go + p*f du?
ot du? est la métrique canonique sur S et go est la métrique induite par g

sur X(g).

Démonstration. — Comme dans la démonstration précédente, on peut
choisir le voisinage V et la fonction ¢ de sorte que les variétés o ~1(2),
pour 0 < t < ¢, soient auto-paralléles. Comme M; = M — X(g) est b-
compléte, chaque composante connexe M;; de My, i =1, ..., m, vérifie les
hypothéses de la proposition 6.4.2. Il existe donc une fibration triviale de M,
sur [0, 1] dont la fibre type est une composante connexe du bord et dont
chaque fibre est auto-paralléle. Chaque composante connexe de ¢~ 1 ([0 , ])
posséde des propriétés identiques. On en déduit qu’il existe une fibration
p: M — S!, de fibre type une composante connexe de £(g), dont toutes
les fibres sont auto-paralléles. La décomposition TM = Ker Tp® (Ker Tp)J-'
est invariante par transport paralléle. Le lieu singulier est donc une réunion
d’un nombre fini de fibres. Soit {ay, ..., a,} la projection de X(g) sur sl
Sur Ker T'p, g induit une métrique pseudo-riemannienne gg qui est invariante
par transport paralléle le long des courbes tangentes a (Ker Tp)‘L. On a un
résultat analogue pour la pseudo-métrique g; induite par g sur (Ker Tp)t.
Notons encore gg la pseudo-métrique induite par g sur une fibre N, et du?
la métrique canonique sur S1. Il existe une fonction f : S — IR qui s’annule
en {ai, ..., ar} en changeant de signe seulement en ces points, et tel que :

g=go+p*fdu’.O
Le théoreme de classification suivant est une conséquence de la proposi-

tion 6.5.2 et du théoréme 6.5.3.
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THEOREME 6.5.4.— Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne gé-
nériqgue compacte, plate, dont le liev singulier est une sous-variété auto-
parallele de M. Si la signature de g sur chagque composante conneze de
M —X(g) est l'un des types suivants : (n,0), ou (0,n), ou (1,n), ou (n,1),
alors M est fibrée sur S* de fibre type T~ 1.

COROLLAIRE 6.5.5.— Les seules variétés pseudo-riemanniennes géné-
riques plates compactes, dont le lieu singulier est une variété auto-paraliéle,
sont le tore T2, en dimension 2, et les fibrés sur S de fibre T2 en dimen-
sion 3.

Demonstration du théoréme 6.5.4.— Avec les hypothéses du théoréme,
la variété M est compléte (proposition 6.5.2). Le lieu singulier de g est une
réunion de fibres et il est auto-paralléle. Comme g est générique, la signature
de g change quand on franchit le lieu singulier. Il existe donc une composante
connexe M — X(g) de sur laquelle g, ou bien —g, est lorentzienne. Il en
résulte que la métrique gg induite par g sur la fibre N est riemannienne, ou
bien —gg est riemannienne. Comme chaque fibre est auto-paralléle, (N, 90)
ou bien (N, —gp), est donc une variété riemannienne compacte plate. Par
suite, N est difffomorphe & T 1.0
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