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Problémes unilatéraux pour
des équations non linéaires de convection-réaction(*)

Lavrent Levi(l)

RESUME. — On établit un résultat d’existence et d'unicité pour une loi
de conservation scalaire associée & des conditions de bord de Dirichlet
homogénes et & une condition d’obstacle unilatéral simple. Considérant le
probléme :

%Z-+Div[f(u,t,z)] +g(Ut,z)=0, U>o0, (E)

nous avons développé deux méthodes, soit par pénalisation de 1'équation
(E) soit en approchant U par une suite de solutions d’inéquations parabo-
liques, associées & une contrainte de positivité, dont le terme de diffusion
devient négligeable.

ABSTRACT. — The existence and uniqueness for a scalar conservation
law related to Dirichlet’s homogeneous boundary conditions and to a
simple obstacle condition is established. Hense for the following problem:

%Iti +Div[f(U,t,z)] + g(U,t,z) =0, U>o0, (E)

two methods are developed, either by penalizing the equation (E) or
by approximating to U through a sequence of solutions of quasilinear
parabolic inequalities related to a positivness, whose diffusion term tends
to zero.

1. Introduction

1.1 Motivations

Les équations hyperboliques non linéaires et la notion de solution faible
entropique a variation bornée ont été largement étudiées, notamment par

(*) Regu le 2 juillet 1993

(1) Université de Pau, Laboratoire de Mathématiques Appliquées, URA 1204-CNRS,
Avenue de 'Université, F-64000 Pau (France)
Travail financé par le Conseil Régional d’Aquitaine
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S.N. Kruzkov [8] en 1970, puis en 1979 par C. Bardos, A.-Y. Leroux et J.-C.
Nédélec [1] sur des ouverts non bornés, puis bornés. On sait que si la donnée
initiale est bornée, sous certaines conditions relatives au terme source, la
solution d’un tel probléme est bornée. On s’intéresse ici au cas ou le terme
source est tel que la solution soit bornée, mais la donnée d’une contrainte sur
la condition initiale ne se transmet pas, a priori, a la solution; on est donc
amené a chercher une formulation qui englobe cette contrainte. On peut
signaler les travaux récents de R. Natalini [16] ol ’auteur, dans le cas d’un
probléme de Cauchy sur R xR, cherche a obtenir des conditions suffisantes
sur le terme de source pour que la solution entropique soit localement
bornée.

On se propose donc ici d’établir un résultat d’existence et d’unicité
pour la solution d’une équation de transport non linéaire a terme réactif,
satisfaisant a des conditions de bord de Dirichlet homogéne et une condition
d’obstacle de type unilatéral sur ouvert cylindrique Q. Lorsque ’obstacle est
régulier sur Q et compatible avec la condition de bord, on peut ramener cette
étude a celle du probléme formel PO:

U>0 p.p.sur @ (1)
%—Ij + Div[f(U,t, z)] +9(U,t,z)=0

sur QT = {(t,2) €Q | U(t,z) >0}  (2)
U(0,-)=Up p.p.sur (3)
U(t,o) =0 sur une partie de X, (4)

ol  est un ouvert borné de R? (en pratique p = 3), de frontiére I' réguliére
et T un réel strictement positif, fini; Q = )]0, T[ x Qet T=]0,T[ x .

On se place dans la situation ou Div [f(O,t,a:)] + g(0,¢,z) est le signe
quelconque sur Q.

En ingenierie pétroliére, lors de I’étude d’écoulements diphasiques de deux
fluides (huiles et gaz) incompressibles et immiscibles, en milieu poreux, pour
la récupération assistée des hydrocarbures, un tel type de probléme est la
transcription, aprés simplifications diverses, d’une loi de conservation de
masse d’un constituant chimique, associée a des lois de comportement. On
trouvera un exposé détaillé de ces problémes par G. Chavent et J. Jaffre
[2], notamment pour ’étude du modeéle Black- Oil auquel nous nous sommes
référés. La présence d’huile légére dans la phase huile donne lieu, en I’absence
de phase gazeuse, a I'introduction de contraintes unilatérales couplées (cf.
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article de G. Gagneux, A.-M. Lefevére et M. Madaune-Tort [5]), ou U
représente une inconnue qui détermine la composition de la phase huile.

En s’inspirant de la définition donnée par C. Bardos, A.-Y. Leroux et
J.-C. Nédélec, pour Uy donnée bornée et a variation bornée sur 2, Uy > 0
p.p. dans €, nous dirons qu’une fonction U, bornée et & variation bornée
sur Q, est solution de P9, si elle vérifie la formulation faible entropique P :

U>0 p.p.sur Q
VE>0etVyeCy, (0, T x0)

9y
/;|U—k|§—t— d:cdt+/;H(U,t,a:)-V1/)d:cdt+
—-/ (Div[f(k,t,z)] + g(U,t, 2)) sign(U — k)y dzdt +
Q

+/ sign(k)[f(vU,t,0) — f(k,t,0)] - vpdodt > 0 (R)
z
U(0,z) = Up(z) pour presque tout z de €2,

ot H(U,t,z) = [f(U,t,z)— f(k,t,z)] sign(U —k) et v est le vecteur unitaire
normal extérieur & €, supposé défini au moins presque partout sur I'.

Cé’ n (10, T[ x 0) est I’espace des fonctions de classe C!, positives, &
support compact dans ]0, T'[ x Q.

On désigne par fonction a variation bornée sur 0 (resp. sur Q), toute

fonction localement sommable sur Q (resp. sur Q) dont les dérivées dis-
tributions premiéres sont des mesures de Radon bornées sur Q (resp. sur

Q)

~U est la trace sur ¥ de U, définie au sens des fonctions bornées et a
variation bornée (cf. par exemple [11]).

La solution de P est appelée solution faible entropique du probléme PO.
Elle est la seule solution du probléme P°, gardant un sens physiquement
acceptable lorsque apparaissent des discontinuités.

Pour ’obtention d’une solution au probléme P, on propose les deux
méthodes qui suivent.

1) Pénalisation du probléme P

On adapte au cas hyperbolique non linéaire du premier ordre, une
technique généralement employée dans le cadre parabolique et elliptique (J.-
L. Lions [11]) et déja utilisée pour le cas hyperbolique linéaire par F. Mignot
et J.-P. Puel dans [14].
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On introduit donc, pour tout 1 > 0, le probléme pénalisé Py, :

Up € BV(Q)NL™(Q)
VEeRetVypecy (10, T[x1),

/ |Up — k|a—¢ dz dt +/ H(Up,t,z) - Vypdzdt +
Q ot Q
- / (Div [f(k,t,z)] +9(Un,t,z) - % U,,') sign(Up, — k)¢ de dt +
Q

+/ sign(k)[f(vUn, t,0) — f(k,1,0)] - v dodt > 0 (Ry)
z

Un(0,2) = Ug(z) pour presque tout = de €.

La définition de P, reléve des mémes justifications que celles faites pour

P, ce qui permet de dire que Uy, est I'unique solution entropique du probléme
PO .
n

T 4 D [f(Unt2)] +oUnti2) - LU =0 ams D@ 9
keII(I(l)i,gU,,) {sign('yU,,)[f(-yU,-,,t, o) — f(k,t,0)] -v} =0 p.p.sur T (6)
Uy (0, ) = Up(z) p.p. sur 2, (7

ot I(a,b) désigne lintervalle [min(a,b), max(a,d)].
On voit bien que (5) caractérise la pénalisation de (2).

D’aprés [1], on sait déja que ce probléme admet une solution unique,
qui est celle obtenue par la méthode de viscosité artificielle. Mais, si ’on
se place dans le cas d’une donnée initiale peu réguliére, les estimations
trouvées dans ’article cité en référence ne peuvent étre directement reprises.
C’est pourquoi, on s’inspire des travaux de M.-J. Jasor [7] pour montrer
que la suite des solutions des problémes visqueux demeure dans un borné
de W11(Q) N L°°(Q) que l’on sait en outre choisir indépendamment du
paramétre 7, par monotonie de opérateur 8(U) = —U ~. Ainsi on en déduit
que la famille des solutions des problémes hyperboliques pénalisés reste fixée
dans un borné de BV (Q)NL*(Q). On est alors &4 méme de passer a la limite
en 7, par compacité.
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2) Pertubations singuliéres d’une équation variationnelle

La contrainte U > 0 suggére que ’on peut aussi chercher a atteindre la so-
lution du probléme P, par une suite de solutions d’inéquations paraboliques
dont le terme de diffusion devient négligeable. L’obtention de tels types
d’inéquations est classique et repose sur la méthode de pénalisation [11],
qui améne a considérer le probléme P. ,, de diffusion-convection-réaction :

0

aUem + Div [f(Ue,m t, ‘”)] +

1__
+9(Uem,t,x) — p Uep=¢AUcy p.p.sur Q (Ee,n)

Uenis = 0

Uen(0, ) =Uo(+) p.p.surQ,

retrouvant ainsi le probléeme visqueux associé a P,.

Des estimations hilbertiennes permettent, par compacité et passage &
la limite en 7, de construire une solution forte unique de I'inéquation
Je, résultant de la pénalisation P.,. L'étude du comportement de la
famille (U,;,,,)n>0 montre que la suite (Uc)e>0 est dans un borné fixe de
Wi(Q) N L®(Q), et la compacité de l'injection de W1(Q) dans L(q)
donne le résultat de convergence des solutions de l’inéquation parabolique
vers la solution de I'inéquation hyperbolique du permier ordre.

Dans le cas ou le terme de diffusion est non linéaire, cette deuxiéme étude,
menée dans [10], correspond physiquement, dans le cadre de problémes posés
en ingénierie pétroliére, 4 comparer les modéles obtenus selon que 1’on prend
en compte ou par les effets de la pression capillaire.

1.2 Les notations utilisées

Nous noterons systématiquement, pour tout s de |0, T'], @, le cylindre
10,8 x Q et X, la couronne |0, s[ x I

e g(-,+, ) est une fonction définie sur R x [0, T'] x R, de classe C1,
lipschitzienne sur R par rapport & sa premiére variable, uniformément en
(t,z). Nous noterons M, sa constante de Lipschitz, uniforme en (2, z).

e f(-,+, -) est une fonction vectorielle, définie sur R x [0, T'] x £, dont les
p composantes sont de classe C? telles que pour tout i de [1, p], 8f;/dx; est
lipschitzienne sur R par rapport a sa premiére variable, uniformément en
(t,2). Nous noterons My, /.. leur constante de Lipschitz, uniforme en (¢, )
et My, la plus grande de toutes ces constantes.
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e On désigne par V I'espace de Hilbert H}(Q) et par V' son dual, H “1(q).

e W(0,T;V;V') est I'espace des fonctions U de L?(0,T; V) dont la déri-
vée par rapport a t, au sens de D’ (] 0,T[, V), est élément de L2(0,T; V');
on le munit de la norme du graphe.

Pour les propriétés d’un tel espace, on renvoie a [3, T. 8, § 1, p. 565], et
P’on trouve des résultats du compacité dans [11, § 5, p. 57].

e On posera M = H%(Q) NV, espace de Hilbert lorsqu’il est muni de la
norme induite par H2(f).

e On considérera tout au long de ce travail d’approximation lipschitzienne
de la fonction sign( - ), donnée par :

silg] <A
siz> A
-1 siz< =\

Ll ST

pa(z) =

e On utilisera couramment des propriétés classiques de l’espace BV, des
fonctions & variation bornée, que 1’on pourra trouver dans [6] ou dans [17].

Notamment, on sait que si Q est un ouvert de RN , Pespace BV(Q) N
L'(Q) est un espace de Banach, lorsqu’on le norme par :

11 5vi@ynri@) = 1l mr @) + TV (),

TVo(f) = sup { /Q f Divigldadt | ¢ € CH@)Y, 8] pm gy < 1}

e Enfin, on rappelle que Uy est donnée dans BV ()N L (), Ug > 0 p.p.
sur Q.

2. Estimations a priori dans W11(Q)

Le probléme P., joue un réle essentiel dans notre exposé car d’une
part, il est considéré comme probléme de viscosité associé a un probléme
hyperbolique pénalisé et, d’autre part, comme probléme pénalisé relatif a
une inéquation parabolique. Ainsi, les estimations qui vont en étre dégagées
seront fortement utilisées dans les deux approches proposées.
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Dans les paragraphes 2.1 a 2.3, on établit un résultat de régularité et
d’unicité ainsi que les estimations a priori pour la solution du probléme P, ,,
lorsque la donnée initiale est réguliére. Au paragraphe 2.4, on construira
une suite (Ug)e>o de fonctions réguliéres, approchant Uy. Pour ¢ > 0,
cette fonction U sera la condition initiale choisie dans le probléme pénalisé
visqueux P, ,.

On rappelle tout d’abord une série de résultats, obtenus grice aux
propriétés établies par A. Friedman [4], et par O. A. Ladysenskaya, V. A.
Solonnikov et N. N. Ural’ceva [9].

2.1 Résultats de régularité et de comportement

THEOREME 2.1 (résultats d’existence, de régularité et comportement).
FEtant donné Up élément de V, pour tous e et n strictement positifs, le
probléme parabolique quasi linéaire P, :

Uep € L®(0,T; V) NW(0,T; M; LE(02))
VV eV, et pour presque toutt de |0, T

0
/gte,,,Vd:c-(»e/ VUcyn -VVdz +
Q Q

. 1__
+A (Dw [f(Ue,n,t,:t)] + g(Ue,’mtvw) - ; Ue,n) Vdz =0
Uen(0,2) = Up(z) pour presque tout = de 2,

admet une solution unique. De plus, on peut préciser quelgues propriétés de
comportement, utilisées tout au long de ce travail.

i) SiUg est élément de L™°(Q), hypothése retenue désormais, alors la
solution du probléme P, , est bornée. Plus précisément, on a :

Vte[0,T] etpp. xdeQ, |Uq(t )| <R(),
ot l’on a posé :
Mt € M
R(t) = ||U0“L°°(n)e + i (e™*-1)

avec
M = Mg+ Z Mj, fe;
1
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et

¢ = max_|g(0,t,2) + Div [£(0,¢,2)]|
[0,T]xQ

Les constantes My et (M i /zi)izl .p SOTE définies d la section 1.

ii) La solution du probléme P, , dépend de la donnée initiale de manicre
T-lipschitzienne dans L1(f), au sens o, si U, (resp. Ve,) est la
solution de P., correspondant d la donnée initiale Up (resp. Vo),
alors :

vie[o,T],

U (Uem(t, ) = Vem(®, ))+’ eMst

o) =

(-3

@)’

i4i) Le paramétre de viscosité ¢ étant fizé, la suite (Uel,,(t,:z:))17>0 est
croissante lorsque le paramétre de pénalisation n devient négligeable,
uniformément en (t,z), au sens ou :

sim > 12 alors,
Vte[0,T], Uem(t +) <Ueny(t,-) p.p. dans Q.

Remarque 2.1.— Nous poserons R = R(T) = max(o ) R(2); il est
essentiel de noter le fait que PR est une constante indépendante de tout
parametre.

Les fonctions g et f;, i = 1, ..., p ainsi que toutes leurs dérivées partielles
premiéres, et secondes en ce qui concerne f;, sont continues, donc bornées
sur le compact [-%R, ®] x [0, T] x Q. De toutes ces bornes, qui sont
indépendentes de ¢ et 1, nous noterons K la plus grande valeur.

7
2.2 Estimation de 5 Uey

On va utiliser la méthode dite des “quotients différentiels”, qui repose sur
I’estimation de la différence entre deux instants voisins, ¢t et t+h,h > 0,dela
solution du probléme P, ;. Cette méthode présente ici un double avantage :

e elle permet tout d’abord de nous satisfaire de solutions de problémes
paraboliques peu réguliéres, telles qu’elles ont été introduites au théo-
réme 2.1, et, par 1d méme, d’imposer un minimum de régularité a la
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condition initiale et a la fonction pénalisante (choisie seulement globa-
lement lipschitzienne sur R); de ce point de vue, on affine les méthodes
classiquement employées (pour exemple [1], [17] et [8]);

e par ailleurs, on va pouvoir faire jouer la monotonie de ’opérateur
de pénalisation et ainsi d’affranchir de la présence non seulement du
coefficient de viscosité ¢ mais aussi, et c’est la le plus intéressant, du
parameétre pénalisant 7).

Pour obtenir le résultat souhaité, nous devons faire des hypothéses sup-
plémentaires concernant la donnée initiale. Ainsi, nous supposons doréna-
vant que Up est une fonction a valeurs positives ou nulles, dont le gradient
est élément de BV (Q2)P. Dés lors, nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2 (estimation de 8/8t U, , en fonction du gradient de
Uen).— Il eziste une constante A}, indépendante des paramétres ¢ et 7,
telle que :

o
“E U‘rn(t’ .) -<—
L(a)
t
< (A1 + AT + K/o [VUen(, - )”Ll(ﬂ)f' dr) eMst p.p. sur]o, T,
avec :

A1 = K(1 + p)ues(R) + ¢|AUp|(R) + K||VU0}|L1(Q),, ,

ot |AUp|(RR) désigne la variation totale sur Q2 de la mesure de Radon
associée d la distribution AUy que l’on peut définir par :

8T61() = sup { [ 900 Vod | 6 € (@), 8] ymiey <1
La constante K est introduite d la remarque 2.1.

Démonstration. — Elle s’organise en trois étapes.
Premiére étape.— On cherche a estimer 1’expression
[Uen(hs +) = Vol g2 (qy, R eE[0,TI.

Puisque Uy est élément de V, et par application de la propriété de dérivation
de la composée d’applications de M. Marcus et V. J. Mizel, il est possible
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de choisir dans P 5, p.p.t de ]0, T'[, la fonction test py(Ue5(2, -) — Uo);
puis on integre de 0 & h, h étant donné sur [0, T'[.

On passe & la limite, lorsque X tend vers 0. Apres intégration par parties
selon la formule de Green, 'utilisation du lemme de Sacks et de la régularité
des fonctions f; (i = 1, ...,p) montrent que le terme de convection tend
vers 0. Par ailleurs, en imposant Uy > 0 p.p. dans 2, par monotonie de
I’application qui & U associe —U ™, on vérifie que :

1
5 U, ,sign(Uey — Ug) > 0 p.p. dans Q.

Ainsi, on obtient :
VRe[0,T[, |Uenlh, ) =Tolpi(qy< hdr,

oi A1 = K(1+ plues(®) + | Auo|(?) + K| VUo|| 11 q)p-
On notera que dans la définition de la variation totale sur 2 de la mesure

de Radon associée a la distribution AUy, on peut considérer, par densité,
toute fonction ¢ élément de H3(92).

Deuziéme étape.— h étant donné sur [0, T'[, on considére la solution
du probléme P, , aux deux instants voisins ¢ et £+ h. On introduit donc les
fonctions Ue ,(t + h, -) et Uepn(t, -) qui ont un sens pour tout h de [0, T'[
et pour tout ¢ de [0, T —h].

Il est loisible de prendre (selon la propriété de M. Marcus et V. J.
Mizel) dans 1’équation obtenue par différence entre les égalités satisfaites
respectivement par Uen(t + h, ) et Uep(t, -), p-p. t de |0, T — k[, la
fonction test :

P (Ue.ﬂ(t +hy ) = Ueplt, - )) .

Nous omettrons provisoirement les indices ¢ et 7, et nous définirons
Z(t,h,z) comme étant la différence U(t + h,z) — U(t, z).

Enfin, on intégre de 0 & s , s étant fixé quelconque dans [0, T — h].

e On organise le terme de convection sous la forme :

/ Div[f(U(t+h),t+h,z) - f(U(t=),t+h,z) pr(Z(t h,z))dzdt

+ / Div[f(U(t,2), t+h, 2) — F(Ut2), 1, 2)] pa(2(t: b, 7)) de dt.
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Aprés développement du terme divergentiel et compte tenu de la régularité
des fonctions f;, de la définition de la constante K et du fait que p) est
bornée par 1, on majore la valeur absolue du second terme de ’expression
ci-dessous par :

hK/(; ||VU(t, ‘)“L1(n)p dt + hpK pes(Q) .

Le premier terme, intégré par parties, tend vers 0 lorsque A tend vers 07,
par utilisation du lemme de Sacks.

e On effectue le méme type de découpage sur le terme réactif; enfin, le
caractére monotone de ’opérateur de pénalisation conduit a conclure que le
terme pénalisé est de signe positif ou nul p.p. sur Q.

Finalement, en passant 3 la limite, lorsque ) tend vers 0T, par conver-
gence dominée, la propriété de dérivation des fonctions composées [13] per-

met d’établir I’existence d’une constante AJ, indépendante des paramétres
€ et 7, telle que pour tout » de [0, T'[ et tout s de [0, T'— h] on ait :

”Z(37h1 ')”Ll(g) <

8
< (120, A, )| g2y + hAT +hK/0 VU@, )l g2 aye dt +
8
+/0 My||Z (2, b, -)||L1(Q)dt.

Compte tenu de la premiére étape et par utilisation du lemme de Gronwall,
on a donc pour tout h de [0, T[ et tout sde [0, T —h]:

1 s
L 2ok, Vs < (A1 + 43+ K ['I906 Y pscay dt) Mos.

Troisieme €tape.— Selon la deuxiéme étape, ona Vh € [0, T[,Vt €
[0,T—h],

1
A “Ue,n(t +hy ) = Uepn(t, ')“Ll(n) <

t
< (Al + AT+ K / [V Uen(r M g2 (aye dr) eMst.
0
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Puisque 9/0t U, , est élément de L2(Q), p.p. t de ]0, T'[ les quotients
différentiels (1/h)(Uen(t + h,+) — Uen(t, -)) tendent dans L'(f) vers
8/8t U, 5(t, - ), lorsque h tend vers 07 ce qui achéve la démonstration de la
proposition 2.2. D

2.3 Estimation de VU,

Cette estimation est plus délicate a obtenir que la précédente car elle
nécessite la mise en ceuvre de trois lemmes techniques qui reposent sur le
fait que U, ,, est élément de W (0,T'; M; L?(R2)).

A partir d’une démonstration présentée dans [1], bien adaptée au cas de
solutions de problémes paraboliques trés réguliéres, M. J. Jasor, [7, chap. 1]
a développé une méthode qui permet d’établir une estimation dans L}(Q)
du gradient de solutions faibles, telles que nous les avons introduites au
théoréme 2.1.

Nous reprenons, en les adaptant au cas considéré ici, les calculs introduits
dans [7]; ainsi, nous pourrons constater qu’on peut encore s’affranchir de la
b} ¢}
présence du paramétre de pénalisation 7.

Nous devons tout d’abord définir de nouvelles notations.

Notations utilisées

q
e Pour ¢ €IRP, I,(¢) :/(; pa(r)dT,

ot | - | désigne la norme euclidienne sur R”.
. oI,
e Vie[l,plw;= A (VU ), et w = [“"i]i=1,...,p € HY(Q)?.

,
e Pour r €R, Ry(r) = / pa(T) dr — rpy(7).
0
Noter que : V r € R, |R)‘(r)‘ < AJ2.

LEMME 2.3.1.— Pour tout s de [0, T], on a :

. 8 .
i) - /Q .EZUG,,, Div[w]dzdt = /ﬂ IN(VUey(s,z)) dz +

- [ (0 de;
0
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i) — / Div[f(Uen,t, z)] Divjw]dzdt =
Q.

= _/ Div [Q(Uc,n,t,:c)] Ry\(|VU,,|) dzdt +
Q. ou

) d
+/2.:' é(O,t,a)-uR;\(

3 Uem

) dodt+6,

od l’on a posé :
-y v | 0f
6= - ‘Dlv 5:—6-;(U5,,,,t,:c) wj d:cdt+

—-/ Div[f(O,t,a)]w-Vda'dt;
z

0

iii) — /Q AU, , Divjw]de dt < ¢(T) L 3 Uem

ot €(T') est une constante qui ne dépend que de T.

do dt,

Démonstration. — Elle utilise des résultats de densité qui consistent &
choisir des suites de fonctions régularisées soit en leur variable temporelle
(pour i)), soit en leurs variables spatiales (pour ii) et iii)). Les calculs,
techniques et parfois délicats, sont exposés en détails dans [10].0

Enfin, on établit une estimation dans L?(Q) du terme pénalisé. Outre le
fait que cette majoration nous fournira, par passages a la limite successifs
en ¢ et 7, la propriété de positivité de la solution du probléme P, elle nous
permettra aussi, a la section 4, de construire la solution forte d’une équation
parabolique quasi linéaire.

LEMME 2.3.2.— La solution du probleme paraboligue pénalisé P,
vérifie :

1,
;”Ue.n“L?(Q) <@,

ot la constante €1 est indépendante des paramétres ¢ et 7.

Démonstration. — On choisit dans la formulation variationnelle de P, 4,
p.p.tde ]0, T, la fonction test (—1/9) (Uc5(t, -)) . Aprés intégration de
0 a T, il apparait le terme :

1
- / Div [f(Ue,,,, t, a:)] U;pdedt,
nJQ '
qui est tout d’abord intégré par parties selon la formule de Green.
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Sil’on pose :

U
Gi(U,t,w)=/ filnt,z)dr,i=1,...,p et G= [Gi]i=1 p?
o oo

on peut appliquer la régle de dérivation de la composée d’applications, et
montrer que ce terme s’écrit sous la forme :

——l/Div[G(—U‘ t,z)) dmdt+l/ Z /_U‘—'ﬂ—aji(rt z)dr |dz dt
N 0 e n 0 - o 331’ iR N

La premiére intégrale est nulle, la valeur absolue de la seconde peut étre
majorée, d’aprés l'inégalité de Young et par définition de la constante K
(remarque 2.1) par :

1 2

1 -
oK )ues(@) + 5 [0,

L*(Q)
Ces deux derniers arguments permettent encore d’écrire :

1 2

1 _ \ 11, _
l—; fQ 9(Uemt, 2)U,, dz dt‘ < K*pes(Q) + Y “;Usm

Q)

Finalement en utilisant les majorations précédentes et le fait que Uy est,
p.p. sur {1, & valeurs positives ou nulles, il vient 1'inégalité :

1 1 2

_ 1 _
9 ”Ue,ﬂ(s’ ’ )”22(0) + 2 H— Ue,ﬂ

2 ~ < Kpes(Q)(1+p%).

L*(Q)

On en déduit I’estimation annoncée. O
On est enfin en mesure d’énoncer la proposition suivante.

ProPOSITION 2.3 (estimation du gradient de U, en fonction de
8/08tU.y).— Il existe des constantes Ay et A3, indépendantes de la don-
nées initiale Uy et des paramétres ¢ et 7, telles que U'on ait, Vi € [0, T,

[ VU a(t, ')”Ll(n)l’ <
< VUl pr(aye + 43 +

)

0
"a_t Uen(m, ')“Ll(n) + || VUen(m, ')||L1(ﬂ)’) dr.
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Démonstration. — Etant donné s un élément de [0, T'], on considére le
produit scalaire dans L?(Q,) entre — Div[w] et (Ec,), ce qui est loisible en
vertu de la régularité de la solution du probléme P, et de la fonction a
valeurs vectorielles w.

On constate, par intégration par parties selon la formule de Green et

compte tenu de la définition de w, que ’on a 1’égalité :

1
l/ U, ,Divjw]dzdt = -
nJQ,

VUen|pa(IVUe,q]) dedt.
n A‘U"ﬂso]nQ‘ | €m|PA(| C’nl) T

Ainsi, on contrdle le signe du terme pénalisé.

Dés lors, en vertu du lemme 2.3.1, on peut écrire, pour tout s de [0, T'] :

/ I (VUc (s, 2)) dz —/ I,(VUp)dz <
0 9]

do dt +

17}
<HA)+BO) -0+ee®) [ | T,
T, oV

+ / g(Uc’r’,t, 3) Div[w:' dw dt,
Q.
ou I’on a posé :

L) = /Q Div [g% (Uem»t, z)] RA(|VU. n|)dz dt,

Iz(/\) = —/; %(O,t,o’) -VR) (‘% Ue ) dodt,

et Pexpression de 6 est donnée au lemme 2.3.1.

Pour pouvoir passer & la limite, lorsque A tend vers 07, dans I’inégalité
ci-dessus, il faut estimer 6 et les deux derniéres intégrales présentes au
second membre. Pour ce faire, remarquons que pour tout i de [1,..., p],
”wi” L(Q) < 1let |w-n| < 1. On utilisera aussi de fagon essentielle la
constante K, dont la définition a été donnée & la remarque 2.1.

Par ailleurs, pour estimer l'intégrale de bord, on se refére au résultat :

si U est élément de HZ(R2) N H&(Q) alors / 1%%
r

do < |AU|| 1 gy

dont on trouvera une ébauche de démonstration dans (7, chap. 1].
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L’expression de ¢éAU,, étant donnée par (E.y), on établit, par appli-

cation des résultats du lemme 2.3.2 relatifs & I’estimation de (1/9)Uc,,

D’existence d’une constante A3*, indépendante de tout parametre, telle que :

i)
—U
6‘/2.:' ‘an &,n
</., \‘9 Uen(t )” + K| VUen(t, )| dt + A3
—_— a7 ) ) ° ) ) 2 -
0 at " Q) EM Li(q)y»
Finalement, on peut trouver deux constantes A, et A3, indépendantes
des parameétres ¢ et 7 telles que, pour tout s de [0, T'], on ait :

dodt <

/ I\(VUe (s, 2)) de —/ Iy (VUp) dz <
Q Q
<LH(A)+ (0 +

* ¢ a
it [ (|G enen], , +190nte ) o

Lorsque A tend vers 0%, les intégrales I;(A) et Ip()\) tendent vers 0
par propriété de Ry; I A(VUS,,,(t,:c)) approche la norme euclidienne de
VU, 5(t, ), quel que soit [0, T'] et pour presque tout z de 2, ce qui acheve
la preuve de la proposition 2.3. 0

COROLLAIRE 2.3 (obtention des estimations VU, et 8/9t U, décou-
plées). — Etant donné Uy élément de V N L®(R), dont le gradient est
élément de BV (Q)? et d valeurs positives ou nulles p.p. sur Q, il eziste des
constantes Ag et A}, indépendantes de €, de 7 et de la donnée initiale telle
que :

+[|VUern| poo(or; 1 (ayey < (4 + Ag)etsT,

8
— U,
H 8t || Leo(o.7; 11 ()
ol :
Aq = || VUol| 11y +

+eMsT [K (1 + pues(®) +¢|AUo|(@) + K[| VUo | 3 qye] -
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Démonstration. — Les résultats établis aux propositions 2.2 et 2.3 per-
mettent de construire des constantes A3 et A}, indépendantes des para-

métres ¢ et 7) et de la donnée initiale Uy, telles que, pour tout ¢ de [0, T'],
on ait :

8
Hét_ Ueun(t ‘)HLI(Q) + || VUen(t, ')“L‘(ﬂ)” s

t
5&+@+5/(
0

On conclut en utilisant le lemme de Gronwall. O

7]
|52 Vet )| o+ 170l -)llmv) dr.

LY(

Ainsi, nous avons établi une majoration a priori de la dérivée en temps de
Ue; dans L (0, T; L'(12)) et de son gradient dans L (0,7'; L (12)?). Ces
estimations sont indépendantes de tout paramétre dés que ’on s’affranchit
de la présence, au sein de la constante A4, du coefficient de viscosité
artificielle, en le supposant, ce qui est licite, plus petit quune certaine valeur
€0, qu’il conviendra parfois de prendre, pour alléger les écritures égale a 1.

2.4 Cas d’une donnée initiale peu réguliére

Les hypothéses fortes introduites sur la condition initiale, nous ont permis
de construire une solution réguliére en temps du probléme parabolique P, ,,.
Cependant, on s’intéresse en fait 4 un résultat d’existence pour la solution du
probléme P, dés que Uy est donnée dans BV (2) N L°°(R2), telle que Uy > 0
p-p- dans Q. On se propose ici de construire une suite régulicre (U3)€>0
approchant Up, le paramétre ¢ étant celui de la régularisation par diffusion.
Pour cela, on effectue une régularisation par troncature et convolution de
la donnée initiale, en définissant :

Us =§€:+xV5, avec Vs = Uoxe,

ol x. désigne lindicatrice de l’ensemble 2, = {z € Q| dist(z,T) > 2¢},
prolongée par 0 sur IRP \ 9.

e est une suite régularisante, paire et telle que:

C*

e .

”V&”Lw(n)p <
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Ainsi, U{ est une fonction de classe C*°, bornée (indépendamment de ¢) et
positive, dont le support est contenu dans ’ouvert Q2. De plus, la suite

[(@8)al,

est une approximation de Up dans les espaces L(f2), ¢ € [1, +oo[.

Il est fondamental de constater le résultat suivant.

LEMME 2.4.1. — Il eziste une constante M, indépendante de €, telle que :

TVa(V5) < TVa(Uo) + M.

Démonstration. — Soit 4, un élément de CJ(2)?, tel que ||¢|IL°°(0)P <1.
U9 et x sont deux éléments de BV(2) N L°(f2) de sorte que d’aprés
[17, § 14.5, p. 251], on peut écrire :
/ Vg Div[y]dz = —/ TUoy - Ve —/ X% VU,
Q Q 0

o Uy (resp. X.) désigne la valeur moyenne de Ug (resp. de x¢). En revenant
a la définition [17, § 10.1, p. 241}, il est clair que

[Toll Lo () < 1]l ooy et [%ell poo gy < 1-
Ainsi, par définition de la variation totale sur {2, nous avons :
TVa(V5) < [|Uo] oo () TVa (xe) + TVa (Vo)

et on sait que la variation totale sur Q de x. est indépendante du choix du
parameétre €. 0

LEMME 2.4.2

i) U] ooy < [Voll ooy 5

%) || VUS| Ly < TVa(Y);

iii) e| AUS|(R) < C*TVq(V§), od C* est une constante indépendante de

€.

Démonstration. — Elle résulte de celle exposée dans [6, lemme 3.1,
p. 67].0
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En fin de compte, on désigne par U., la solution du probléme Py
correspondant d la donnée initiale régularisée Ug, et on conclut alors par la
propriété suivante, essentielle dans notre exposé.

PROPRIETE 2.4.— Il eziste des constantes R, A, A; et €; indépen-
dantes des paramétres € et n telles que la solution du probléme parabolique
pénalisé P, ,, associée d la condition initiale régularisée Ug, vérifie les es-

timations :
|1Tenl poo(ay < R (2.1)
“ S Vem <A, (2.2)
0t "liLe(o,r;1(0))
IVTenllLooor; 210y < 4> (23)
H Lus <¢ (2.4)
- 2R .
n € 12(Q)

et l’on a la propriété :

VRe[0,T[,Vte[0,T~h], |Uen(t+h, )=Ueq(t, -)||L1(n) <hA;.
(2.2a)

Démonstration

e (2.1) et (2.4) résultent respectivement du théoréme 2.1 et du lemme
2.3.2.

e Pour établir (2.2) et (2.3), on utilise le corollaire 2.3 et les lemmes 2.4.1 et
2.4.2; on obtient, de méme, I’estimation (2.2a), en se reportant a la deuxiéme
étape de la démonstration de la proposition 2.2.0

8. Pénalisation du probléme hyperbolique du premier ordre

La méthode de pénalisation, rapportée aux problémes hyperboliques,
permet de prouver ’existence d’une solution au probléme P. On justifie
d’abord, en revenant au probléeme de viscosité P, ,, que la suite des solutions
des problemes hyperboliques pénalisés P, reste dans un borné fixe de
BV (Q) N L'(Q). Ceci nous permet alors, par compacité, de construire la
solution faible entropique du probléme P°.
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8.1 Régularisation du probléme pénalisé P, par P,y

Le résultat d’approximation dans L1(Q) de la solution de P, par la suite

des solutions des problémes visqueux (135,,,)5>0 a déja été obtenu dans [1].

Cependant, nous allons nous attacher & préciser le comportement de cette
suite, afin de dégager des estimations suffisantes sur la solution du probléme
limite P,,, indépendantes du paramétre de pénalisation 7.

Compte tenu de la propriété 2.4, aprés extractions successives de sous-
suites, utilisant en particulier la compacité de I'injection de W1!(Q) dans
LY(Q), on a la proposition 3.1.

PROPOSITION 3.1 (comportement de la suite (Ugm)e>0).— Pour tout
n, 0 > 0, il eziste Uy, élément de BV(Q) N L=(Q) N C°([0, T]; LY(Q)),
g € [1, 4+oo[, tel que, lorsque ¢ tend vers 0%, on ait d une sous-suite preés :

a) dans L*(Q) faible*
Uen — Up{ b) dans CO([0, T]; LUR)), g € [1, +oo] (3.1)
¢) p.p. dans Q.

Démonstration
e (3.1a) se déduit directement de (2.1).

e Pour montrer (3.1b), on utilise un raisonnement qui sera largement repris
par la suite. 7 étant fixé, Pensemble S = {U,,, | ¢ > 0} est, d’aprés (2.2a),
uniformément équicontinu de [0, 7T'] & valeurs dans L!(Q). Par ailleurs,
d’aprés (2.1), (2.2) et (2.3), on sait que (U, (¢, - ))€>0 est,p.p.tde]0, T[,&
valeurs dans un borné de W1:1(£2), ce borné étant contenu dans un compact
K de L'(f). Puisque (2.2a) entraine que l’application ¢ — U, ,(, -) est
continue de [0, T'] dans L1(Q), (Uen(t, -)),., st en fait & valeurs dans K,
pour tout t de [0, T'].

Le théoréeme d’Ascoli, établissant que l’ensemble S est relativement
compact dans Co([O, T];Ll(ﬂ)), et le fait que la suite (U,,,,)€>0 soit
essentiellement bornée sur @Q, permettent de conclure.

Enfin, la convergence dans C°([0, T']; L9()) entraine celle dans L9(Q),
g € [1, 400 ce qui implique (3.1¢). O

>0

THEOREME 3.1 (perturbations singuli¢res de I’équation P;). — Lorsque
le paramétre de viscosité €, tend vers 07, la suite généralisée des solutions
des problémes ('Pe,,,)e>0 converge p.p. dans Q, dans L>(Q) faible* et dans
co([0, T]; L(R)), g € [1, +oo [, vers la solution du probleme Py,.
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Démonstration
Vérification de la relation d’entropie (R,).

Soient U, la fonction introduite a la proposition 3.1, k un réel et ¥ un
élément de Cé’ + (]0, T[ x Q). On considére le produit scalaire dans L?(Q)
entre (E. ;) et py(Ue,n — k)9

Pour exprimer le terme du premier ordre en temps, on introduit la
fonction I(U) = foU (1) d7. Ainsi, I'utilisation de la régle de dérivation
de la chaine de M. Marcus et V. J. Mizel ainsi qu’une intégration par parties
par rapport a la variable ¢, nous donnent :

] d
/ % Uenpr(Ue sy — k)Y dzdt = ——/ Uy - k)¢—¢ de dt.
Q ot Q ot

Le terme du second ordre est intégré par parties selon la formule de
Green. Nous posons

7}
0(e,m) = 5[21,()5 Uendodt.
On obtient alors I’expression :
. /Q VUe - Vpr(Uein — k) de dt + pa(k)B(e, m) +

+ E/ PA(Uen — k)% [VUe,y) 2dedt,
Q

pour laquelle il est clair que la derniére intégrale est positive.
Sil’on définit

af; dH:?
0= /; ; (3—:1;: (et 2)pr(Uey — k) — 3:1:,')‘ (e t, m)) Ydedt,

ou Hy = [H;\]izl,...,p avec pourt=1,..., p,

. U af;
H;‘(u,t,m) = / ——l(‘l",t,w)p)‘(‘i'—k) dT?
k du
on peut exprimer le terme de convection sous la forme :
f Div[H)\(Uen,t, )| dzdt + ©.
Q
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L’utilisation de la formule de Green au sein de la premiére intégrale
permet d’obtenir :

/Q Div[f(Uemst, )| pA(Ue,n — k)Y dx dt =

:—-/ H,\(Ue,,,,t,m)-Vzlzd:cdt+/ PHy(0,t,0) -vdodt + ©.
Q >

En vue de contréler 'intégrale de bord é(e, ), on introduit comme dans
[1], pour tout x > 0 la fonction p,, élément de C%(Q), définie par :

pu=1 sur T
; {pM:O sur {:ceﬂ|dist(:c,r)2u}
0<p.<1, ”Vpu|l(Leo(g))p <e/p

de sorte que l’on a :
a
b(e,m) =¢ 5 p,ﬂ/}—é—; Uepndodt
qui nous donne, selon la formule de Green :

6(e,m) = e/ AU; p¥pudedt + e/ VU Vivp,]dzdt.
Q Q

L’expression de € AU, ,, donnée par (Ec ;) et une intégration par parties en
la variable ¢ montrent que :

besn) = ¢ [ Ve~ Vol dade-+6'(e,mm),
avec :
a3

0*(e,myp) = —/ Ue,npu3_¢ dz dt +

Q 4

— / F(Uemt,z) - Vhp,] dedt +/ f(0,t,0) -vypdodt +
Q z
1__
+/ <g(U,,,,,t, z) — — Us’n) Ypydadt
Q n
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Finalement, compte tenu des transformations précédentes, il vient :

—/ L(Uen -k d:cdt—/ Hy(Uem1,2) - Vi dz dt +
Q ot Q
+/1/)H)‘(0,t,a)-l/da'dt+@+
b
1
+p)\(k)0*(57"7a”')+/; ( (Uen t, ) — ,’7 en) PA(Ue;n — k)ypdzdt <

< —E/Q VU [PA(Uem — k)VY + pA(K)V[py]] de dt.

On déduit de I’estimation (2.3) que le second membre de I’inégalité précé-
dente peut étre majoré par ec(u)A, ot c¢(u) est une constante qui ne dépend
que de p.

Faisons tendre € vers 07 (X et p sont fixés).

Etant donné le caractére lipschitzien des différentes fonctions introduites,
il suffit d’utiliser (3.1b) pour passer & la limite dans le premier membre de
P’inégalité précédente.

En particulier 6*(e,n, 1) — 6*(n, u), ot
8
9*(17, u) = —/ Unpul dzdt +
Q ot
—/ F(Unit,z) - Vvp,] d:cdt+/ f(0,t,0) - vy dodt +
Q )
1
+/ (g(U,,,t,:c) - = U,,‘) Ypudadt.
Q n
Ainsi, il vient :
/ L(U, - d:cdt / Hy)(Up,t,z) - Vepdae dt +
+ / YHy(0,t,0) -vdodt+ 0O +
z

+ paA(k)6* (n, 1) +/;2 (y(Umi,w) - %Un‘) PA(Unp — k)Y dzdt < 0.
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Faisons tendre p vers 07 () étant toujours fix¢) :

U, étant élément de BV(Q) N L*(Q) et les fonctions f; étant lipschit-
ziennes, on peut affirmer que :

o fi(Uy, -, -) € BV(Q) N L™(Q),

o v(£i(Un,t,0)) = fi(YUn,t,0) p.p. t de ] 0, T'[, olt v désigne I'opérateur
trace sur I', au sens des fonctions & variation bornée.

On dispose aussi de la formule d’intégration ([1], [17]), pour tout ide [1, p]:
/ fi(Un,t, ) [1/)p“] dzdt = / fi(yUn,t,0) -y dodt +
- [ vpudusty),
Q

ot dp;(t) désigne ici la mesure de Radon associée a la distribution

8
%; fi(Ue,n(t1 ')’t’ ) .

La suite (p,‘) 4>07 qui est une suite de fonctions de C2(f2), uniformément
bornées et convergeant partout vers 0 sur ’ouvert §2, converge p.p. vers 0
au sens de la mesure dp;(t), mesure de Radon bornée. Ainsi, lorsque p tend
vers 0%, 6*(n, ) tend vers [5 [£(0,t,0) - f(7Un,t,0)] - vy dodt.

On a finalement :
oy
—/ LUy — k)& dwdt—/ Hy(Up, t,z) - Vepdedt +
Q ot Q

+/ YH)(0,t,0) - vdodt + O +
X

+pk(k)‘/2.:[f(01tad) - f(7Unit’o')] : V"l) dodt +

+/ (g(Un,t,m) - %U,,‘) pA(Un —k)ypdedt <0,
Q

ou

af; oH;
B2, (Un, t, 2)px (U — k) — —b—w—i-(U,,,t, z)| Y dedt.

>

Lorsque A tend vers 01, par convergence dominée, on obtient la relation
(Ra)-
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Pour achever la démonstration du théoréme 3.1, il suffit de constater que
la condition initiale est donnée par (3.1b). L’unicité de la solution, déja
obtenue dans [1], nous permet de conclure que toute la suite (Ue,),
converge vers U, aux sens donnés a la proposition 3.1, lorsque ¢ tend vers
0t.o

Remarque 3.1

1l faut noter que 'utilisation de (3.1b) permet d’obtenir une information
sur la dépendance T-lipschitzienne dans L!(Q) de la solution du probléme
Pa, en la donnée initiale, différente de celle trouvée dans [1]. En effet, il est
clair qu’a partir de celle relative au probléeme P, , on a :

vie[o,T], H(Un(t,-)—Vn(t,-))+

LY(Q) < eMgt“(Uo - V0)+ ||L1(ﬂ) :

En vue d’étudier le comportement de la suite (U”)n>0’ nous allons
préciser les estimations a priori, indépendantes pénalisant n vérifiées par
la solution du probléme quasi linéaire du premier ordre pénalisé P,. On
déduit immédiatement de la propriété 2.4 et de la proposition 3.1

PROPRIETE 3.1 (estimations de U,).— La solution du probléme du
premier ordre pénalisé P, vérifie :

1Tl poo (@) < %, (3.1.1)

ot R est la constante définie d la remarque 2.1;

”U"I“BV(Q)nLl(Q) <A, (3.1.2)

ou A est une constante indépendante de € et 7 ;

Vhe[0,T[,Vte[o,T-h],

[Ta(t + b, ) = Un(t, )| s gy < Arh (3.1.3)

1
; 107 I z2ggy < €1- (3.1.4)
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8.2 La méthode de pénalisation
pour 1’équation hyperbolique non linéaire du premier ordre

Par compacité de l'injection de BV (Q)NL(Q) dans L}(Q), on va pouvoir
passer a la limite en 7 dans le probléme P, et construire ainsi une solution
du probléme P, telle qu’elle a été introduite & la section 1.

Compte tenu des estimations dégagées a la propriété 3.1, et apres
extractions éventuelles de sous-suites, on peut énoncer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2 (comportement de la suite (Uﬂ)rpo)'_ Il eziste U,
élément de BV(Q)NL=(Q)Nc®([0, T]; LY(R)), g € [1, +oo[, U > 0 p.p.
dans Q, tel que lorsque 1 tend vers 01, 4 une sous-suite prés, on ait :

a) dans L®(Q) faible*
U, —UZS b) dans ([0, T]; L)), g€ [1, +oo], (3.2)
¢) p.p. dans Q.

Démonstration.— On développe le méme type de raisonnement qu’a la
proposition 3.1. Notamment, pour établir (3.2b), on introduira I’ensemble
S = {Uy|n> 0} qui, d’aprés (3.1.3) est uniformément équicontinu de
[0, T] & valeurs dans un borné de L'(Q). De plus, on notera que p.p.
tde]0,T[, (Uen(t, -))n>0 est & valeurs dans un borné de W11(Q) et il
s'ensuit d’aprés (3.1b) que (Uy(2, - ))n>0 est p.p.t1de]0, T'[, 4 valeurs dans
un borné de BV (22) N L}(R), borné qui est contenu dans un compact X de
L'(Q); en fait, cette propriété a lieu pour tout ¢ de [0, T'], puisque d’aprés
(3.1.3), Papplication ¢t — Up(2, - ) est continue de [0, T'] dans L' (£2). Il suffit
alors d’utiliser le théoréme d’Ascoli, et de constater que la suite (U”)n>0
est essentiellement bornée sur Q.

La positivité de U résulte de (3.1.4) et (3.2b). O

On est alors en mesure d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe,
qui généralise au cas de problémes du premier ordre la méthode de pénali-
sation, généralement utilisée pour construire des inéquations variationnelles
ou quasi variationnelles. Notons que cet autre aspect de la pénalisation sera
abordé & la section 4.

THEOREME 3.2 (existence et unicité de la solution du probléme P).—
Le probléme P donné en introduction, admet une solution unique, qui est la

limite dans L°(Q) faibre* dans C°([0, T]; L)), ¢ € [1, +oo[, et p.p.

- 618 -



Problémes unilatéraux pour des équations non linéaires de convection-réaction

dans Q de la suite des solutions des problémes quasi linéaires du premier

ordre pénalisés (P”)n>0'

Démonstration

Vérification de la relation d’entropie (R)

Soient U la fonction introduite 4 la proposition 3.2 (par limite de la suite
(U")n>0)’ k un réel positif ou nul et ¥ un élément de C&)_i_ (o, 7[ x Q).

On sait que U, vérifie la condition d’entropie (R,); cependant on ne peut
pas passer directement a la limite en 7, aux sens de la proposition 3.2, dans
(Ry) & cause des termes de traces. Ainsi, on considére le produit scalaire
L?(Q) entre (Ec ) et px(Uen — k)9.

De fait, on reprend les calculs déja exposés dans la démonstration du
théoréme 3.1 et on effectue d’abord, comme dans cette démonstration, le
passage 3 la limite lorsque ¢ tend vers 01, 5, A et u étant fixés. Puis, on
note que le choix de k positif ou nul entraine que :

1
—5 U (pA(Un — k) + pa(k)pp)¥ > 0 p.p.sur Q.

On obtient ainsi une relation satisfaite par U, dépendant uniquement des
paramétres A et u, dans laquelle il est possible de faire tendre 7 vers 01 en
utilisant (3.2b), & A et p fixés. La suite de la preuve, lorsque p tend 0T,
puis lorsque A tend vers 01, se calque sur celle du théoréme 3.1 et permet
d’obtenir la relation (R).

Pour conclure, notons que la condition initiale est donnée par (3.2b).

Unicité

La démonstration reprend point pour point celle exposée dans [1], la
solution de P étant & valeurs positives ou nulles. Elle permet de constater :

e en prenant ¥ = kp, ol Kk € C(1,,+ (]0, T[), que la solution U du pro-
bléme P vérifie la relation de bord de Dirichlet homogéne généralisée :

ke[ {51gn(7U) [f('yU t,o) — f(k,t, 0')] . V} =0 p.p.sur Z;

o si U (resp. V') est la solution du probléme P associée a la donnée initiale
Up (resp. Vp), alors :

vie[o,T], |U,-)-V(, .)||L1(n) < eMt|vp - Vo||L1(n),
ou M est la constante définie au théoréme 2.1.0
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Remarques 3.2

e L’unicité de la solution du probléme P permet que toute la suite (U,,)”>0
converge vers U aux sens donnés a la proposition 3.2, lorsque le parametre
7 tend vers 07,

e D’aprés (3.2b) et la remarque 3.1, on obtient une information sur la
dépendance T-lipschitzienne dans L!(Q) de la solution de P en la donnée
initiale, puisque :

< eMst

vielo, T], H(U(f,')‘V(t"))Jr‘Ll(n)—

(U0 - Vo) *|

a)

11 est intéressant de remarquer la monotonie de la convergence de la suite
des solutions des problémes pénalisés (P”)n>0 vers la solution du probleme
P. On retrouve ainsi le caractére de maximalité de la solution obtenue par
la méthode de pénalisation, déja mis en évidence notamment dans [14] pour
Pétude des inéquations variationnelles et quasi variationnelles du premier
ordre.

PROPRIETE 3.2 (comportement de la suite des solutions pénalisées). —
La suite des solutions des problémes hyperboliques pénalisés (’P,,)n>0 con-
verge vers la solution U du probléme P, en étant croissante au sens suivant :

sim >n alorsVte[0,T], Uy (2, ) <Up(t,-)<U{,-), p.p. dans Q.

Démonstration. — Dans un premier temps, par utilisation de la propriété
de convergence (3.1b) et de la propriété iii) du théoréme 2.1, on constate que
la suite (Uy(t, :c))n>o est monotone croissante, uniformément en (t,x). Le
résultat de convergence (3.2b) permet alors d’obtenir 'inégalité annoncée. O

8.3 Un résultat de comparaison

Introduisons U, I'unique solution faible entropique (donnée par [1]) du
probléme sans contrainte P :

U eBV(Q)NI®(@Q)
VkeRetVypeC, (10, T[ xQ),

/|ﬁ—k|% dwdt+/H(I7,t,:c)-V¢ dedt +
Q ot Q
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_ / (Div[£(k,t,2)] +9(T,,2)) sign(T ~ k) dadt +
Q

+/ sign(k)[f(vT,t,0) — f(k,1,0)] - vipdodt > 0 (R)
z
U(0,2) = Up(z) pour presque tout z de 2,

ou H(U,t,z) = [f(ﬁt, z) — f(k,t,z)) sign(T — k).

On rappelle que cette solution vérifie, au sens des distributions :
é - . ~ ~
B_t U+ Dlv[f(Uatvw)] + g(U’t’z) = 01

et satisfait a une condition de bord de Dirichlet homogéne généralisé
(¢f. démonstration du théoréme 3.2). On peut donner des résultats de
comparaison de cette solution avec les solutions pénalisées :

PROPRIETE 3.3 (comparaison de la solution contrainte avec la non
contrainte)
i) La suite (U,,)'7>0 des solutions des problémes hyperboliques pénalisés

(P")n>0 est minorée sur Q par la solution du probléme sans contrainte

P, au sens ou :

Vog,9>0,Vte[0,T], ﬁ(t, ) <Uy(t,:) p.p. dans Q.

w)Vte[o,T], ﬁ(t, ) S Un(t, ) p.p. dans Q, qui fournit une compa-
raison entre la solution sans contrainte tronquée ([7 )+ et la solution
avec contrainte U.

Démonstration. — 11 E’agit de voir que, lorsque 7 tend vers +oco, la suite
(U”)n>0 converge vers U dans L*(Q) faible* et dans C°([0, T']; L%(Q)),
g € [1, 400 [. En effet, puisque la suite (U,,)r’>0 demeure dans un borné fixe
de L*°(Q) (cf. estimation (3.1.1)), il est clair que ((1/7) Un_)n>0
vers 07 dans L?(Q) fort, ¢ € [1, +oo[. De fait, on peut reprendre la
démonstration du théoréme 3.1 et y faire tendre 7 vers +oo, puisque dans
ce cas l'intégrale :

converge

/Q —2 U7 (U — k) + pa(k)pu) v da

tend vers 0 pour tout k réel et toute fonction 3 élément de C&’ + (o, [ x_) .
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On construit ainsi une solution faible entropique de ’ﬁ, au sens donné dans
[1]. L’unicité de la solution de P et la propriété 3.2 permettent d’obtenir i),
en passant a la limite lorsque 7; tend vers +oc, dans C°([0, T']; L}(R)),
79 étant fixé.

On en déduit par 14 méme ii), ce qui achéve la démonstration. O

4. Perturbations singuliéres du probléme P par une inéquation

On suppose ici que Up est une fonction réguliére au sens suivant : Up € V,
VU, € BV(Q)p , c’est-a-dire que Up vérifie les conditions de régularité
introduites a la section 2, pour ’étude du probléme P .

Nous allons approcher la solution du probléme P par une suite de
solutions d’inéquations paraboliques (.7,)€>0, dont le terme de diffusion
devient négligeable lorsque ¢ tend vers 071, Pour chaque £ > 0, le probleme
pénalisé associé & J, est P, ,. On montre alors que la solution de J, reste
dans un borné fixe de W11(Q)NL>®(Q), a I’aide des estimations développées
4 la section 2. Puis, un raisonnement par compacité nous permettra de
montrer que la solution des solutions des problémes (J€)5>0 converge vers
la solution entropique de P, dans L9(Q) fort, g € [1, +oo[.

4.1 Définition et propriétés de ’inéquation J,

Etant donné ¢ strictement positif, on considére le probléme formel J9 .

Us.>0 p.p.dans Q

% U, — € AU, + Div|[f(Ue, t,2)] + g(Ue,t,2) = 0

sur Q:’ = {(t,:c) eq | Ue(t,:c) > 0}
Ue|2 =0
Uc(0,-)=Up p.p.dans Q.

Formellement, il s’agit 14 du probléme visqueux relatif au probléme PO,
sujet de notre étude et introduit au paragraphe 1.1.

On démontre par la méthode classique de pénalisation [11], le probléme
pénalisé associé étant donné par Py, le résultat d’existence, d’unicité et de
régularité suivant.
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THEOREME 4.1 (existence et unicité de la solution de I’inéquation J;). —
L’inéquation variationnelle parabolique quasi linéaire J. :

Ue € L®(0,T; V)NW(0,T; M; LE(D)) 0<U. <R p.p. surQ,

pour presque toutt de |0, T[etVV €V, V >0 p.p. surQ:
)

/ {-a—tUc(V— U.)+eVU. - V(V U +
1]

+ (Div[f(Ue,t, 2)] + g(Ue,t,z)) (V - UC)} dz >0,
Ue(0,:)=Up p.p. dans 0,

admet une solution unique, telle que, si U, (resp. V) est la solution de J.
correspondant d la donnée initiale Uy (resp. Vp), alors :

< Mot

vielo,T], “(Ue(t,-)_Ve(t,~))+1L1(n)_

(To —V0)+‘

Q)

Remarques 4.1a
e La propriété de régularité “ U, élément de W(0,T; M; L%(Q)) ” (qui
nous garantit que I’on construit une solution forte — cf. [11] — de l’iné-

quation J.) résulte de fagon essentielle de I’estimation (2.4) sur le terme de
pénalisation dans L?(Q) (lemme 2.3.2).

® En choisissant dans J,, p.p. t de ]0, T'[, V(¢,-) = ¢ + Uc(t, -), ot ¢
est un élément de D’(Q) a valeurs positives ou nulles, on établit que la
distribution définie, p.p.t de |0, T'[, par :

T, = %Ue — € AU, + Div[f(U.,t,2)] + g(U.,t,z)
est positive ou nulle. On vérifie rapidement que T} est en fait un élément de
Lz(ﬂ), donc une fonction a valeurs positives ou nulles. De plus, en constatant
que I’ensemble donné par {V € L?(Q) |V > 0 p.p. sur Q} est un cone de
sommet 0, on peut écrire, p.p. t de ] 0, T'[ et pour tout V de L?(f2) & valeurs
positives ou nulles p.p. dans Q :

/ (% U — e AU, + Div[f(U.,t,z)] + g(Ue,t,z)) Vdz >0,
Q
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avec égalité & 0 si V = U,. Ainsi, on retrouve I'interprétation de 'inéquation
J. qui permet d’appréhender la notion de probléme d frontiéres libres qui
lui est associée :

T; >0et Ust,-) >0 pour presque tout ¢ de |0, T'[ et p.p. dans €,

TiU(t,-) =0 pour presque tout ¢t de ] 0, T'[ et p.p. dans ,
Ues|2l =0,
Ue(0, ) =Up p.p. sur .

e Enfin, on peut préciser que la suite (Ue,,.,(t, w))n>0 converge vers Uc(t, )
en croissant, uniformément en (¢, z), puisque pour 7; > 72 on a:

Vse[0,T], Uu(s, ) <Uem (s, ) < Uey(s, ) < Ue(s, -) p.p. dans Q,
ou U. désigne la solution du probléme parabolique sans contrainte P :

T. e L®(0,T; V)N W(0,T; M; L*()),
Y V €V et pour presque tout t de |0, T'[,

/ﬁﬁede+s/V[7¢-VVdm+
q Ot 0

+L (Div[f(f/:e,t,m)] + g(ﬁe,t,w)) Vde =0,

ﬁ,(o, -)=Up p.p.dans Q.

On retrouve ainsi la propriété de maximalité de la solution d’une inéqua-
tion par rapport aux solutions pénalisées, propriété que nous avons déja
notée dans le cas de problémes du premier ordre (propriétés 3.2 et 3.3).

Enfin, on indique les propriétés de convergence de la suite des solutions

pénalisées (U"")n> o Vvers la solution U, de l'inéquation J..

PROPOSITION 4.1 (comportement de la suite (erﬂ)q>o) .— € étant
fizé, lorsque n tend vers 07, la suite (Usi"’)v]>0 vérifie :

a) L>*(R) faidble*
b) W(0,T; M; L3(R)) faible
Uen— Ue  dans ¢) L*(0,T;V) faible*

d) ¢°([0,T]; L9R)), g € [1, +oo[,

(4.1)
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En vue d’obtenir un résultat de perturbations singulieres pour ’inéqua-
tion parabolique J., on précise quelques estimations & priori, indépendantes
du coefficient de viscosité e, vérifiées par U.. Ainsi, on a la propriété sui-
vante. ‘

PROPRIETE 4.1 (estimations de U,). — Les constantes R, A et A; ayant
déji €té introduites a la section 2, la solution de l’inéquation parabolique
quasi linéaire J. vérifie :

[Ue]| poo gy < (4.1.1)
Vhe[0,T[,Vte[0,T-h], als
“Ue(t-}-h, ')-Ue(tv')“p(Q)SAlh’ ( o )

IVUel| Lo o,z 22 ey < 4- (4.1.3)

Démonstration.— On reprend les estimations vérifiées par la solution
Uen du probléme parabolique pénalisé P. , (propriété 2.4) et on les associe
aux résultats de convergence énoncés a la proposition 4.1.

Notons tout de méme que, d’aprés (4.1c),
VU, — VU. dans L®(0,T; L?(Q)P) faible*.

Ainsi pour toute fonction ¢ élément de L! (0,T; L (Q)p), ona:

/ VUey - pdzdt — VU, - pdxdt.
Q 10+ JQ

De sorte que, compte tenu de I’estimation (2.3), on peut écrire :

‘/Q VU, - pdz dt‘ < A|I‘P”L1(0,T;L°°(ﬂ)’°)’

d’ou (4.1.3).
Enfin, la relation (4.1.2) permet de justifier que la suite (8/3¢ U,)€>0 est

bornée dans L™® (O,T; ! (ﬂ)) par la constante A; (méthode des quotients
différentiels. D
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Remarques 4.1b.— On peut établir, par le choix de la fonction test
V = 0 dans la formulation variationnelle de J. I’existence d’une constante
¢, indépendante de tout paramétre dés que ¢ < 1, telle que la solution U,
de J. vérifie :

‘/EHUCHL'«’(O,T;V) <¢. (4.1.3)*

Cette estimation pourra servir, parallelement 3 ’estimation (4.1.3), lors de
I’étude de perturbations singuliéres par I'inéquation J, (démonstration du
théoréme 4.2).

4.2 Perturbations singuli¢res par I’inéquation J,

Nous avons établi que la suite des solutions des inéquations (Je)o0 reste

au moins dans un borné fixe de W1:1(Q). Par compacité nous allons pouvoir
préciser son comportement lorsque ¢ tend vers 0.

Notons que des résultats de perturbations singuliéres d’inéquations va-
riationnelles ont déja été obtenus, notamment par M. Mignot et J.-P. Puel
[15], dans le cas d’opérateurs elliptiques, par M. Madaune-Tort [12], pour
des inéquations paraboliques de type dégénéré, dans le cas monodimension-
nel, pour une contrainte de bord seulement et dans le cas multidimensionnel
par M.-J. Jasor [7, chap. 2].

Ici, ’étude du comportement de la suite des solutions des inéquations
paraboliques (J,) e>0 lorsque le terme de diffusion devient négligeable, nous
permet encore d’établir une propriété de perturbations singuliéres et de
retrouver ainsi le résultat d’existence de la solution d’une loi de conservation
scalaire quasi linéaire du premier ordre, associé & une condition d’obstacle
unilatérale et a une condition de bord de Dirichlet homogéne, déja acquis
au théoreme 3.2. En effet nous avons les résultats suivant.

THEOREME 4.2 (perturbations singuli¢res par I'inéquations J..— Lors-
que ¢ tend vers 07, la suite (Ue)e_,>0 des solutions des inéquations pa-
raboliques (J€)€>0 converge p.p. sur Q, dans L%°(Q) faible* et dans
CO([O T3 Lq(ﬂ)), g€ 1, +oo[, vers la solution du probléeme P.

Démonstration. — Etant donné les estimations dégagées & la propriété
4.1, et aprés extraction éventuelle d’une sous-suite en utilisant la compacité
de l'injection de W1:1(Q) dans L1(Q), on établit ’existence d’une fonction
U, & valeurs positives ou nulles p.p. sur @, élément de BV(Q) N L™®(Q) N
Co([O, T]; LY(R)), 1 < ¢ < +0oo, telle que lorsque ¢ tend vers 0%, 4 une
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sous-suite prés, on ait :

a) L%°(Q) faible*,
U — U dans {b) co([0, T]; LYN)), g € [1, oo, (4.2)
¢} p.p.dans Q.

Notons que pour obtenir ces résultats, on reprend exactement la demons-
tration de la proposition 3.1.0

Vérification de la relation d’entropie (R).

Soient k un réel positif ou nul et ) un élément de Cé’ " (Jo, T[ x Q). nous
posons, pour, ¥ Z 0 :

oA
2|9l (o)
We=U: — av [PA(UC - k) +pA(k)pM] )

ol p, est la fonction définie a la démonstration du théoréme 3.1.

Il est loisible de choisir dans J., p.p. t de ]0, T'[, la fonction test
V(t, ) = W, (t, ) Il vient, en reprenant les mémes calculs que ceux
développés au théoréme 3.1 :

-/ I,\(Ue—k)Z—f d:cdt—/ Hy(U.,t,z) - Vo dzdt +
Q Q

+ / Y H)(0,t,0) -vdo dt + O + py(k)6*(e, 1) +
z
+ [ o0t (0. ~ By et <

< /Q VU, - [pA(Ue — k)V% + pa(k) V[$p,]] de dt,

ou l’on a posé :

U
L) = /0 pa(r)dr,

Hy = [H;\] 1=1,...,p

avec
i vaf;
HA(U:t7w) = (T,t,ﬂ?)pA(T— k) dT’
k du
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. oy
6*(e,p) = — U"’“a_t dzdt — | f(Uet,z)- V[ypp,|dedt +
Q Q
+/ F(0,t,0) - vypdodt +/ g(Ue,t, z)Yp dadt.
z Q

Pour contrdler le second membre de I'inégalité ci-dessus, on peut soit utiliser
(4.1.3) (dans ce cas, on borne par eéC(u).A, C(u) étant une constante qui ne
dépend que de p), soit (4.1.3)* (on borne alors par /e C*(u)Cz, o C*(p)
est une constante qui ne dépend que de ). Quoi qu’il en soit, on peut faire
tendre € vers 07 (cf. justifications au théoréme 3.1). Puis en utilisant le fait
que U est élément de BV(Q)N L*°(Q), on fait tendre u vers 07". On obtient
alors la relation (R), par convergence dominée, lorsque A tend vers ot.

Enfin, la condition initiale est donnée par (4.2b) et, 'unicité de la solution
du probleme P, déja établie dans la section 3, permet de justifier que toute

la suite (U\g)e> o converge vers U, au sens de (4.2), ce qui achéve la preuve. O

Remarque 4.2.— On vient donc d’établir la convergence de la suite des
solutions des inéquations (Je)e>0, associées a la données initiale Uy, vers la
solution du probléme P, lorsque Uy vérifie Ug € V, VUp € BV ()P, Ug > 0
p-p. dans .

Lorsque Ug est un élément de BV (2) N L*°(Q) tel que Uy > 0 p.p. dans
0, on obtient la convergence vers la solution du probléme P associé a Up,
de la suite des solutions des inéquations (‘73);>0 associées aux conditions
initiales régularisées (U5)€>0, ot U§ a été définie dans le paragraphe 2.4.

5. Conclusion

Pour conclure cet exposé, on notera, comme on 1’a précisé en introduction,
que tous les résultats dégagés au cours de ce travail s’adaptent au cas d’un
obstacle mobile ¢ qui satisfait aux deux hypothéses fondamentales :

H1) ¢ est compatible avec la condition de bord, au sens oi ( = 0 sur .

H2) ( est une fonction réguliére sur Q; précisément, { doit avoir le méme
type de régularité que celui imposé pour la fonction f; en ’occurence
dans notre travail, une régularité C2 sur Q.

Sous ces conditions, on se raméne tout naturellement au cas traité
précédemment par changement de fonctions U = W — (. Ainsi, on peut
énoncer le théoréme suivant.
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THEOREME 5.1.— Etant donné Wy dans BV (Q)NL*™(), Wo > ((0, )
p.p. dans Q, le probléme ’P? :

W>( p.p sur@
aw
TS + Div [f(W', t,:z:)] +g(W,t,z) =0
sur @F = {(t,2) € Q | W(t,2) > ¢},

W(t,o) =((t,c) sur une partie de T,

W(t, -)=Wy p.p. sur9,
admet une solution unique, caractérisée par la formulation faible entropique,
P -
WeBV(Q)NL®(Q), W>( pp. dans Q,
Vk>0etVyecy (10, T[x0Q),

9y
/Q|W—k—q§ dzdt+/QH(W,t,z)-v¢dmdt+
_/; (Div [f(kE+¢,t, )] + g(W,t,2) + %g—) sign(W —k — {)ypdzdt +

+/ sign(k) [f(¥W,t,0) — f(k,t,0)] - vpdodt > 0 (R¢)
z
W0, )=Wy p.p. surQ,

ot H(W,t,z) = [f(W,t,z) — f(k+(,¢,z)] sign(W — k — ().
La solution de P; dépend de maniére T-lipschitzienne dans L*(R) de la

donnée initiale (constante de Lipschitz My).

Cette solution peut étre approchée, aur sens du théoréme 3.2, par une
suite solutions de problémes hyperboliqgues du premier ordre pénalisés de
type Py, ou par une suite de solutions d’inéquations paraboliques de type Je,
dont le terme de diffusion tend vers 01 et dont les solutions satisfont d la
contrainte W > { p.p. dans Q.

Enfin, si w désigne la solution du probléme sans contrainte, tel qu’il a
€té introduit au pararagraphe 3.2, on a pour m > 19 quelcongues :

Vte[0,T], Wt )< Wn(t, )< Wnlt, ") SW(t, ) pp. dans Q.
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