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Éclatements quasi homogènes

MICHÈLE PELLETIER(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IV, n° 4, 1995

RÉSUMÉ. - Utilisant des propriétés de quasi-homogénéité, nous défi-
nissons un algorithme de désingularisation de germes C °° du plan à singu-
larité algébriquement isolée. On associe au germe un polygone de Newton
qui permet de choisir le type de quasi-homogénéité à chaque pas de l’algo-
rithme et donne un majorant du nombre d’éclatements à effectuer. Le
nombre d’opérations, éclatements ou changements de coordonnées, est
majoré par une fonction simple de la codimension du germe.

ABSTRACT. - We consider C°° germs of the plane whose singularities
are algebraically isolated. We define here an algorithm of desingularization
using quasi-homogeneity. To each germ we associate a Newton polygona
which allows us to choose quasi-homogeneity type at each step of the
algorithm. The number of blowing-ups can be bounded above using the
Newton polygona. The number of elementary operations, blowing-ups or
change of coordinates, can be bounded by a function of the codimension
of the germ.

0. Introduction

Soit X un germe singulier de classe Nous noterons P et Q ses
composantes dans des coordonnées (x, y).

Si au moins une des valeurs propres, (9P/9.c)(0, 0) ou 0) n’est
pas nulle, la singularité est élémentaire et on sait déterminer le portrait de
phases du germe. Dans le cas contraire, la singularité est non élémentaire
et on désingularise le germe.

Le premier théorème de désingularisation est dû à Seidenberg [S].
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Van den Essen [VE] a montré que, si X = où P et Q
sont des séries formelles d’ordre au moins 2 sur un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle, après un nombre fini d’éclatements homogèmes, on
est ramené à un germe d’ordre au plus 1.

L’étude de la désingularisation par des éclatements homogènes d’un
germe holomorphe sur ~2 est faite dans [MM], avec des résultats sur les
valeurs propres du germe désingularisé.

Ces deux articles utilisent la notion de multiplicité d’intersection de
courbes analytiques.

Éclatements réels et complexes

L’éclatement homogène est de la forme :

Le diviseur exceptionnel est le cercle (r = 0).

Soit X le champ tel que X = E* ~X ) . Soit v l’ordre du jet de X . X

contient rV en facteur. Si X est dicritique, X contient en facteur.

Le germe admet alors des arcs de singularités élémentaires, et
éventuellement des singularités non élémentaires (o, 81 ) (fig. 0 a)).

Le germe admet les mêmes singularités non élémentaires, et
est transverse à des arcs du diviseur exceptionnel (fig. 0 b)).

Fig 0



Dans le cas dicritique, on peut convenir que l’éclaté du germe X est
ou . Nous parlerons d’éclatement réel dans le premier

cas, et d’éclatement complexe dans le deuxième. Dans les articles précédem-
ment cités, on utilise les éclatements complexes dans un cadre général.

Dans [D], la désingularisation de germes Coo par des éclatements réels
utilise la notion d’équivalence topologique. Rappelons que si un germe X
est à singularité algébriquement isolée, il vérifie une inégalité de Lojasiewicz

Quasi-homogénéité

Brunella [B] introduit la quasi-homogénéité pour désingulariser un germe
Coo à singularité algébriquement isolée à deux variables réelles : on lui

associe un polygone de Newton. Par des éclatements quasi homogènes,
on construit une variété dans laquelle le germe n’a que des singularités
élémentaires, sous certaines conditions de non-dégénérescence.

Nous définissons ici un algorithme de désingularisation par des éclate-
ments réels et quasi homogènes : choisissons un type de quasi-homogénéité
(a, ~3), où a et ~3 sont des entiers strictement positifs premiers entre eux.
Soit (X, 0) germe singulier en l’origine des coordonnées : à chaque monôme
du jet de X, on associe un point du plan des exposants de coordonnées
(r, s), et un degré de quasi-homogénéité dans le type de quasi-homogénéité
( a, /?) : si b est ce degré, {) = a r + ,~3s .

Il se peut qu’il y ait un seul monôme de quasi-degré minimum. Sinon l’en-
veloppe convexe des points associés aux monômes de quasi-degré minimum
est un segment. La réunion de ces segments pour tous les types de quasi-
homogénéité est le polygone de Newton associé à X dans les coordonnées
(~~ y).

Nous utiliserons le polygone de Newton pour choisir le type de quasi-
homogénéité. L’éclatement de type (a, ~3) est de la forme :

Le quasi-degré minimum dans le type (a, ,~3) sera noté d. Le diviseur

exceptionnel est le cercle (r = 0). Puisque nous choisissons les éclatements

réels, nous définirons l’éclaté de X, noté X comme égal à avec

toujours X = ~â ~ ~x ) .



Nous dirons qu’un germe est désingularisé après un. nombre fini d’éclate-
ments si on obtient un champ dont les singularités éventuelles sont élémen-
taires, ou sont des arcs de singularités normalement hyperboliques.

Nous rappelons que, si P et Q sont les composantes de ~’, on définit la
codimension de X comme étant celle de l’idéal engendré par P et Q dans
l’idéal maximal engendré par x et y : :

Cette codimension sera notée p.

P lan du travail

Dans une première section, nous définissons les éclatements quasi homo-
gènes polaire et directionnel, en établissant leur équivalence. Nous défi-

nissons la notion de côté utile du polygone de Newton. Ces côtés sont
numérotés de 1 à n. Le type de quasi-homogénéité de l’éclatement sera
toujours celui du premier côté utile. Ceci nous permet de n’utiliser que des
éclatements dans la direction (0~) . Dans cette section, nous étudions les
singularités de l’éclaté.

Dans la deuxième section, nous définissons l’algorithme : les opérations
élémentaires sont des éclatements quasi homogènes ; on utilise aussi des
translations et des changements de coordonnées, dits changements de co-
ordonnées admissibles.

Un changement de coordonnées admissible élémentaire est une applica-
tion de la forme : 

, ,

C’est un difféomorphisme d’ordre 0 dans le type de quasi-homogénéité (1, /3)
[AGV].

Nous définissons la multiplicité d’une singularité autre que l’origine d’un
éclaté d’un germe, et la multiplicité totale associée au germe. Nous montrons
que cette multiplicité décroît strictement en un sens que nous préciserons.

Dans la troisième section, nous donnons des résultats sur le nombre

maximal d’opérations élémentaires à effectuer pour désingulariser X : dans
les théorèmes 1 et 2, ce nombre est estimé en fonction du polygone de
Newton.



THÉORÈME 1. - Soit y un côté de type de quasi-homogénéité (a, ~3~. Sa
hauteur est le nombre, noté h.y, défini par : :

où s et S désignent les ordonnées minimale et maximale respectivement des
points de y.

Soit H la somme des hauteurs des côtés utiles du polygone de Newton.

THÉORÈME 2. Soit N un majorant du nombre d’éclatements néces-
saires pour désingulariser X :

THÉORÈME 3. - Le nombre d’éclatements nécessaires pour désingulari-
ser un germe de codimension p est majoré par 4 + 203C1.

L’algorithme comprend aussi des changements de coordonnées, compo-
sés d’un nombre fini de changements de coordonnées élémentaires. Nous
définissons la notion de forme normale admissible, ce qui nous permet de
montrer le théorème suivant.

THÉORÈME 4. Soit ~i un m.ajorant du nombre de changements de

coordonnées admissibles élémentaires effectués au cours de l’algorithme :

Questions ouvertes

Dans [DR], on conjecture qu’une famille analytique ~Xa } de germes
analytiques de 52 est de cyclicité finie. Pour démontrer ce résultat, on
propose d’utiliser des éclatements à poids, c’est-à-dire quasi homogènes.
Il reste à étudier si un nombre fini de tels éclatements désingularise une
telle famille.



1. Eclatements quasi homogènes

1.1 Quasi-homogénéité

1.1.1 Plan des exposants

DÉFINITIONS . Soit X un germe C°° singulier en un point qu’on pren-
dra comme origine des coordonnées. Nous noterons P ef Q ses composantes.

À 
, 

chaque monôme du ,jet de X dans les coordonnées (x, y), on associe le

point à coordonnées entières (r, s) si le monôme s’écrit: :

r > -1 , s > -1. Les points (r, s) seront dits associés au germe X dans les
coordonnées (x, y). .

Bien que cette application ne soit pas une bijection, on parlera de

monômes associés au point (r, s).

Si r = - 1 , le monôme éventuel associé au point (- l, s) est de la forme

De même, si s = -1, le monôme éventuel associé à (r, -1) est de la forme

L’origine est associée au monôme ou ; elle n’est donc

associée à X que si l’origine des coordonnées est singularité élémentaire de

~’, propriété indépendante des coordonnées.

Dorénavant, nous supposerons que l’origine est singularité non élémen-
taire.

PROPRIÉTÉ . À tout germe à singularité algébriquement isolée est

associé au moins un point du plan des exposants d’abscisse 0 ou -1, et

au moins un point du plan des exposants d’ordonnée 0 ou -1.



Preuve. - Le point (r, s), s’il est effectivement associé au germe, est
associé à un monôme en ou Ce monôme
contient x y en facteur si r > 1 et s > 1. Or un germe à singularité
algébriquement isolée ne peut avoir un jet identiquement nul si on le restreint
à, (x = 0). Dans tout système de coordonnées, le jet de X contient un terme
en (â/ây), ou il lui est associé le point (o, s) dans le premier
cas, (-l, s) dans le second. Ceci montre la première propriété. La deuxième
se montre de la même façon.

Degré de quasi-homogénéité

DÉFINITION 1.2014 On appellera type de quasi-homogénéité un couple
(a, 03B2) d’entiers strictement positifs, premiers entre eux.

Soit alors :

ft est un difféomorphisme algébrique, si t E IR* :

DÉFINITION 2. - cxr + (3s sera dit degré de quasi-homogénéité des mo-
nomes :

On parlera aussi de quasi-degré de type (c~, ,~3).
Un germe est quasi homogène si tous ses monômes ont même quasi-degré

pour un certain type (a, ~3~ .

PROPRIÉTÉ . Les points du plan des exposants associés aux monômes
de quasi-degré fixé dans un type de quasi-homogénéité fixé sont sur un
segment.

Le quasi-degré est positif ou nul.



Preuve . Soit b un quasi-degré fixé dans le type de quasi-homogénéité
(a, ~3~. Les points (r, s) associés aux monômes de quasi-degré ô vérifient :

Ils sont donc sur une droite du plan des exposants.
Comme a , ~3, r et s sont supérieurs à -1, ces points sont sur un segment.
Ni le point (-l, 0), ni le point (0, -1) ne sont associés aux monômes de

X, puisque X est singulier. Ceci entraîne que à est positif ou nul.

COROLLAIRE . L’enveloppe convexe des points du plan des exposants
associés aux monômes de quasi-degré b est un segment, éventuellement

réduit à un point.

DÉFINITION 3. - La réunion de tous les segments enveloppes convexes
des points associés aux monômes de quasi-degré minimaux, pour tous les

types de quasi-homogénéité (a, 03B2) est le polygone de Newton associé à X
dans les coordonnées (~, y).

Remarque. - Avec cette définition, aucun segment du polygone de
Newton n’est parallèle à un des axes (Or) ou (0s).

Exemple . Soit

Les points associés sont (-1,5), (0,6), (0,3), (3,1), (8, -1), (4,1). Son
polygone de Newton comporte trois côtés.

Fig. 1 Polygone de Newton à deux côtés utiles.



1.1.3 Notations

Notation. - Un quasi-degré de type (a, ~3) sera noté b. Le quasi-degré
minimal d’un type de quasi-homogénéité donné sera noté d.

Le polygone de Newton associé à X sera noté P. Il peut comporter
plusieurs côtés, notés Ii, i ~ 0, numérotés de gauche à droite.

Si un côté est entièrement situé dans le demi-plan r  0, il sera noté yo .
Le côté Il a donc toujours une extrémité d’abscisse strictement positive.

De même, si un côté est entièrement situé dans le demi-plan s  0, il sera
noté Le côté yn a donc toujours une extrémité d’ordonnée strictement
positive.

DÉFINITION . Les côtés ~1, , ... , yn seront appelés côtés utiles de ~.

Notations. - Les sommets de P seront indicés par leur ordonnée. Les
ordonnées des points de yi sont comprises entre un minimum s2 et un

maximum Si. Donc Si-1 = De même, les abscisses sont comprises entre
ri et Ri .

Fig. 2 Polygone de Newton associé à

et filtration dans le type ( 2, n -f- 1 ) .

PROPRIÉTÉ . Si la singularité du germe est non élémentaire, P a. au

moins un côté utile.

Preuve . - On a vu que la singularité est non élémentaire si et seulement
si 0 ~ P .

L’exemple de la figure 1 a deux côtés utiles. L’exemple de la figure 2 a
un côté utile.



Notations. - Le type de quasi-homogénéité d’un côté y2 sera noté

(az,,Q~). Si yi est fixé, on peut filtrer les monômes par leur quasi-degré
de type ( cx i , ,Qi ) (fig. 2). Pour plus de détails, voir [AGV]. Le jet formé de
tous les monômes associés aux points de 03B3i sera noté

Il contient donc tous les monômes de quasi-degré minimal de ce type di. .

Si (a2 , ~32 ) est fixé, le jet constitué des monômes de quasi-degré b est

et Xdi est alors égal à 

Si ai = ~32 = 1, on retrouve la filtration usuelle. On remarquera que le

degré du monôme au sens usuel diffère du degré d’homogénéité d’une unité.
Si v est l’ordre du jet,

est le jet de degré minimal de X.

Le côté yi sera aussi noté y. Son type de quasi-homogénéité sera alors
noté (a, ~~ .

1.2 Éclatements quasi polaires

On utilise la quasi-homogénéité pour généraliser l’éclatement polaire
usuel.

1.2.1 Définition

Un type (a, /3) de quasi-homogénéité étant choisi, on définit :

C’est un difféomorphisme analytique, de [0, +oo[ X 51 sur IR2 ~ ~ (o, 0) ~ .
Cela revient à paramétriser le plan privé de l’origine par des courbes d’équa-
tion x03B2 sin03B1 03B8 = ya cos03B2 e, e fixé. On établit alors la formule d’éclatement
directionnel.



_ 

PROPOSITION 1 . - (OE, $) esl donné par un côté de P, il existe un champ
X lel que À = S§ ,X. Après division par rd, on obtient le champ noté X :

Preuve

a) Par le produit intérieur, on détermine la forme cv duale de X :

b) On applique le changement de coordonnées à w : :

Par suite :

Or

Par définition du quasi-degré,

ce qui entraîne :

et on peut diviser cette forme par r‘~+~-1.



c) On utilise à nouveau la dualité :

a un sens d’après ce qui précède. On peut diviser X par rd, et on obtient le
champ X.

Remarque. - On peut appliquer ceci à n’importe quel type de quasi-
homogénéité, dès que le quasi-degré de tous les monômes du germe est

positif. Nous l’utiliserons seulement pour le type donné par .

DÉFINITION . X est l’éclaté de X. .

Tô et Rô sont les composantes quasi tangentielles et quasi radiales

respectivement de X, de type (a,,c3), de quasi-degré b. et R--y sont celles
de quasi-degré minimal, c "est-à-dire d.

1. 2. 2 Sing~ularités de X

PROPOSITION . Les singularités de X sont des points (0, 0) du diviseur
exceptionnel. En (0, 00), la valeur propre radiale est Rd(03B80), la valeur propre
tangentielle est ~T/~03B8 (80).

Preuve. . Ceci résulte de la forme de X .

COROLLAIRE . - (0,00) n’est une singularité non élémentaire de X que
si 00 est racine de 8 , sin 0) et racine multiple de T--y( cos 9 , sin 0).

Preuve . La valeur propre tangentielle en ce point est ~T/~03B8 (eo ), et
la valeur propre radiale est R(8o ) . .

1.2.3 Application. à la désingularisation

Ce résultat généralise un résultat de [B]. C’est une condition suffisante
pour qu’un éclatement désingularise le germe X.

PROPOSITION . Si le polygone de Newton de X n’a qu’un côté, y et si

T--y a des racines simples, on. désingularise X en un éclatement de type de
quasi-homogénéité donné par y.

Preuve . Ceci découle du corollaire de la proposition 1.2.2.



- Cas du germe nilpotent. Soit

où les termes non écrits sont de quasi-degré de type (2, n + 1) strictement
supérieur à d = n + 1 (voir fig. 2).

et .R-y n’ont pas de racine commune : les singularités éventuelles sont
élémentaires.

Remarques

1) Il suffit que X.y soit à singularité algébriquement isolée (voir [B]).
2) Considérons un polygone de Newton P à un côté 03B3, de type de quasi-
homogénéité (a, ,Q). Soit ~.y l’ensemble des germes dont P est le polygone
de Newton associé.

Dans X--y, la propriété ‘‘ X.y est à singularité algébriquement isolée ’’ est
une propriété générique.

Dans ensemble des éléments de pour lesquels X.y n’est pas
à singularité algébriquement isolée, la propriété " T.y n’a que des racines
simples " est générique.

Exemple de germe désingularisé en un éclatement bien que X--y ne soit
pas à singularité algébriquement isolée (fig. 3) :

y est de type (1,1) :

elle n’a que des racines simples :



Fig. 3

3) Si le polygone de Newton a plus d’un côté utile, X a toujours au
moins une singularité non élémentaire, et un éclatement ne suffit pas. En

effet, suivant le type de quasi-homogénéité choisi, ou (0,0), ou (0, ~/2~ est
une singularité non élémentaire de x .

Exemple de germe qui ne peut pas être désingularisé en un éclatement

(fig. 4):

Fig. 4



Si on éclate suivant le type (3, 2), (0, 0) est singularité non élémentaire :

Si on choisit le type (1,1),

(0, 0), (o, ~r/4) et (0, ~r/2) sont des singularités non élémentaires.
Si on choisit le type (3, 7),

(0, ~r/2) est non élémentaire.
Pour tous les autres éclatements, (0, 0) et (0, Tr/2) sont non élémentaires.

Il faut donc pouvoir itérer les éclatements.

1.3 Éclatement directionnel quasi homogène

Dans cette section, nous donnons la formule d’éclatement directionnel,
dans la direction (O.c). Nous établissons l’équivalence entre les deux éclate-
ments, quasi polaire et directionnel (prop. 1.3.4). Les propositions 1.3.5 et
1.3.6 donnent des propriétés de l’éclaté.

Il s’agit d’utiliser les cartes 
Mais nous verrons que seules les cartes x = 1 et x = -1 seront utiles (prop.
1.3.1). .

1.3.1 Singularité (0, ~r/2) de X

PROPOSITION . - Le point (0, ~r/2) est une singularité de si et

seulement si ce côté ne contient que des points d’abscisse positive. Elle est
alors élémentaire.

Preuve . De

il découle que (0, Tr/2) n’est une singularité que si cos 8 est en facteur dans
P...,,( cos 8 , sin 8), c’est-à-dire si P.y contient x en facteur ; ceci entraîne que,
dans le plan des exposants, y est tout entier situé dans le demi-plan r ~ 0.



Supposons que ce soit le cas. Les monômes associés à As (,S est l’ordonnée
maximale des points de y) sont

De plus, a2 -~- b2 ~ 0 car As figure effectivement sur le polygone P de X,
c’est-à-dire que :

où les termes non écrits contiennent x2 en facteur dans dans Par

suite = (-03B2a + ab) cos 0 sinS+1 0 + ..., les autres termes contenant x2
en facteur :

~ si ab - ,Qa ~ 0, cos 0 = 0 est racine simple de T~, = 0 ; ;
~ si ab - ~3a = 0, R--y = b sinB+2 0 + ..., les autres termes contenant cos 0
en facteur. Or 0, donc la valeur propre radiale est non nulle.

Dans les deux cas, la singularité est non élémentaire.

1.3.2 Application d’éclatement directionnel

DÉFINITION . :

est un difféomorphisme algébrique de ]0 , +oo[ x IR, x IR.

est dite application d’éclatement quasi homogène de type (a, ,~) dans
la direction (Ox).

Dans la carte (~ _ -1), l’application d’éclatement est

Remarque. - La composée de deux éclatements directionnels en est

encore un. En effet,



1. 3. 3 Formule d’éclatement directionnel

PROPOSITION . - Choisissons le type de quasi-homogénéité de yl = 03B3.

Il existe un champ X Eâ~~ ~~’ = ~~: ; après division par ~d, on obtient :

La preuve est semblable à celle qui prouve l’existence et la forme de X.
Le déterminant de est .

DÉFINITION . X est l’éclaté de X dans la direction 

est appelée composante quasi tangentielle de X, comme dans le cas de

l’éclatement quasi polaire.
Le polynôme cxQ,y(1, y) - ,C3yP.y(1, y) sera noté T--y(y).

Remarques

a) Le jet de ~Y est filtré par les degrés de quasi-homogénéité de type (a ,Q).
b) En utilisant on obtient le champ, noté ~’9 : :

1.3..~ Lien entre les deux éclatements

Soient

de même type de quasi-homogénéité. Le diviseur exceptionnel de est

,51, paramétrisé par 0, et celui de est ~, paramétrisé par y.

PROPOSITION . Il existe un plongement analytique



et une application positive analytique

telle que F définie par

vérifie E = ~ o F.

Preuve . Elle est similaire à celle de [DR].

Fig. 5

E est un difféomorphisme analytique de IR+* x 51 dans IR2 ~ ~ (o, 0) ~
et admet donc un inverse analytique. En particulier, la restriction de cet
inverse à D est notée (~, f ). Un point (1, y) de D est donc de la forme
~~a(y) cos f ~y~ ~ ~’~(y~ sin f ~~~~ ~

étant également un difféomorphisme, tout point M du plan s’écrit
?~~~’~, et

D’où M = EoF(x,y) avec F définie par F(x, y) = (~~’(y) , f (y)) est

analytique. Par définition, ~’ est positive, ce qui achève la preuve.



1.3.5 Singularités de l’éclaté

Elles sont situées sur le diviseur exceptionnel.

PROPOSITION

a ) Dans le cas non dicritique non-identiquement nul), les singularités
sont données par

b) Dans le cas dicritique T--y = 0, et on obtient des arcs de singularités.

c~ Dans les deux cas, la singularité (0, yp) n’est non élémentaire que si

yp annule P--y(l, y~ et y~.

Preuve. - Si X est non dicritique :

où x est en facteur dans les termes non écrits. Ceci prouve la propriété a).
La propriété b) découle de ce que, si X est dicritique,

où les termes non écrits contiennent x en facteur et x = 0 annule X . .

Dans les deux cas, P.y ( 1, YO) est la valeur propre radiale, et (0, ya) n’est
non élémentaire que si yo annule P.y ( 1, y) . Si X n’est pas dicritique, yo
annule

donc aussi Q.y ( 1, y). .
Si X est dicritique,

Ceci prouve la dernière propriété.

Remarque. - En une singularité (0, yo), la valeur propre tangentielle,
dans le cas non dicritique, est (â/â8){T.y ). Elle n’est nulle en la singularité
(0, yo) que si yo est racine multiple de Z:y .



1.3.6 Polygone de Newton de (X (0, 0)~-glissement

PROPOSITION . Le point (0, 0) est une singularité de X si et seulement
si l’ordonnée minimale de y1, s1 est positive ou nulle.

C’est une singularité non élémentaire si et seulement si s1 > 1.

Dans le cas où (0, 0) est une singularité de X , le polygone de Newton
associé au germe (X, 0) est obtenu de la façon suivante à partir de celui de
Â :

~ les ordonnées des points sont conservées; ;

~ le côté y1 est envoyé sur un segment de Os ;

~ les côtés y2., 2  i.  n du polygone P deviennent ceux de P’, associé à

(X , 0), qui comporte donc n - 1 côtés utiles.

Preuve. - Comme dans la proposition 1.3.1, on montre que (0; 0) est .

une singularité de X si et seulement si si > 0, et que si si = 0 elle est
élément aire .

Si si > 1, Q--y = contient y2 en facteur, et P--y = contient y en

facteur. Donc contient y2 en facteur. La valeur propre tangentielle en
(0, 0) est nulle, ainsi que la valeur propre radiale : la singularité est non
élémentaire.

Pour étudier le polygone de Newton associé au germe (X , , (0, 0)) , choi-
sissons un point (r, s) associé à des monômes de X :

D’après les formules d’éclatement, (â~â~) devient dans .X ,

et devient :

Le point (~, s) est donc transformé en (b - d, s), point de même ordonnée.
On remarque qu’on a filtré les points du plan des exposants par leur degré
de quasi-homogénéité dans le type de quasi-homogénéité (a, ~3) .



Le côté ~ est donc envoyé sur un segment de (0s), car tous ses points
sont associés aux monômes de quasi-degré minimal. Ce côté étant transverse
aux autres côtés ~ - -? on obtient de cette façon un nouveau
polygone. Le type de quasi-homogénéité du côté issu de 03B3i est proportionnel
à : 

, ,

DÉFINITION . Nous appellerons glissement cette transformation. qui à
P fait correspondre le polygone ~‘ associé au germe (h’, 0). Nous dirons que
~‘ est le glissé de P (fig. 6).

Remarque. . - ~‘ n’a pas de point d’abscisse - 1 .

Les côtés de P sont : ~y de type (4, 3), y2 de type (2, 3) et y3 de type
( 1, 2 ) . Ceux de P’ sont y‘ = y1 de type (1,3) et y2 de type ( 1, 5) .

Fig. 6



2. Algorithme de désingularisation

2.1 Description de l’algorithme. Exemple

Nous allons décrire un algorithme utilisant les éclatements quasi homo-
gènes, pour désingulariser un germe. Cet algorithme généralise celui de [D]. .

DÉFINITION . - Une opération élémentaire est un éclalement quasi
homogène dans la direction 

En effet, la proposition 1.3.1 montre que les éclatements dans la direction
(0y) ne sont pas nécessaires pour désingulariser X.

On choisira. toujours le type de quasi-homogénéité du premier côté utile
y du polygone de Newton associé à ~’. Nous rappelons que ce côté a une
extrémité d’abscisse strictement positive.

La opération élémentaire de l’algorithme transforme une collection
de germes Ck-i en une collection Ck de la manière suivante : Co = ~~~. On
choisit ~’i E on lui applique une opération élémentaire. Si 3ij n’a pas
de singularité,

Si X a des singularités non élémentaires (o, y2), 1  i  p,

où les germes Y~, , 1 ~ i  p, sont les translatés de X i en une de ses
singularités non élémentaires.

Bien que l’éclatement soit directionnel, on représentera globalement les
singularités des éléments de C (ex. fig. 12).

Si Ck = 0, X est désingularisé en k éclatements.

Remarques. - On effectue des éclatements, des translations et éven-

tuellement des changements de coordonnées, qui seront étudiés plus loin
(sect. 2.3).

Tous les germes sont éclatés quel que soit l’ordre dans lequel on les

choisit. Nous verrons plus loin que ce choix n’est pas complètement arbitraire
(§ 2.2.2).



2.1.1 Symétries
On peut utiliser des symétries, comme dans le cas des éclatements

homogènes, pour réduire le nombre d’opérations élémentaires. D’après la
définition d’un type de quasi-homogénéité (a /?), les nombres a et 13 ne sont
pas pairs tous les deux. On peut utiliser un des diagrammes commutatifs
suivants :

où s désigne la symétrie de centre l’origine, Si la symétrie d’axe (Ox) et 52
la symétrie d’axe (oy) . .

2.1.2 Exemple

Ce germe est à singularité algébriquement isolée.



Fig. 7

Le côté Il est du type (4,1), est dicritique ; soit ~ l’éclaté de X
par E4~1.
~ a quatre singularités non élémentaires (0,0), (0,1), (0,B/2) et leurs

symétriques (0, -1) et (0, 2014~/2); Ci contient cinq germes.

Fig. 8

Son éclaté par E1,5, X2 a pour seule singularité non élémentaire (0,0);
C2 contient cinq germes.

a pour polygone de Newton celui de la figure 9a).



Fig. 9

Son éclaté par 

dont (0,1) est la seule singularité non élémentaire : C3 contient cinq germes.
Effectuons maintenant les translations de X1 et X3 en leurs singularités

non élémentaires.

En (0,1), X~ a pour polygone de Newton celui de la figure 9b).
Son éclaté par est désingularisé, et C4 contient trois germes car, par

symétrie, on a aussi désingularisé le translaté en {o, -1) de XI.
En (0, l’éclaté du germe X 1 par E1,5 est désingularisé. : C5 contient

un germe.

Ce germe est le translaté de X3 en (0,1). Son polygone de Newton a
deux côtés.

Fig. 10

C6 contient un germe, C7 est vide : X est désingularisé en sept éclate-
ments.



2.2 Nombre minimal d’opérations

Dans cette section, nous montrons que, pour désingulariser un germe, il
faut au moins n opérations élémentaires, où n est le nombre de côtés utiles
du polygone de Newton de X.

~. ~.1. - Le résultat suivant justifie la notion d’éclatements successifs.

PROPOSITION . Soit n le nombre de côtés utiles de P. Il faut au moins
n éclatements pour désingulariser ~~’.

Ce résultat se trouve dans [B] sous une forme différente (propriété de non-
dégénérescence) ainsi que la généricité de la propriété : X est désingularisé
en autant d’éclatements quasi homogènes que son polygone de Newton a de
côtés utiles.

Preuve. - Par récurrence sur n .

Si n = 1, P a un côté utile y = yi . On procède à un éclatement quasi
homogène au moins, car la singularité est non élémentaire.

Supposons la propriété vraie lorsque le polygone de Newton a n côtés
utiles. Soit X un germe dont le polygone de Newton a n + 1 côtés utiles.
Éclatons X comme y = yi est le premier côté, et n -f-1 > 2, son ordonnée
minimale si est au moins 1. Donc (0, 0) est singularité non élémentaire de
X (prop. 1.3.6). Le polygone de Newton de (X, (0, 0)) est le glissé de celui
de X : il a n côtés utiles et, par hypothèse de récurrence, il faut au moins

n éclatements pour le désingulariser. Ceci prouve la proposition.

~. ~. ~ Éclatements su.ccessifs

DÉFINITION ET NOTATIONS . Lorsque nors éclaterons un germe X,
dont le polygone de Newton admet n côtés utiles, y1, ... , ln, nous choisirons
de procéder de la manière suivante :

X est éclaté par .

Son éclaté est singulier en (0, 0) si n > 2 ~~ 1.3.3), et nous l’éclatons
suivant le glissé de ~y2. .

Si n > 3, ce deuxième éclaté est singulier en (0, 0), et nous l’éclatons

suivant son premier côté, issu de y3 par deux glissements.
Et ainsi de suite, nous effectuons n éclatements, sans translation.

Ces éclatements seront dits éclatements successifs.



Nous noterons 1  i  n, le éclaté de X. Il admet (0, 0) pour
singularité non élémentaire.

2.2.3 Exemple où n éclatements désingularisent le germe

Soit :

Polygone de Newton. - Les sommets sont An-k|k2+kn-k ’ 0  k  n. - l,

et A0 |n2+n+10 , de monômes associés :

et

pour A0. 03B31 est le côté AnAn-1, 03B11 = 1, 03B21 = 2 .

Le quasi-degré de type de quasi-homogénéité (1,2) de

est b~ = 1~(~ - 1) -f- 2n si 0  I~  n - 1. Celui des deux derniers termes est
n.2-~n- 1~

composante quasi tangentielle. La singularité (o, -1) est élémentaire, semi-
hyperbolique. La première composante de Xn (composante radiale) est

D’où la figure suivante avec n impair (fig. pair
(fig. llb)).



Fig. 11

Si n 2: 3, (0,0) est non élémentaire.

La figure 12 montre l’étude de ~~~2.

Fig. 12

On utilise un éclatement de type de quasi-homogénéité (1,2) :

En utilisant El,2, pour éclater X3, on obtient la figure 13.



Fig. 13

Et ainsi de suite car

2.3 Étude du jet associé au polygone de Newton

L’exemple déjà rencontré au paragraphe 1.2.3 :

montre que ce nombre minimal d’éclatements n’est pas toujours suffisant.

Nous allons voir que les germes éléments de C, 1~ > n + 1 , sont donnés par
des racines communes de polynômes d’une variable, dont on peut majorer
le degré à l’aide du polygone de Newton initial.

Nous associerons à un germe singulier une quantité dite multiplicité
totale, qui dépend aussi des coordonnées choisies.

2.3.1 Notion de hauteur

DÉFINITION . Soit un côté utile yi . On appelle hauteur de y2 le nombre
entier (S2 - 

On appelle hauteur du polygone de Newton la somme des hauteurs de ses
côtés utiles.

Pour plus de détails, voir [Bo].



Notations. - La hauteur de yz est notée â.yi . La hauteur du polygone de
Newton est notée H.

Remarque. - La hauteur n’est pas conservée par éclatement; ce n’est

pas un invariant du germe.

Exemples. . - (ai 03B21) = (2, 1); (a2 03B22) = (2, 3).
Le glissé de y2 est de type de quasi-homogénéité (1,2) et la hauteur a

doublé.

Fig. 14

2.3.2 Lien entre les singularités des éclatés successifs et le polygone de
Newton initial

LEMME 1

a ) Pour tout côté yi, il existe un polynôme P.yi homogène (respectivement
tel que: :

b) Il existe des polynômes à une variable et Q.yi de degré au plus h.yi ,

tels que :



c) Si on effectue un éclatement de type de quasi-homogénéité (a, 03B2) :

où 03B2’i) désigne le type de quasi-homogénéité du glissé y’i de 03B3i, r’i
l’abscisse minimale des points de ^~i, si l’ordonnée minimale de ces

points, et

Preuve . On utilise la quasi-homogénéité de P.yi et Q.yi . Les monômes
associés aux points de yi sont :

où r = = si+kai, k et k’ entre 0 et k+k’ = D’où le a).

Fig. 15

Par écla.tement de type de quasi-homogénéité (a, ~3), -yi est transformé

en yi de type de quasi-homogénéité proportionnel à avec ~32 =
De plus, le glissement conserve les ordonnées des points du plan

des exposants.

Le calcul de et de découle des formules d’éclatement. Ceci achève
la preuve.



COROLLAIRE 1. - Rappelons que est le iième éclaté successif de X.

(0, ya) est une singularité non élémentaire de X 2, a = ya (.1 ~ 0~ est

racine commune à P.yi et Q.yi .

Appelons et les composantes de (0  k  i~. (y - 
est facteur commun de et si et seulement si (y - 03BB)  est facteur
commun de P.yi et Q.yi .

Ceci implique que les singularités non élémentaires éventuelles autres que
l’origine d’un des éclatés successifs de X peuvent être détectées à l’aide du

polygone de Newton initial.

Preuve . - Les singularités non élémentaires éventuelles autres que (0, 0)
de ~~’2 sont les racines communes à P,yi,2. et d’après le lemme 1.

Or la dernière assertion de ce lemme montre que les idéaux et

sont égaux. Donc, ils ont même décomposition primaire. D’où
le résultat.

DÉFINITION . On appelle multiplicité de la singularité (0, y0), y0 ~ 0,
de ~’2 le plus grand entier ~c tel que yo ~ est racine d’ordre ~c de et .

Cela revient à :

mais (yai - yô ~‘+1 
ne divise pas soit soit 

COROLLAIRE 2. - Si y) et (l, y) n’ont pas d’autre racine

commune que y = 0, pour 1  i  n, n éclatements suffisent à désingulariser
le germe.

Preuve . - La propriété est vraie pour n = 1 (voir § 1.2, éclatement quasi
polaire). Supposons que cette propriété soit vraie si P a, n côtés utiles, et
que le polygone de Newton associé à X a n + 1 côtés utiles. Si P.y,i (1 , y) et

Q.yz (1 , y) n’ont pas d’autre racine commune que y = 0, c’est en particulier
vrai pour i = 1; alors (0, 0) est la seule singularité non élémentaire de X .

Le polygone de Newton du germe (X, (0, 0)) est le glissé de P : il a

n côtés utiles. Du lemme 1 découle que ce germe (X, (0, 0)) satisfait à

l’hypothèse de récurrence : il est désingularisé en n éclatements. Donc .X
est désingularisé en n + 1 éclatements, ce qui prouve le corollaire.



2. 3. 3 Jets génériques

LEMME 2. - Une singularité de multiplicité au moins 2 est une singula-
rité non élémentaire de Une singularité de multiplicité 0 est élémentaire.

La somme des multiplicités des singularités autres que l’origine de 
est au plus .

On ne peut rien dire d’une singularité de multiplicité 1.

Preuve. - Si ~c > 2,

la singularité est non élémentaire, car les deux valeurs propres, P,yi ,i ( 1, yo )
et /ây)(1, yo) sont nulles.

Si p = 1, il se peut que yg’ i soit racine simple de et auquel cas
la singularité est élémentaire.

Si p = 0, par définition de la multiplicité, ou la composante radiale P,i,i
ou la composante tangentielle de X Z est non nulle en (0, yo) et la

singularité est élémentaire.

La majoration des multiplicités résulte de ce que (0, yo) est une singularité
si ygi est racine des polynômes et dont le degré est au plus 

DÉFINITION 1. - On appelle multiplicité totale associée au jet de X le
nombre M somme des multiplicités des singularités autres que l’origine des

1 ~ ~ ~.

PROPOSITION A. - La somme des multiplicités des singularités (0, yo),
yo ~ 0, de X 2 est au plus h.yi et

Preuve . La première propriété découle de la définition de la multipli-
cité d’une singularité et de ce que le degré de P,i et est 

La multiplicité totale est majorée par la somme des degrés des polynômes
et eux-mêmes majorés par les hauteurs dont la somme est H.

Nous retrouvons un résultat de [B].



PROPOSITION B. - M = 0 est une propriété générique pour les germes
à polygone de Newton donné.

Si M = 0, X est désingularisé en n éclatements, autant que de côtés
utiles de son polygone de Newton associé.

D’où la définition suivante.

DÉFINITION 2. - Un jet est générique si la multiplicité totale qui lui est
associée est nulle.

Remarque. - A priori, la multiplicité n’est pas un invariant du germe.
On dira néanmoins que le germe est générique si, dans les coordonnées (~, y),
M = 0. Et on parlera de multiplicité totale du germe singulier X dans les
coordonnées (~, y), on entendra par là : la multiplicité totale du jet de l~’

dans ces coordonnées.

~.3..~ de changements de coordonnées sur la multiplicité totale.

Changements de coordonnées admissibles.

La propriété M = 0 est la propriété de non-dégénérescence de [B]. Comme
dans cet article, on peut se demander s’il est possible d’évaluer le nombre
d’éclatements suffisant à désingulariser un germe en se ramenant au cas

générique par changement de coordonnées. L’étude suivante montre que
la réponse est en général non, bien qu’elle soit positive dans certains cas

particuliers.

Exemple 1. . - Un changement de coordonnées ramène à un jet générique.

Soit : 
, _

Son polygone de Newton comporte un côté de hauteur 3 (fig. 16a). On voit
que Q.y = y( y - 1)~ et P.y = 0.

Ici = 3, P.y = 0 et Q.y = y( y - .r)~; Pq et Q.y ont deux facteurs com-
muns, y et y - .r. Nous allons, par un changement linéaire de coordonnées,
nous ramener au cas où ces facteurs sont x et y. Soit L : : (x, y) ~ (x+y, y) :

où (fig. 16b) :



Fig. 16

Son polygone de Newton a deux côtés utiles : yi de type de quasi-
homogénéité (3, 2) et y2 de type de quasi-homogénéité (1,1);

Le jet est donc générique, et le germe est désingularisé en deux éclatements
dans ces coordonnées.

Exemple ~. - Aucun changement de coordonnées ne permet de se ra-
mener à un jet générique. Soit (fig. 17) :

Fig. 17

Ici trois éclatements ne suffisent pas : P comporte trois côtés utiles.



Le type de quasi-homogénéité de Il est (3, 1) :

Celui de y2 est ( 1,1 ) : :

~y3 est de type de quasi-homogénéité (3, 7) :

et ont trois facteurs communs, tous doubles : dans tout système de
coordonnées les composantes de ce germe ont au moins un facteur commun

double, différent de x et de y : lt~~ > 2.

Normalisation de Xv . - Nous rappelons que si v-~-1 est l’ordre du germe,

en est le jet de degré d’homogénéité 03BD - 1.

Nous allons utiliser des changements linéaires de coordonnées :

~ si Xv est à singularité algébriquement isolée, il est déterminant

(prop. 2.2.1) ;
~ si ce n’est pas le cas, et si Pv et Qv ont deux facteurs communs

homogènes, on peut se ramener au cas où ce sont x et y ; ; il se peut

que l’on rende alors le jet générique (§2.3.4, ex. 1 ) ;
~ si Pv et Qv ont au moins trois facteurs communs, on pourra se ramener
au cas où x et y sont les facteurs d’ordre le plus élévé de Pv et QlI; s’il
y en a plusieurs, on pourra choisir ceux qui sont d’ordre le plus élévé
dans la composante tangentielle.

Les changements de coordonnées ultérieurs seront tangents à l’identité.

Changements de coordonnées admissibles. - Nous allons généraliser la
normalisation de X v et normaliser Si on fait subir un changement de
coordonnées à un germe Y élément de Ck, 1 ~ k, Y’ est un éclaté : il faut

donc conserver globalement le diviseur exceptionnel. Nous utiliserons des

changements de coordonnées de la forme :

où les termes non écrits sont de degré au moins 2.



Il se peut que l’on veuille conserver le quasi-degré de type de quasi-
homogénéité (a’, 03B2’) : on utilisera des difféomorphismes d’ordre 0 dans ce
type de quasi-homogénéité, ce qui n’est possible que si a’ = 1 [AGV].

Nous utiliserons alors des changements de coordonnées de la forme :

Exemple. - Soit (fig. 18a)) : :

Fig. 18

Soit :

X = avec : :

et ce jet est générique : on désingularise X1 en 2 éclatements (fig. 18b). .

DÉFINITIONS . Nous appellerons changement de coordonnées admis-
sible tout changement de coordonnées défini par :

(La série formelle 03A3k~1 03BBkxk n’est pas nécessairement convergente.)



Nous appellerons changement de coordonnées admissible élémentaire une

application définie par :

Nous verrons (lemme 7) que dans l’algorithme, nous n’utiliserons que
des composés d’un nombre fini de changements de coordonnées admissibles
élémentaires. Nous appellerons changement de coordonnées admissible au
sens large tout changement de coordonnées défini par :

où les termes non écrits sont de degré au moins 2.

PROPRIÉTÉ . Les changements de coordonnées admissibles forment
un sous-groupe de Lie des germes de difféomorphismes fixant l’origine. De

même, les changements de coordonnées admissibles au sens large.

Preuve. - Ces changements de coordonnées forment des sous-groupes
fermés du groupe de Lie des germes de difféomorphismes fixant l’origine.

2.4 Étude des germes obtenus après éclatement et translation

~.l~.l Notations

Après éclatement d’un germe X, on obtient un ou plusieurs germes
singuliers éventuels. Nous noterons Y un de ces germes, translaté de X
en une de ses singularités non élémentaires (0, y0), y0 ~ 0, de multiplicité
P. .

Nous noterons P~ le polygone de Newton associé à Y, de sommets Ai .
Ses côtés utiles seront notés yi , 1  i  n~, ils sont de type de quasi-

homogénéité ( ~x i , ,~Z ) .
Les composantes de Y seront notées U et I~, U,, i i 

étant les

composantes de ~’’ de quasi-degré de type (ai, minimal. 
’

2.4.2 Ordonnée maximale du polygone de Newton associé à Y

LEMME 3. - Le polygone de Newton P~ associé à Y a pour sommet sur
ou A~,_1 ou A~.

Dans le premier cas, à est associé un monôme non nul de V.

Dans le deuxième cas, à A~ est associé un monôme non nul de la première
composante li de Y.



Preuve. 2014 Éclatons X suivant y. Les points du plan des exposants situés
sur (0s) sont associés à

avec Tq(1 y) = - y) D’après le lemme 2.3.2 :

On suppose que (0, yo) est singularité de multiplicité  de X, c’est-à-dire
que ya est racine de multiplicité  de P--y et ou (y - yg)  est en facteur
dans et dans Q.y . Or, la translation conserve l’abscisse des points du plan
des exposants. Le point de p’ d’abscisse 0 est donc associé à un terme du
translaté de .

Deux cas se présentent.

2022 yo est racine de multiplicité  exactement de T.y . Alors, est

en facteur dans T.y, mais pas C’est-à-dire que V contient
un terme b ~ 0, auquel est associé 

~ yo est racine de multiplicité p + 1 au moins de Donc est

en facteur dans Pq, et pas (ya - yo ) ~‘+1, sinon la multiplicité de cette
singularité serait au moins ~c ~- 1. Alors après translation, on obtient le
monôme de U, a ~ 0, auquel est associé A~ Ce point A~ est sur
P~ et peut aussi être associé à un monôme de V.

2.5 Décroissance stricte de la multiplicité totale

Dans cette section Y désigne le germe translaté d’un éclaté de X en une de
ses singularités de multiplicité Nous allons montrer que cette multiplicité
totale n’est pas plus de  (lemmes 4 et 5). Puis nous montrerons que les
singularités non élémentaires des éclatés successifs de Y ont, dans certaines
coordonnées, une multiplicité au plus égale 1 (lemmes 6-11).



2.5.1 La multiplicité décroît

LEMME 4. - Soit M’ ~ la multiplicité totale de Y :

De plus M’ = ~c + 1 n’est possible que si A~ E P’, et si tous les côtés yi de
~‘ sont de type de quasi-homogénéité (1, ~32).

Preuve. . - On sait que ~‘ a pour sommet sur (Os) A~_1 ou A~, (lemme
3). On sait aussi que = ~1~ où est la somme des multiplicités des

racines communes 
, 

et 
z 
polynômes de degré au plus h.yz , hauteur de

- y‘ . Donc

où et si désignent les ordonnées extrêmes des points de y2.
Si E ~~,  ,5’i - si et par suite M~  ~C - 1 - (-1~  ~C.

Si l4~ E P~; ~~  ~c ~- 1 différence des ordonnées extrêmes des points de

~~, l~l ~ _ ~c -~- 1 n’est possible que si h.~,, - ,5’2 - si ; ceci entraîne que pour

LEMME 5

Preuve. - Puisque ~VI est majorée par ~c + 1, supposons M’ = ~C + 1.

D’après le lemme 1, et la définition de la multiplicité d’une singularité
différente de l’origine, cela signifie que et ont exactement h-Yi racines
communes donc : ou l’un des deux est nul, ou ils sont proportionnels.

Or, on a vu (lemme 4) que M’ = ~c -f-1 =~ A~ E 7~’ et qu’il est associé à un
monôme de [1 : n’est pas identiquement nul. D’autre part, la multiplicité
d’une singularité n’est définie que si cette singularité est différente de zéro :

U,f a racines non nulles. Le produit de ces racines est le terme constant

de et le terme en ~R~ de (lemme 1) ; ce terme est non nul.



Il est associé au point d’ordonnée minimale de y1 qui est aussi le point
d’ordonnée maximale de y2. On peut itérer ce raisonnement : le point
d’ordonnée minimale de yi est associé à un monôme non nul de li, d i,
1  i  n~. Donc le point d’ordonnée minimale de ^~n, ne peut être

d’ordonnée -1 ; la hauteur est majorée par ~c et M’ aussi.

2.5.2 Polygones de Newton de germes ayant la propriété (Q)

DÉFINITION . - Nous dirons qu’un germe Y admet la propriété (Q) si

un de ses éclatés successifs Y;i admet une singularité de multiplicité .

LEMME û. Si Y a la propriété (Q), le polygone de Newton P’ associé
à ~’ est un des polygones de Newton suivants, après éventuellement un
éclatement supplémentaire (fig. 19).

Fig. 19

Preuve

Premier cas. est sommet de P’, et la hauteur est au plus Or si

yi admet une singularité de multiplicité p, i > p, P’ comporte donc un
seul côté utile y de hauteur De plus, comme h..., = (5 - a = 1, P’
est 7~1.

Deuxième cas. Aû est sommet de P’ (lemme 3). La hauteur totale est
alors au plus  + 1 :

2022 ou P’ comporte un côté utile de hauteur  + 1, et P’ = P2 ;
. ou un côté utile de hauteur  : ou p’ est P2, ou P’ est comme dans la

figure 20 ; 7~’ comporte un éclatement ramène par glissement à. P’ = Pi.



Fig. 20

Nous allons montrer qu’on peut trouver des coordonnées dans lesquelles
Y n’a pas cette propriété (Q) par un nombre fini de changements de
coordonnées admissibles élémentaires.

Notations. - Les notations !~1 et P2 désigneront toujours des polygones
de Newton tels que ceux de la figure 19.

2.5.3. Dans ce paragraphe, nous montrons que si X est à singularité
algébriquement isolée aucun des éléments Y de C, 1  ~ , n’est oo-plat le
long d’une courbe Coo transverse à (0y) .

Dans le paragraphe 2.5.4, nous utilisons cette propriété pour traiter le
cas où P’ = ~Pi.

Dans le paragraphe 2.5.5, nous traitons le cas 7~ == P2.

LEMME 7.2014 Soit X un germe G’°° à singularit,é algébriquement isolée
en (0, 0). Supposons qu’un élément Xi de Ck, 1  k, admet une singularité
(0, yo) ; X2 ne peut pas être oo-plat le long d’une courbe (C) régulière
transverse à Oy.

Preuve. - Elle est adaptée de [D].
Nous pouvons supposer que yo = 0, et que (C) a pour équation y = 0.

Soit :

Soit E telle que E*(Xi) = X ; ; E est une composée d’éclatements quasi
homogènes.



De la commutativité du diagramme :

On déduit que si (Xi o i1 , 0) est oo-plat, le germe (X o E o il , 0) l’est

aussi. Nous allons montrer que ce dernier germe vérifie une inégalité de
Lojasiewicz, d’où la contradiction.

Or E est une composée d’applications de la forme :

que nous noterons Ei, ... , En.

Donc, si f paramétrise une courbe :

Ei o f s’écrit t ~ ( f 1 (t ) , f2(t)f03B21(t)) et Ei o f est oo-plat en 0 si et

seulement si la courbe paramétrisée par f est oo-tangente au diviseur
exceptionnel (0y).

Ceci n’est pas vérifié pour (C) par hypothèse.
Si ce n’est pas vérifié pour Ek o ... o E1 o il , d’après ce qui précède, ce

n’est pas vérifié pour o ... o Ei o zi.

Donc E o il vérifie une inégalité de Lojasiewicz, et X o E o il aussi.

Remarques

1) Nous avons fait le raisonnement avec l’éclatement directionnel, on peut
aussi utiliser l’éclatement quasi polaire : il suffit de remplacer Il par 0 fi ,
ou F est analytique (prop. 1.3.4).
2) La démonstration de ce lemme ne suppose pas que X est à singularité
algébriquement isolée, mais seulement qu’il vérifie une inégalité de Lojasie-
wicz.



~.5..~ Décroissance stricte de ~c dans le cas ~’ = .

LEMME 8. - Si ~’ = et si Y admet une singularité (0, yo), yo ~ 0,
de multiplicité p, si ~1 est défini par :

i~ ~1 est un changement de coordonnées admissible.

ii) Soit Yl = (Y), le polygone de Newton associé à ~’1 a même

sommet que ~1, , associé aux mêmes monômes.

iii) Les termes du jet de associés à sont de quasi-degré de type
(1, ~3’) égal à ~3’(~C - 1). . Tous les autres termes du jet sont de quasi-
degré strictement supérieur à ~3’(~C - 1).

Preuve. - est un changement de coordonnées admissible d’après la.

définition (~ 2.3.4). Il conserve les quasi-degrés de type (1, ~’).

Fig. 21

Étudions Y ; ~ ~, _ 1 est associe à

a et b non tous les deux nuls.



Par hypothèse, (0, yo) est singularité de multiplicité ~c de Y ; (y - yo~ ~‘
divise U~- et ~:y . Or U-y est de degré au plus ~c - l, puisque le point d’ordonnée
- 1 est associé seulement à 1/. Donc U-y est identiquement nul et ~.~;y est de
la forme b (y - yo~ ~‘, b ~ 0. Il en résulte que :

où les termes non écrits sont de quasi-degré de type ( l, ~3’) au moins
1 + ~’~i~ - 1).

les termes non écrits sont de quasi-degré au moins égal à 1 + ~3~ (~C - 1).

LEMME 9. - Toujours dans ce cas, on peut construire un difféomor-
phisme ~ algébrique, changement de coordonnées admissible, tel que les

singularités éventuelles des éclatés successifs de ~’~ = ~a*) 
1 

(Y) sont de
multiplicité au plus ~C. - 1.

Preuve . Remarquons tout d’abord que Y est ~3~ (~c - 1)-plat le long de
~Ox), car c’est le degré minimal de son premier monôme sans y.

Fig. 22



Si Y n’a que des singularités de multiplicité au plus  - 1, 03C8 = Id.

Si Y a une singularité de multiplicité nous supposons ici que P’ = T~i,
et on peut appliquer le lemme 8 :

2022 ou Yi convient et 03C8 = ;

2022 ou Yi a une singularité de multiplicité  et d’après le lemme 8, son
polygone de Newton est encore mais avec un côté de type de

quasi-homogénéité (1, ~31), ~31 > ~3~, puisque tous les termes autres que
sont de quasi-degré au moins 1 + ,~3’(~u - 1).

On peut donc itérer ces changements de coordonnées admissibles tant
que cette situation persiste. Le difféomorphisme est le composé des 03C8i. On
construit ainsi une courbe d’équation :

le long de laquelle Y~ est La suite est strictement crois-

sante. Et la courbe est transverse à Oy. Or X est à singularité algébriquement
isolée ; on applique le lemme 7. Il en résulte que cette situation ne persiste
pas indéfiniment, ce qui prouve le résultat.

~.~.5 Décroissance stricte de ~c dans le cas P’ = P2

LEMME 10. - Si P’ = P2, , ei si (0, yo) est une singularité de multiplicité
~c de Y, on peut construire un difféomorphisme algébrique changement
de coordonnées admissible défini comme dans le lemme 8, tel que :

i) si Y1 = (03C8*)-1(Y), le polygone de Newton associé à Y1 a même

sommet A~ que P’, associé aux mêmes monômes; ;
ii~ ces monômes a.ssocié à A~, sont de quasi-degré de type de quasi-

homogénéit,é (1, ~‘) égal à ,~‘~c ; tous les autres termes sont de quasi-
degré strictem,ent supérieur à ,C3’~e.

Preuve. - D’après le lemme 6, P’ contient un côté ~~’ de hauteur au
moins p. Appelons toujours et les composantes de Y de quasi-
degré de type de quasi-homogénéité { l, 03B2’) minimal. {0, yo) est par hypothèse
singularité de Y de multiplicité p, ce qui entraîne que :



où c et d peuvent être nuls.

Utilisons le même difféomorphisme 03C8 que dans le lemme 8 :

changement de coordonnées admissible élémentaire.

avec b’ = -a,Q‘yo + bcyo + b. Ceci montre i).

ii) résulte comme dans le lemme 8 de ce que 03C8 est un difféomorphisme
d’ordre zéro dans le type ( 1 , $’).

LEMME 11. - Toujours sous ces hypothèses, on peut construire un chan-
gement de coordonnées algébrique ~ tel que ~~*) ~’ = Z, où toutes les sin-
gularités éventuelles des éclatés successifs de Z ont une multiplicité au plus
égale à ~c - 1.

Preuve. - On constate que ~’ est ~c~3‘ - 1-plat le long de (0~) . Pour le
reste la preuve est identique à celle du lemme 9 (fig. 22).
On a montré la proposition suivante.

PROPOSITION .- Soit (0, ya) une singularité de multipdicité  d’un

éclaté de X, yo ~ 0. Soit Y le germe singulier obtenu par translation en

(0, yo)-

On peut toujours. au besoin en effectuant des changements de coordon-
nées admissibles élémentaires en nom.bre fini, se ramener au cas où toutes

les singularités non élémentaires éventuelles des éclatés successifs de ~’ ont
une multiplicité au plus égale à ~c - 1.



3. Théorème de désingularisation

3.1 Théorème de désingularisation. Estimation du nombre d’écla-
tements

Nous retrouvons le résultat de finitude de [D].
En effet, à un germe X est associée une multiplicité totale l’lil.

Un pas de l’algorithme remplace un germe X, auquel est associée la

multiplicité totale m, m ~ 1, par un nombre fini de germes, à chacun

desquels est associée une multiplicité totale au plus égale à m - 1, la somme
de ces multiplicités ne dépassant pas m.

Après un nombre fini de pas, on obtient un nombre fini de germes dont le

jet est générique, au besoin en effectuant des changements de coordonnées.
Ces germes sont désingularisés en un nombre fini d’éclatements.

Dans ce paragraphe, nous allons majorer le nombre d’éclatements néces-
saires pour désingulariser X.

Nous noterons N un majorant du nombre d’opérations élémentaires.

DÉFINITION . Soit 5 l’ordonnée du point du polygone de Newton P
situé sur (0y) ; nous appellerons cette ordonnée l’ordonnée dominante du
germe X dans les coordonnées (~, y).

En effet, les preuves des lemmes 8 et 10 montrent que cette ordonnée S
est invariante par changement de coordonnées admissible.

3.1.1 Cas où l’ordonnée dominante vaut 1

LEMME 12. - Considérons les germes de C~, h > n, où n est le nombre
de côtés utiles du polygone de Newton, P, du germe initial.

Si un tel germe Y est tel que son ordonnée dominante vaut 1, il est

désingularisé en 1 éclatement, au besoin en effectuant des changements de
coordonnées admissibles.

Preuve. - Puisque k > n, on a effectué les n premiers éclatements

successifs, et ce germe est obtenu après translation. Supposons que Y est
obtenu après translation en (0, yo), singularité d’un éclaté d’un élément de

:



~ ou il est générique, et désingularisé en un éclatement d’après la propo-
sition B du paragraphe 2.3.3 ;

~ ou non :

si (0, yo) est de multiplicité 1, le polygone de Newton de ce germe est
P2 (lemme 6) ; on applique les lemmes 10 et 11;
si (0, yo) est de multiplicité 2, le polygone de Newton de ce germe est

et on applique les lemmes 8 et 9.
On se ramène ainsi au cas où le jet est générique, ce qui achève la preuve.

DÉFINITION . Appelons N un majorant du nombre d’opérations élé-
mentaires.

Nous allons évaluer N en fonction du polygone du Newton associé à X
(sect. 3, théorèmes 1 et 2). Puis en fonction de la codimension de X, p
(sect. 3, théorème 3).

3.1.2 Cas des germes obtenus après au moins un éclatement

LEMME 13. - Soit Y un élément de G~, , n  k, de polygone de Newton
associé ~~ . Si ,S‘ est l’ordonnée dominante de P’, Y est désingularisé en au
plus 25 - 1 éclatements.

Preuve. - Par récurrence sur S. On sait que ~~ n’a pas de point
d’abscisse -1.

,S’ ~ 1, parce que Y est un germe dont la singularité (0, 0) est non

élémentaire. Si 5 = 1, le lemme 12 prouve le résultat.

Supposons que si ,S’  ,5’0, le résultat est vrai. Si S0 + 1 est l’ordonnée
dominante de P’, appliquons un éclatement à Y.

Ck+1 contient, outre des germes de Ck, des germes que nous noterons
Zl, ..., Zp, 1  p. Désingulariser Y revient à désingulariser Zi, ... , Zp,
c’est-à-dire à considérer Cb = ~Y~, C~ = 

... , si p > 1.

Les polygones de Newton associés aux Zi ont des ordonnées dominantes
S1, > ... , Sp.

Si 7~~ a un seul côté utile y’, C~ ne contient que des germes obtenus après
translation en des singularités non élémentaires.

Soient {0, yi ), y2 ~ 0, ces singularités de multiplicité D’après la

proposition du paragraphe 2.5.5 :

Or ,5‘2,  d’après le lemme 3.



Par hypothèse de récurrence, Zi est désingularisé en 2Si - 1  2fli - 1
éclatements au plus.

Comme fli ~ h.y  ,Sa + 1 (lemme 2), Y est désingularisé en au plus :

Si p > 2, 1 - p  -1 et le résultat est montré.

Si p = 1, Zi est désingularisé en au plus 2So - 1 éclatements, et Y en
1 + 2So - 1  2(So + 1) - 1 éclatements et le résultat est montré.

Si p’ a au moins deux côtés utiles, s’ ~ 1 et (0,0) est singularité non
élémentaire de Y, d’après la proposition 1.3.6 (fig. 23).

Fig. 23

Soit Zp = (Y , (0,0)) ; avec les mêmes notations, Sp = s~  So.
Si p = 1, le résultat est prouvé; désingulariser Y revient à désingulariser

Zl.

Si p > 2, Zi, 1  i  p - 1, est obtenu en translatant Y en (0, 0

de multiplicité où

et chaque i ~ So (prop. § 2.5.5).
Donc Y est désingularisé en au plus 1 + ~ ~2~C2 -1) + 2s’ -1, majoré par

2(,5’0 + 1 - s’) + 2s’ - (p - 1)  2(,S‘p + 1) - 1 éclatements et le lemme est
montré.



Remarque. . - L’inégalité n’est une égalité que si p = 2, S1 + S2 = S0 + l. .

3.1.3 Majoration de N à l’aide du polygone de Newton

Nous donnons deux résultats, le premier plus précis, le deuxième évalué
immédiatement à l’aide du polygone de Newton initial.

THÉORÈME 1. - Soit X un germe singulier, à singularité algébrique-
ment isolée. Soit P son polygone de Newton dans des coordonnées (x, y),
comportant n côtés utiles.

Soit ~l la multiplicité totale du jet associé à P. Désignons par m le

nombre des éléments de Cn :

Preuve . Effectuons les n premiers éclatements successifs :

les Xi, 1  i  m, étant obtenus par translation en de 0,
pour un certain ~,~, 1  h  n.

Soit Si l’ordonnée dominante du polygone de Newton associé à Xi.
D’après le lemme 13, X~ est désingularisé en au plus 2Si - 1 éclatements.
Or S’i  (lemme 3). D’où :

THÉORÈME 2

Preuve. . - Ce théorème est une conséquence du précédent. On sait que
H, hauteur totale (prop. 2.3.3). De plus, ~ ~ ~ : un côté est au moins

de hauteur 1.

Soit no le nombre de côtés du polygone de Newton dont les jets associés
sont génériques, ou n’ont après éclatement que des singularités élémentaires.



Soit Ho la somme des hauteurs de ces côtés. Soit ni le nombre des autres
côtés, Hi la somme de leurs hauteurs :

Comme la hauteur d’un côté est au moins 1, no  Ho. Par définition de ni ,
m. Hi (lemme 1). Donc

Or

d’où :

Dans l’exemple de 2.1.2, n = 3, h~ = 5 et m = 3 ; H = 6. Ce germe est

désingularisé en 7  10  12 éclatements.

Dans le cas générique, N = n  H.

Exemple où N = 3H/2 + 1 (fig. 24).

Fig. 24

P comporte n côtés utiles Ii, de hauteur 1, de type de quasi-homogénéité
(1, i), 1 ~ i  n, n = 2p + 1.

Pour 1 ~ i ~ n, prenons dicritique :

où 1 est choisi de façon que X soit à singularité algébriquement isolée.



Choisissons :

On effectue d’abord les n premiers éclatements successifs : : Cn contient p
germes, singularités (o,1 ) de X 22+1, car est dicritique.
Comme S’~ = 1, 1  k  p, X est désingularisé en : : n + p = 3H/2 + 1

éclatements.

3.1.4 Majoration de N à l’aide de la codimension p de X

THÉORÈME 3. - ~l existe une fonction de p qui majore N :

Preuve. 2014 Soit v l’ordre du jet. Les jets d’ordre 1 à v - 1 sont nuls :

Dans le polygone de Newton figure au moins un point associé à un monôme
de ce jet.

Ses coordonnées (r, s) vérifient r + s = v - 1. Or les coordonnées des
points du polygone de Newton sont entières : ou leur abscisse est inférieure
à r, ou leur ordonnée est inférieure à s. Le polygone de Newton comporte
au plus (r + 1) + 1 + (s + 1) = v + 2 points :

3.2 Nombre de changements de coordonnées

3.2.1 Exemple de germe dont la désingularisation utilise des changements
de coordonnées admissibles



T’ suffisamment grand sera précisé ultérieurement. Le côté 03B3 est de type de

quasi-homogénéité (1,2), de hauteur 3.

(0,1) est une singularité non élémentaire; X se translate en :

en p osant T = ~’~ - 5. 0

Éclatons Y par E1,1 ~ :

qui se translate en

et on voit qu’il faut au moins n éclatements.

Changements de coordonneées. P = 0 et Q = (y - 1~ 2. Utilisons

1fJ1 ~ (~ y) ~ (~ ~ y + ~) :

Son polygone de Newton comporte un côté, de type de quasi-homogénéité
( 1, 2) ; il est de hauteur 2 si ~’ > 5.

À nouveau P = 0 et Q = ( y - 1) 2 , il faut recommencer. On applique
donc ~1, ..., avec : (~, y) ~ (x y + 1  k  n. Soit

_ ~Yn ~ ... p ~n 



Son polygone de Newton a un côté utile de type de quasi-homogénéité
proportionnel à (2, T) si ~’ > 2n + 1, soit si T’ > 2n + 6.

3.2.2 Formes normales admissibles au sens large

Nous avons vu que les changements de coordonnées admissibles au sens
large forment un groupe de Lie, que nous allons faire agir sur les germes de
champs de vecteurs.

Soit X singulier en (0,0), P son polygone de Newton d’ordonnée domi-
nante S. Nous allons pour cela utiliser la méthode de [T]. Rapppelons tout
d’abord le théorème de Takens.

Soit X un germe singulier de champ de vecteur de IRn . Soit Xl le germe
linéaire qui a le même 1-jet que X . On note Hh l’espace vectoriel des germes
dont les coefficients sont des polynômes homogènes de degré h (les éléments
de sont de degré d’homogénéité h - 1). L’application :

est une application linéaire.

On définit une décomposition :

où B~~ = et G~’ est un supplémentaire de B~ .

THÉORÈME . - Soient X, Xl, B~ et G~ comme ci-dessus. Alors, pour
.~  k, il existe un germe de difféomorphisme de IRn dans lui-même,
fixant l’origine, tel que 03C6*X = X’ est de la. forme :

où gi E GZ, , i = 2, ... et est d’ordre .~.

LEMME 14.- Soit X singulier en (0, 0). Appelons ,S l’ordonnée domi-
nante de son polygone de Newton P.

a) Si As est associé au monôme un nombre fini de change-
ments de coordonnées admissibles au sens large met le jet de X sous
la forme :



b) Si As est associé à

un nombre fini de changements de coordonnées admissibles au sens

large met le jet de X sous la forme :

Preuve. - Un changement de coordonnées admissible au sens large est
défini par :

est d’ordre au moins 2. Le champ dont ce difféomorphisme est l’action
infinitésimale est (voir [M]) :

Dans le premier cas, calculons :

( r, s) = (1, -1) (ou r + s > 1) et s > -1. Ce résultat est non nul si et
seulement si s - S’ ~ 0. Les monômes ( ’oa/ ~ y ) (r, s ) = (1 , ,5’ - 1) ou

(~ -E- s > ,S’ -f- 1 , s > ,S’ - 1 , s ~ 25) appartiennent donc à. l’idéal cherché.

Si r = 1, la seule condition est s ~ S. Si r ~ 2, s > S - 1. Si r = 0,
s > ,S‘ -f-1 : par hypothèse, (0, s) ne peut être associé au germe que si s > S.
Ceci prouve le a).

Dans le deuxième cas :



Si r-f-b(s-,S’) = 0, on obtient le seul monôme en associé à (r, s+S).
Le point associé est toujours (r , s + S).
Comme supplémentaire de l’idéal, nous choisirons l’espace vectoriel en-

gendré par les monômes r > 1, ou (r = 0 s > ,S’ + 1), et les
monômes r > 1, s  S - 2. Ceci prouve le b) . .

DÉFINITION . Ces formes normales seront dites formes normales
admissibles au sens large.

3.2.3 Formes normales admissibles

Les formes normales admissibles au sens large sont celles de jets éven-
tuellement déterminants. Nous ne cherchons ici à normaliser qu’un jet per-
mettant de déterminer en combien d’opérations on peut désingulariser X.
D’après la section 2, il suffit, de normaliser les quasi-jets de quasi-degré au
plus ,~,S‘ dans le type de quasi-homogénéité ( 1, ,Q) . Et pour cela, il suffit

d’utiliser les changements de coordonnées admissibles.

PROPOSITION . - Soit S l’ordonnée dominante du. polygone de Newton
associé au germe singulier Y E k > 1.

Si As est associé à. le quasi-jet de quasi-degré ~C3,S’ dans le

type de quasi-homogénéité (1, ,Q) peut. par un changement de coordonnées
polynomial de la forme (~, y) ~ ~~ , y + P(x)), , être mis sous la forme :

Si A,~ est associé à + un changement de coordon-
nées polynomial de la même forme que plus haut met ce même quasi-jet sous
la forme :

Preuve. - Un changement de coordonnées admissible élémentaire est
l’action infinitésimale du germe (voir [M]) :



Si As est associé au seul monôme 

non nul car ,S’ > 1.

Si AS est associé à + :

On choisit de normaliser P, ce qui donne la forme normale annoncée.

~.~.2014 Nous pouvons maintenant majorer le nombre de changements
de coordonnées admissibles.

THÉORÈME 4. - Le nombre de changements de coordonnées admissibles

effectués au cours de la désingularisation de X est au plus p/3, p désignant
la codimension du germe.

Preuve. - Dans le cas où As est associé au seul monôme 

d’après les lemmes 8 et 9, on n’effectue un changement de coordonnées
admissible ( ~ y) - ( ~ , y + que si le quasi-jet de type de quasi-
homogénéité ( 1, ,Q) peut être mis sous la forme normale . Ceci

implique que les monômes de cette forme normale sont nuls,

0  s  S - 1 , r -~- j3s  ~35. r > 1 ; ainsi que les monômes (~/~y)~
- 1ss-2,r+~3s,QS, r ~ 1.

Si on effectue Ii changements de coordonnées admissibles, comme dans
les lemmes 8 à 11, nécessairement, les quasi-jets (1, ~3), ~3 peuvent être

mis sous la forme normale (â/ây). D’où

Dans le deuxième cas, on procède de la même façon. Les conditions sur
la première composante impliquent que :

Celles sur la deuxième composante impliquent que
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Ces conditions sont simultanément vérifiées. D’où

Comme ,S‘ > 1,

Donc p ~ 3Ii.
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