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Une remarque sur un résultat de Y. Pan(*)

A. Cuaouvecu()

RESUME. — Nous simplifions la démonstration d'un résultat de Y. Pan
concernant les applications holomorphes propres d'un domaine de Rein-
hardt pseudo-convexe et de type fini sur lui méme.

ABSTRACT.— We simplify the proof of a result due to Y. Pan about
proper holomorphic self-maps of pseudo-convex and finite type Reinhardt
domains.

AMS Classification : 32H35

MoTs-CLES : Applications holomorphes propres, type fini.

On sait que toute application holomorphe propre d’un domaine borné
de C* (n > 1) sur lui méme est en fait un automorphisme dés que la
frontiere du domaine est réguliére et “suffisamment” pseudo-convexe. En
effet, ceci fut démontré pour la boule unité par H. Alexander [1], pour les
domaines strictement pseudo-convexes a bords C? par S. Pinchuk [6], puis
pour les domaines faiblement pseudo-convexes & bords réel analytiques par
E. Bedford et S. Bell [2].

Dans un article récent, Y. Pan a étendu ceci aux domaines de Reinhardt
pseudo-convexes dont la frontiére est de type fini [4]. Plus précisément, il a
établi le théoréme suivant.

THEOREME .— Soit @ C C*, n > 1, un domaine de Reinhardt borné
pseudo-conveze d bord lisse. Si 'ordre d’annulation du déterminant de Levi
de Q est fini en tout point de b (ce qui est le cas si b2 est de type fini),
alors toute application holomorphe propre f : Q — Q est un automorphisme.

(*) Recu le 24 mars 1994
(1) Université des Sciences et Technologies de Lille, U.R.A. D 751 C.N.R.S. “GAT’,
U.F.R. de Mathématiques, F-59655 Villeneuve d’Ascq Cedex (France)
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L’objet de cette note est de simplifier la démonstration Y. Pan en
évitant d’étudier le comportement “générique” du lieu de branchement de
P’application holomorphe propre f prés de b 2. Commengons par préciser
quelques notations et rappeler quelques faits bien connus.

Soit Q@ C C*, n > 1, un domaine de Reinhardt borné, pseudo-convexe a
bord lisse. Définissons (b Q)* par :

b)*={nebQ|m - 9 #0},

et posons pour tout n € (bQ)* :

To = {(¥1n1, €%ng, ..., e“nnn) | 6; € R}

Soit f : @ — Q holomorphe propre, on note f’ I’application linéaire
tangente & f. On identifiera f’ & la matrice [8f;/0z;].

Vi =: {reQ | det f'(z) = 0} désignera le lieu de branchement de f et
F* désignera la ki*™e jtérée de f.

On notera encore f le prolongement C*° de f & b (cf. [3]).

Pour toute fonction 7, de classe C°° et définissante pour €2, on pose :

0 rz

) ] ,
i rz,‘fz']'

Un argument classique [5] montre que 7 o f est également définissante
pour 2. On vérifie alors que

Tz

AT:—det[

Aros(2) = |det f'(2)]*Ar (£(2)) -

Pour tout p € b, on désigne par r(p) le plus petit entier naturel m
pour lequel existe un opérateur 7', tangentiel au bord d’ordre m, tel que
TAr(p) # 0. Ainsi 7 satisfait les propriétés suivantes :

1) 7 est indépendant de la fonction définissante choisie;

2) T est semi-continue supérieurement (s.c.s.);

3) 7 est invariant par biholomorphisme;

4)VpebQ:r(p) > 7(f(p)) et 7(p) = 7(f(p)) si et seulement si p ¢ T/?

Le théoréme résultera des deux lemmes suivants.
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LEMME 1.— Soit Q C C*, n > 1, un domaine borné pseudo-conveze
a bord lisse tel que T soit fini sur bS. Soit f : Q@ — Q une application
holomorphe propre se prolongeant différentiablement ¢ b Q. Si ka = Vir
pour un certain entier k. Alors Vi = .

LEMME 2.— Soit Q@ C C*, n > 1, un domaine de Reinhardt borné,
pseudo-convere & bord lisse et tel que T soit fini sur b Alors Vi C
{z1 - zn = 0} pour toute application holomorphe propre f : Q — Q.

Preuve du théoréme.— La suite (ka) est croissante. Puisque d’aprés le
lemme 2, Vi C {z1 - -+ zn = 0} pour tout k, cette suite est stationnaire. Le
lemme 1 montre qu’alors V; est vide. Cela signifie que f est un revétement
fini. Si le domaine Q est complet, il est simplement connexe et donc f est
injective. Un résultat de Pinchuk [6] stipule que cette conclusion reste vraie
lorsque b 2 est lisse méme si  n’est pas simplement convexe. O

Preuve du lemme 1.— On peut sans perte de généralité supposer que
k=1, on a alors :

Vi=Vp=VpUfi(Vy)
et donc f_l(Vf) C Vy. Supposons V; non vide et posons
I\,s = f_s(Vf) NbQ

o f73(Vy) = (fs)_l(Vf) (I\s)s>0 est une suite décroissante de compacts
contenus dans b§. Ces compacts sont non vides car sinon on aurait

f7°(Vy) € Q puis f° étant surjective, Vy C f*(f 5(Vf)) € 2, ce qui
n’est pas. Ainsi [),5¢ Ks # 0. Considérons Kg =: f=¢ ( Vf) N b, puisque
Ks C I\s, on peut trouver a € ﬂs>0.Ks En d’autres termes : 3a € b,
tel que Vs > 0, f°(a) € Vf Nb. La suite T[fs(a ] est alors strictement
décroissante ce qui est absurde. O

Preuve du lemme.— 2 D’apreés [3], f et donc det f/, se prolongent
différentiablement 4 Q. Le principe du maximum appliqué & la restriction
de la fonction (z1 - -- z) & V; montre qu’il suffit d’établir que

T/}-ﬂbQC{lez oo zp =0},

Sin e (bQ)*NVy, alors 7(n) > 7(f(n)). Par ailleurs, det f' n’étant
pas identiquement nul dans Q, le théoréme d’unicité de Pinchuk garantit
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Pexistence d’une suite () ,s,, sur Ty telle que det f'(n;) # 0 et limn;, = 7.

Ainsi, 7(n) = () = T(f(nk)) pour tout k > 1 et, 7 étant s.cs.,
7(f(n)) > 7(n). Ceci est absurde donc Vin(mQ)*=0.0

Remarque. — L’argument élémentaire suivant permet d’éviter de recou-
rir au théoréme d’unicité. On se raméne au cas d’une fonction identiquement
nulle sur T3, en remplacant la fonction ¢ de départ par un produit fini de
certaines de ses “translatées” :

N
a(z) = H f(eielk 21, ..., e zn) .

k=1

Le bord du domaine  étant régulier, il existe un voisinage V de 1 et un
réel ug > 0 tels que, aprés une permutation des variables,

(VNTy)+(u,0,...,0) CQ pour tout u € ]0, ug] (ou [—ug, 0[).

Pour tout 7 € V NTy, la fonction 2z — €Iv>(z 72y « -, TIn) est identiquement
nulle sur la couronne {|7| < |z| < [f1] + uo} (ou {|71|—uo < |2 < [M1]})
puisque nulle sur le cercle {|z| = |7j1|}. Il s’ensuit que ¢ est nulle sur la
variété totalement réelle maximale {(V N T},) + (uo,0, ..., 0)} et cela suffit
pour conclure.
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