
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

SANDRA DELAUNAY
Grands degrés de transcendance pour la fonction
exponentielle ; modification des hypothèses
techniques dans la méthode de Diaz
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 6e série, tome 5, no 1
(1996), p. 57-68
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1996_6_5_1_57_0>

© Université Paul Sabatier, 1996, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de
Toulouse » (http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1996_6_5_1_57_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 57 -

Grands degrés de transcendance
pour la fonction exponentielle;

modification des hypothèses techniques
dans la méthode de Diaz(*)

SANDRA DELAUNAY(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 1, 1996

RÉSUMÉ. - Soient u1, ..., un (resp. t?i, ... , , vy,.t) des nombres com-
plexes linéairement indépendants sur Q. Nous otenons ici, à partir des
méthodes développées par Guy Diaz, de nouvelles minorations du degré
de transcendance sur Q de la _ n , 1 _ j _ ~} sous
de nouvelles hypothèses techniques.

ABSTRACT. - Let U1, ..., un (resp. ..., be complex numbers
linearly independent over Q. We obtain new bounds for the transcendence
degree over Q of the family {euivj |1 ~ i ~ n, 1 ~ j ~ m} under new
technical hypothesis in Guy Diaz’s methods.

1. Introduction et énoncé des résultats

Soient ui, ..., un (resp. fi, ..., vm ) des nombres complexes linéairement
indépendants sur Q.

Notre but est d’obtenir des minorations du degré de transcendance sur
Q de la famille ~ 1  i  n, , 1  j  m~ et, plus particulièrement,
d’affaiblir les hypothèses indésirables qui apparaissent dans les démonstra-
tions. En effet, toutes les méthodes permettant d’obtenir de grands degrés
de transcendance nécessitent des hypothèses quantifiant l’indépendance li-
néaire des ui (1 ~ i ~ n) et des vj (1  j  m), hypothèses qui ne sont pas
nécessaires pour les degrés de transcendance 1 et 2. Les derniers résultats
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et les meilleurs actuellement sont ceux de Guy Diaz qui obtient en 1986 la
minoration suivante

À partir de ce travail de G. Diaz ([D1],[D2]) et en utilisant un critère pour
les mesures d’indépendance algébrique dû à P. Philippon [P2] (voir aussi
M. Ably [A]), nous allons montrer que l’on peut, ou bien dans certains cas,
obtenir les mêmes minorations, mais en supprimant l’hypothèse technique
portant sur une partie des uç (1 ~ i ~ n) ou des vj (1  j  m), ou bien
obtenir une meilleure minoration en remplaçant une partie de l’hypothèse
technique par une hypothèse inverse. L’outil principal de ces démonstrations
est le critère d’indépendance algébrique de P. Philippon qui consiste à
utiliser une suite de familles de polynômes de taille contrôlée prenant des
valeurs "petites" au point w = (eu1 ~’1, ... et sans zéro commun

dans une boule centré en w ; ce dernier point se démontre à l’aide d’un
lemme de zéros.

1.1 Notations et définitions

~ = (ui,..., un) e = (~i,..., e c~.

. Pour  E H = 
2022 Pour il 03BB . u = 03BB1u1 + ... + .

2022 Pour  E = + ... + .

. Pour un polynôme P E ..., Xd], , on note H(P) sa hauteur
naïve, c’est-à-dire le maximum des valeurs absolues de ses coefficients.

. Pour P E Z[Xi, ... , , X d ~ , on note t ( P ) sa taille, c’est-à-dire dO P +
h(P) , h désignant la hauteur logarithmique absolue non invariante telle
qu’elle est définie dans ou [P2].

2022 Pour J un idéal pur de Q[Xi, ..., Xd ] et 03C9 un point de Cd, on note
!/(~)! I ce qui est défini dans [PI] sous la notation on note

également T(J) la taille de l’idéal J (cf. également (N l~ , [N2] et (B 1~ ) .

1.2 Le théorème de Diaz 

’

THÉORÈME ([Dl]). - Soient ul, ... , un (resp. vl, , ... vm) des nombres
complexes linéairement indépendants sur Q on note w = (eu1 v1 , ... .

On suppose que ces nombres vérifient les hypothèses "techniques"
HT(n, m) suivantes :



a) il existe X (u) > 0 tel que pour tout À E À ~ 0, et tout X > X (u)
on ait :

~~1 ~ u) > exp dès que ~a~  X ;

b~ il existe a > 0, X (v) > 0 tels que pour tout ~c E ~ "~, ~c ~ 0, et tout

X > X (v) on ait :

max exp (-aX log X ~ dès que ~  X ;

Alors, dès que mn > m + n on a :

[ ] ~ désigne la partie entière.

Sa démonstration consiste à construire une suite de famille de polynômes
satisfaisant les hypothèses nécessaires au critère de P. Philippon. ,

Pour tout entier X assez grand, il obtient une famille ... )
vérifiant pour j = 1, ..., r(X) : :

~  

. log 
i 
max (  log X, >

2022 les polynômes sont sans zéro commun dans la boule de centre 03C9
et de rayon p = exp log X ~ .

La majoration de I se fait par une extrapolation ; si M et

Mi sont deux entiers vérifiant M  Mi, une fonction "petite" sur

E(M) = reste "petite" sur E(M1) =
v1 + ... + m vm  à condition de faire une hypothèse tech-

nique sur les 1  j  m.

C’est un lemme de zéros dû à P. Philippon [P3] qui permet de montrer
que ces polynômes sont sans zéro commun au voisinage de w ; l’existence
d’un zéro commun à la famille considérée entraîne celle d’un polynôme non
identiquement nul s’annulant sur l’ensemble suivant :



où M est un paramètre réel et ... , , eznm un point de "proche"
de w . Le lemme de zéros affirme alors qu’il existe un sous-groupe algébrique
connexe G’, du groupe multiplicatif (Gm)n, contenant "beaucoup" de points
de r(M). Ce qui implique l’existence de relations linéaires sur les z2~ qui vont
contredire les hypothèses techniques faites pour cela sur u = (ti, ... , un)
et v = (vi , ..., vm).

Ainsi dans la démonstration de Diaz, il apparaît des hypothèses tech-
niques lors de deux étapes distinctes.

1.3 Minoration du degré de transcendance sous de nouvelles
hypothèses. Énoncé du théorème

Nous noterons HT(n’, m’) l’hypothèse technique portant sur des familles
de n’ et m’ nombres extraites de u et v respectivement.

THÉORÈME . Soient ui , ... (resp, v1, ... vm) des nombres com-
plexes linéairement indépendants sur Q, u = (u1, ... , un), v = (vi ... , v?.,2 ),
w = (e~‘1~’1, ..., Soient m’ et n’ vérifiant m~  m et n’  n. Sous

l’hypothèse m’), on a, lorsque m~n~ > m’ + n’,

dans les deux cas suivants- :

où ~ ~ désigne la partie fractionnaire ; ;

b) (hypothèse technique "inverse "~ s’il existe une infinité d’entiers N et
une infinité de familles d’entiers ... , satisfaisant : :

où ~ est une mesure d’indépendance algébrique de ca en dimension
k = ~m~n’~(m’ + n’)] - 1. .



2. Les outils de la démonstration

2.1 Mesure d’indépendance algébrique

DÉFINITION . Soient c,~ E ~ II8+ -~ Il8+. On dira que ~ est une
mesure d’indépendance algébrique de en dimension k sur Q si, pour tout
idéal pur J de dimension k de ... , Xd ~, on a

où T(J) désigne la taille de l’idéal J 

2.2 Un critère pour les mesures ( ~A~ )

CRITÈRE .- Soient w E E {0, ... , d - 1}, U : R+ ~ R+
une fonction continue et strictement croissante. On suppose qu’il existe
Co  1 et No > 0 tels que, pour tout réel N > No, il existe un idéal

~N = (~N,1 ~ ~ ~ ~ de ~ .. , Xd ~ vérifiant les conditions
suivantes :

1~ l’ensemble des zéros de IN dans la boule de Cd de centre w et de rayon
est vide,

~~ pour tout j, 1  j  m(N), I ~N,~ (w) I  ,

3) pour tout j, 1  j  m(N),  N.

Alors, si V désigne la fonction inverse de U, il existe CI = c1 (co, d, k) tel
que la fonction définie par

soit une mesure d’indépendance algébrique en dimension k de w.

Application. - Si u1, , ... , un (resp. vl, ... Vm) sont des nombres com-
plexes linéairement indépendants sur Q vérifiant les hypothèses techniques
du théorème de G. Diaz et si mn > m -~- n, alors, en appliquant ce critère, on
obtient une mesure d’indépendance algébrique de w = (eul vl , , , , . , eunvm )
en dimension k pour k ~ [mn / (m + n)] - 1 ;



~ si mn/(m + n) = h + 1, la mesure est donnée par la fonction

. si mn/(m + n) ~ h + 1, la mesure est donnée par la fonction

où a = mn/ ~mn - (m/n)(k + 1)). .
Remarquons que la mesure obtenue n’est bonne que lorsque

2.3 Le lemme principal

LEMME . - Soient w E Cd el k E (0, ... , d - 1) . Ùn suppose:

1 ) qu’il existe une mesure d’indépendance algébrique çl de w en dimension
k,

2) qu’il existe une constante c = c(w, d) > 0 et une fonction continue et
strictement croissante U : R+ - R+ vérifiant lim U (N) = +~ quand
N tend vers l’infini et telle que pour une infinité d’entiers N, il existe

un polynôme PN e Z[Xi, ... , Xd ] de taille > N, satisfaisant

Démonstration. - L’existence d’une mesure d’indépendance algébrique
de w en dimension k nous assure que

Si l’inégalité est stricte, il n’y a rien à démontrer ; supposons donc

deg = k + 1.



Notons le point ( 1, wi , ..., wd) de (C~~~ . Il existe alors un idéal premier
homogène Z de Z[Xo, Xi, ..., Xd ~ de dimension k + 1 tel que Q(w) = 0
pour tout Q E I.

Soit A un entier qui sera choisi suffisamment grand ; par l’hypothèse 2),
il existe N > A et un polynôme PN de taille  N tel que 0.

Considérons h PN l’homogénéisé de PN. L’idéal JN engendré par T et ~ PN
est donc de dimension k. D’après le lemme 11 de [N3], il existe un idéal

homogène pur IN de ~ Xl ... , , Xd ~, de dimension I~, des constantes
positives ci et c2 dépendant de w tels que

D’où l’on déduit de l’inégalité de l’hypothèse 2), l’existence d’une constante
c3 (c,~ ) > 0 telle que

D’autre part, de la mesure de l’hypothèse 1), on déduit l’existence d’une
constante c4 (c,~ ) > 0 telle que

Or, ces inégalités sont contradictoires quand N tend vers l’infini, ce qui
démontre le lemme.

Remarque. . - Dans ~N4~, Y. Nesterenko utilise le même type de raison-
nement pour obtenir, à partir d’une mesure d’indépendance algébrique en
dimension r - 1, un degré de transcendance supérieur ou égal à r + 1. Dans
ce même texte, il obtient les mêmes minorations que Diaz, mais avec des
hypothèses techniques plus fortes.

3. Démonstration du théorème et corollaires

Démonstration. . - On distingue les cas 1) et 2).

Premier cas. - Compte tenu de l’hypothèse HT(n’, m’), on a par la
construction de Diaz des polynômes ..., ] (donc aussi dans

-’~ Yn,m]) qui vérifient les conditions du critère énoncé dans le

pagraphe 2 avec k + 1 = [m’n’ /(m’ + n’)] et, par conséquent, fournissent



une mesure d’indépendance algébrique de 03C9 en dimension k = +

n’)] - 1. Cette mesure est donnée par la fonction rj;(T) = avec

Considérons les polynômes ..., construits par G. Diaz
pour le point w . On ne prend plus en compte tous les polynômes construits,
mais uniquement ceux qui vérifient = 0 pour ~~  M (M  Mi ),
il n’est plus alors nécessaire d’avoir l’hypothèse technique sur v lors de
l’extrapolation ; en effet, la fonction que l’on construit dans ce cas est nulle
sur E(M) et donc "petite" sur sans condition sur la répartition
des points. De plus, le lemme de zéros permet de montrer, là encore sans
hypothèse technique, mais en utilisant seulement l’indépendance linéaire des
u2 1 ~ i ~ n, et des , 1  j  m, qu’il existe un indice Il E  Ml, ,
tel que ~~,~ (w) ~ 0. Quitte à réindexer nos polynômes, on obtient ainsi une
suite (~~) N»4 E ~ ~ X1,1, ... Xn,m], et une constante c = c(u,v,m,n)
vérifiant 

_ 
o , ,

La condition

implique alors

et le lemme précédent nous donne la minoration attendue.

Deuxième cas. - On a toujours une mesure d’indépendance algébrique
~ en dimension k = ~m‘n‘/(m‘ + n’)] - 1. L’hypothèse "inverse" faite
sur u va nous fournir les polynômes PN permettant d’appliquer le lemme
du paragraphe précédent. En effet, on suppose que pour N suffisamment
grand il existe des entiers ..., a N,n satisfaisant

Soit E’ (resp. l’ensemble des 1  i  n, positifs (resp. né-
gatifs). 



Pour j, , 1  j  m, considérons les polynômes suivants :

Il existe j, 1  j  m, tel que 0 ; en effet, si pour 1 ~ j2  m,
on a

alors, il existe k1 et tels que

ce qui contredit l’indépendance linéaire sur Q des ur, 1 ~ r ~ n, ou des vj,
1 jm.

Quitte à réindexer les polynômes PN,j, , on peut supposer par exemple
(cv) ~ 0 et c’est alors, avec les polynômes P~ = que l’on applique

le lemme qui permet de conclure. En effet, on a

d’où l’existence de constantes ci (u, v, m, n) > 0 et c2 (u, v, m, n) > 0 telles
que

Remarque. - Lorsque m’n’ /(m’ + n’) est entier, l’hypothèse technique
"inverse" que l’on est amené à faire est extrêmement contraignante compte
tenu de la médiocre mesure dont on dispose ; cependant, même dans le cas



où m’n’ /(m’ + n’) n’est pas entier, il y a encore un "trou" entre l’hypothèse
technique usuelle et cette hypothèse technique "inverse", le "trou" étant

d’autant plus important que la différence m’n’ /(m’ + n’) - ~m’n’/(m’ + n’)]
est petite. Ajoutons que la condition sur m, n, m’ et n’ pour que l’hypothèse
"inverse" soit vraiment le contraire de l’hypothèse usuelle est contenue
dans la condition 1) de la proposition, cas pour lequel aucune hypothèse
supplémentaire n’est nécessaire. Notons que, lorsque ~m’n‘/(m’ + n’)] =
[mn/(m+n)] , la minoration du degré de transcendance que l’on obtient avec
cette hypothèse "inverse" est meilleure que celle obtenue avec l’hypothèse
technique usuelle, ~mn/(m + n)~ + 1 au lieu de [mn/(m + n)~ .

COROLLAIRE 1.2014 Soit n un entier impair. Soient ui, ... un (resp.
vi, ... , des nombres complexes linéairement indépendants sur ~ .
Sous HT(n, n - 2), on a

Démonstration. - On applique le théorème précédent avec m = n - 1,
n’ = n et m’ = n - 2. On a

il suffit alors de vérifier que

or, cette inégalité est équivalente à 3 ~ 2.

Remarie. 2014 On obtient ici la même minoration que Diaz, mais l’hypo-
thèse technique porte sur un nombre de moins.

COROLLAIRE 2.2014 Soit n un entier impair. Soient ui, ...2c2n (resp.
~l) ’ ’ ~ des nombres complexes linéairement indépendants sur ~. Sous

HT(n, n), on a



Démonstration. . - On applique le même théorème en vérifiant que

et cette inégalité est équivalente à n > n.

Remarque. - Sous HT(n, n), on obtient un degré de transcendance
> (n + 1)/2 là où Diaz obtenait (n - 1)/2 ; il nous a fallu pour cela prendre
deux fois plus de ui et de v j, mais les hypothèses techniques ne portent que
sur la moitié d’entre eux.

COROLLAIRE 3. - Soient u1, ... un (resp. v1, ... , vm) des nombres

complexes linéairement indépendants sur ~. Si m > n(n - 1)~, alors, sous
HT(m, n - 1), on a

Démonstration. - On utilise le théorème avec n’ = n - 1. Notons que
dans ce cas [m(n - 1)/(m -I- n - 1)] = n - 2, on obtient donc un degré de
transcendance > n - 1.
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