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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 1, 1996

Régularité de la solution d’un probléeme mélé
dans un domaine polygonal ou polyédral(*)

JokLLe Baiwer®

RESUME. — Nous montrons la régularité H*(Q2) pour tout s < 1+ /2w
de la solution d'un probléme aux limites elliptiques avec conditions mélées
de type Dirichlet-graphe maximal monotone au voisinage d'un angle non
convexe d’ouverture w. Le méme résultat est obtenu au voisinage d’une
aréte dans un ouvert polyédral de R3.

ABSTRACT.— We prove a regularity result in H*(2) for every s <
1 4+ n/2w for the solution of an elliptic boundary value problem with
mixed boundary condition : Dirichlet-maximal monotone graph near a
non convex angle of measure w. The same result is proved near the vertices
of a polyedral open set in R3.

1. Introduction

1.1 Le probléme en dimension 2

Soit € un ouvert plan polygonal de frontiére

r={Jrn)ulUrs], DuG=1[1,N].
1€D JEG
On considére le probléeme
Nu+tu=f ()
u=0 (T;),ieD

_6_1/j € Bi(v) (Ty),j€C

(P)

(*) Regu le 2 novembre 1993

(1) Département de Mathématiques, 22, B.P. 582, Abidjan (Cote d'Ivoire)
Adresse actuelle : Mission francaise de Coopération et d’Action Culturelle
B.P. 2175, Brazzaville (Congo)
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0/0v; désigne la dérivée normale a I';, orientée vers 1’extérieur de 2. Pour
tout j € G, B : R — 9R est un graphe maximal monotone (Brézis
[3]) différent de celui correspondant a la condition de Dirichlet (& savoir
B(0) =R, 4(t) =0sit#0).S; = (T;)N(Tj1) est un sommet de Q et on
note par w; la mesure de ’angle intérieur a Q; au point S;.

Il est bien connu que ce probléme admet une unique solution variation-
nelle dans H(f2) et que de plus & Pintérieur de 2 la solution a la régularité
H?. La régularité de u dépend donc de sa régularité au voisinage des som-
mets du polygone. On s’intéressera plus précisément ici & la régularité de
la solution au voisinage d’un sommet S;, dont I’angle w; est non convexe
(w; > ) avec des conditions aux limites de type mélées (en S;, I'; est tel
que i € D, T4y est tel que i +1 € G). La contrainte 7/w < 1 permet-
tra d’obtenir Iinclusion H1*+(7/ 2“’)'5(9) C Wiﬁ /2W(Q), il sera alors licite
d’appliquer la proposition 2.1 & u.

S

(3)

Fig. 1
@) -pemE () -2 emw
@ -Zemt) O -z €hl)



Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

Pour les autres sommets du polygone ne rentrant pas dans ce cadre on
supposera qu’on a la régularité H?, il suffit pour cela que w; < = si I'; et
T;41 sont tels que 7 et ¢ + 1 appartiennent & D ou bien w; < /2 si T'; et
T';+1 sont tels que 7 et ¢+ 1 appartiennent a G.

En posant
W= max jw;|w;>T
ie[l,N]{ ilwi }

on a
L2_7\_/2w(§2) = {f eD'(Q) | ] |r_7r/2“’f|2rdr dé < +oo}
Q

7, 0 désignant les coordonnées polaires, on prouvera le résultat suivant.

THEOREME 1.1.— Pour tout f dans LZW/ZW(Q) la solution u de (P)

appartient ¢ H*(Q) pour tout s < 1+ w/2w.

Dans le cas ou f;4; est le graphe correspondant a la condition de
Neumann (4(t) = 0, Vt € R) (probléeme mélé Dirichlet-Neumann), la
solution a la régularité H*+(7/2%) (Grisvard [1]).

Dans le cas ou f;41 est le graphe correspondant a la condition aux
limites de Signorini (8(t) = @sit < 0, 8(0) = ] — o0, 0[, B(t) = 0 si
t > 0)(probléme mélé Dirichlet-Signorini), la solution a encore la régularité
H*H(7/2) (Moussaoui [5]).

Le résultat démontré pour 7 < w < 27 est donc le meilleur possible.

Compte tenu des inclusions des espaces de Sobolev avec poids (Avantag-
giati [4]) on a :

Lg—w/2w(Q) C L2(Q) - Lz—(r/?w)+1 ()

grace aux théoremes d’immersion des espaces de Sobolev on déduit le
résultat suivant.

ProPOSITION 1.1.— Pour tout f dans L(“iﬂ_/zw(Q) la solution u de (P)

appartient @ Uespace de Holder C%%(Q) pour tout o < 7/2w.

——
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1.2 Le probléme en dimension 3

Soit @ un ouvert de la forme © x ]0, h[ ou € est un ouvert polygonal
du méme type que celui considéré en dimension 2 et

I'= (U I‘z) U U FJ
i€D JjEG
la frontiére de Q.

On consideére le probléme :

—Au+u=f (0O=Qx]0,h[)

u=0 (G:=T; x10,R[UQx{0}UQ x {h}),i€D (P)
Ou

—2—€Bi(w) (G;=T;x]0,h[),j€C.

ov;
Az
|/

( A \

y h
‘\ //f
N/ S
gir 1
—>
0 y
N,
\i
p
A%
Fig. 2

On s’intéresse aux diédres non convexes du polyédre (w; > w) et on
supposera que sur les faces de ces diédres les conditions aux limites sont
mélées : G; est tel que ¢ € D, G; 41 est tel que i +1 € G, 3; est un graphe
maximal monotone distinct du graphe correspondant a la condition aux
limites de Dirichlet comme dans le cas de la dimension 2.
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Au voisinage des autres arétes du polyédre, on suppose qu’on a la
régularité H? de la solution variationnelle u de (P) de la méme maniére
qu’en dimension 2.

On prouvera le résultat suivant, ot w = max;e[; ,N]{wi |w; > 7}

THEOREME 1.2. — Pour tout f € L2(]1, h[,L? /%(Q)), la solution u
de (P) appartient & H*(O), pour tout s < 1+ (7/2w).

2. Inégalités de type Poincaré

2.1 Inégalité de type Poincaré dans un secteur angulaire

Soit
={(r6)|0<r<0,0<f<w}

et
I'={(r,§)|r=Rouf=0}, I'=0%.

Soit

W;/Z(E) = {u eD'(%) ‘ / u?r® de < 400 et / |Vu|2r°‘ dz < +oo} .
b)) z
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PRrROPOSITION 2.1.— Soit « € R, o < 0. Pour tout
ueV={ve W;/z(E) |v=0 surI'}

on a

4
2, 0—2 2
/Eu re dzﬁm/EIVul r®dz.

Démonstration. — Par densité il suffit de démontrer cette relation pour
des fonctions de C%(T) (Avantaggiati [4]).

Considérons la forme bilinéaire continue et coercitive sur V :
—_— —_—
a(u, v) :/ Vu-Vvr*de.
z

Compte tenu de la formule du Min-Max (Dautray-Lions [6]), trouver la
meilleure constante telle que I'inégalité annoncée ait lieu est équivalent &
trouver la premiére valeur propre non nulle du probléme suivant :

L div(r(Fw) =2 (5)
u=0 (r
g’s =0 (/1.

En coordonnées polaires

ou ou &

1
oz tlatra-+ o0

ro—2

div (r°‘($u)) =r?
Considérons 'opérateur :

A:H2(0,w]) — L2(J0, w])
80—>—90”

de domaine

D) ={p e H2(0,w[) | 9(0) =0, ¢'(w) =0} .

2 1
sok(e)=\/gsm(k+§) ga, EEN,

- 10 -
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forment un systéme orthonormé de L2(] 0, w [ ) qui diagonalise A, les valeurs
propres correspondantes étant

1\? =2
Aa=lk+=-] —=.
k ( +2) w?

En développant v selon cette base v(r,0) = >, vk(r)pi(6), et grace a
Iidentité de Bessel :

/wlv(r, 0)‘2 dé = Z|vk(r)|2
0 k

/Ow|v1;(r, 6)|* d6 = /Ow ( 2) df

2 ﬂ.2
=X (lvur)l"’ + 5 (k+3) ;fsw)l’*)
k

v |?

ar

1o
r 00

R rw 9 R )
/0 /0 le(r,H)l re d0rdr22/0 ra|v;c(r)| rdr+
k

Si vg(0) = 0, @ < 0 en appliquant une inégalité de Hardy & chaque vy
(Kondratiev [2]) :

R 4 R
/0 r°‘_2|vk(r)|2rdr§ a—2/0 ro‘]v;c(r)ﬁrdr

alors
R j(w 9 (12 R ) )
[ 1ot o aorar 50 [*ro2porars
k

2 R a2 2
+4w—22k:/0 r ’vk(r)l rdr;

finalement

-2 2 4 2
/Era v(r,6)] dxﬁm—)érﬂVv(r,ﬂ)l dz .

-11 -
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Il reste & démontrer que v;(0) =0,V k € N,

R
/ [Vo|?r® dz < +00 = E / r"‘lv;c(r)|2r dr < o0
z 0
k

R 2
=>/0 r®|vi(r)|"rdr < +o0.

En écrivant vx(t) = fj v}(r) dr, alors

t2
/ vi(r)dr
t

1

ok (t1) — vi(t2)| = <

< /tz r(a+1)/2|v;c(7”)|7"—(a+l)/2 dr
t

1

1 1
to 2 t2 2
S(/ r°‘|v§c(r)|2rdr) (/ r_(o‘+1)dr) =
1 21
o [+ % t
5% 4T 2
= (————2 1 ) (/ r"‘lv/',c(r)|2rdr>
—« t

sachant que a < 0, |t; — 2| — 0= |vk(t1) - vk(t2)| — 0 et la continuité de
v(t) sur [0, +oo[ résulte du critére de Cauchy.

Si v1(0) # 0, de la continuité de vg en zéro on déduit Pexistence d’un
n>0tel que Vrel0,n]

lox(r)| > %|Uk(0)|

et

n 2
/ ro= 2oy (r)Prdr > (% |"k(0)|> / ré7ldr=+too car @ <0,
0 0

ce qui est contradictoire avec ’hypotheése.

-12-
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2.2 Inégalité dans un diédre de R3

En coordonnées cylindriques, soit :

S={(r8,2)|0<r<R,0<f<w,0<z<h},
S=¥x]0,kh[, G=T'x]0,h[,

V = {u € D'(G) | pour tout z € ]0, h[, u(r, 6, z) € W;/2(E)}.

Fig. 4

PROPOSITION 2.2.— Soit « € R, o < 0. Pour tout u € H(S) tel que
pour chaque z € ]0, h[, u(r,6,z) €V, on a :

4

2 a—2 2 o

< - - \v4 .
/UT dl’ ) (2/ 2)/I ulT' dx

Démonstration. — Le résultat est évident.

-13 -
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3. Le probléme en dimension 2

Le probléme approché
Soit )
Bix = X(id‘l')\ﬂj)—l , A>0,
les régularisées de Yosida du graphe §3; (Brézis [3]). Pour tout A > 0, 5; 5
est une fonction lipschitzienne croissante telle que 3; 3(0) = 0.
Le probléme approché :
—Auy+uy=f (9
uy=0 (T3) (Py)
Ouy _ I
- =Bia(wn) (T5)

admet une unique solution variationnelle uy dans H!(f).

3.1 Régularité de la solution u) de (P))
Pour pouvoir appliquer la proposition 2.1 & u) il est nécessaire d’avoir
un peu plus de régularité sur celle-ci.

(Py) est un probléme de type mélé non homogene et sachant que
uy € H1/2(I‘j) et f3;  est lipschitzienne, §; \(u») € Hl/Q(I‘j).

Le polygone présente deux types de sommets :
e les sommets prés desquels 'ouvert est non convexe; les conditions aux

limites sont telles que les conditions de “raccord faible” (Grisvard [1])
sont satisfaites, en effet la condition :

do<+ocopourl<j<N

/51' 1B (ur(z;(0))) — Bivin(ur (i (=)
0

o
devient
2
/67 Iﬂj,A (ux (xj(a)))l do<+o00 pourl<j<N
0 g o

car sur 41 on a uy = 0; ce qui exprime seulement que Bia(uy) €
HYA(T;);

- 14 -
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o les sommets prés desquels les conditions aux limites ne sont pas du
type Dirichlet-graphe; ’angle est tel que la régularité H? est assurée.

Loin des sommets il est bien connu que u ala régularité H2. Au voisinage
V; d’un sommet S; d’angle w; ou le probléme est mélé, la solution u) a une
partie singuliére qui est de la forme :

esiw, € |m,2r]\ {37/2},

/2% o5 g 4 37/ 25 o 37 6 € HU2)=e(yy - g5 0;
2w; 2w;

e siw; = 37/2,

r{logrcosf — fsin8} € H25(V;), e>0.

Etant donné qu’on a supposé que w; < 7sijet j+1€D, ouw; <7/2
sijet j+1€N de telle sorte que uy € H? au voisinage de ces sommets,
et en appelant w = maxw;, on a au moins uy € H*+(™/2w)~¢(Q),

En utilisant les inclusions des espaces de Sobolev avec poids (Avantaggiati

[4]) :

H1(m/20)=2() Wf;f/%(sz) =

{u eD'(Q) | / |Vu|2r_”/‘” dz < 400, / u|2r~"/% dz < +oo} .
Q Q

3.2 Estimations sur u)

Soit S un des sommets de . Quitte 4 faire une translation et une rotation,
ce qui laisse le probléme invariant, on peut supposer que S est 4 l’origine des
coordonnées et que au voisinage de S,  est inclus dans un secteur angulaire
d’ouverture w. ¢ étant une fonction de troncature convenable, vy = ¢(r)uy
est solution de :

—Avy+uvy=g (%)
vy =0 Tryu Fo)
6’())\
—===¢B(uwy) (T2)
ou ) 5
u)
1=of + (04 55 0) w4200 2 € 12

~ 15—
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car uy € H1,
E={(r0)|0<r<R,0<0<uw}
To={(r,0)|r=R,0<0<w}
Iy ={(r6)|60=0,0<r<R}
Ig={(r,0)|6=w,0<r<R}.

Premiéres estimations

Par souci de clarté nous omettrons I’indice A pour v et v. En multipliant
I’équation par r®v et en intégrant sur €2 :

/ (—Av+v)r*de = / |Vo|2r™ dz — l/ v? Ar®dz +
b b 2Js

+l gﬁv2da+/ 28y (u)ur® do
2 Jr Ov 1'*280 A
+/v2'rad:c,
2
or o
l—v2d0'=0
T Ov

et () étant une fonction croissante telle que 3)(0) = 0,

[ i 20
r

2

d’autre part, Ar® = o?r®~2, Finalement

2
/|Vv|2r°‘da:—g—/ v2r""2d:c+/ v2r® de/gvra dz .
> 2 Js > >

En utilisant la proposition 2.1 (ce qui est possible si @ > —7/w), on
obtient :

4 o? 2 2
(- ) L7l des [ des g aa.

4 o? T
——>0<=>|a|<;.

e ——
a?+m2jw? 2

- 16 -
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Sous cette contrainte pour «, on obtient :

/EIVv|2r°' szCl(a,w)/zgzrad:c (3.1

/v2radx§Cz(a,w)/ g?r®dz (3.2)
z =

et en utilisant de nouveau la proposition 2.1

/ v?re"2dz < Cg(a,w)/ ¢*rode, (3.3)
z p}

C1, C2, C3 sont des constantes ne dépendant que de a et de w (et non de A).

Quotients différentiels radiauz

Nous allons maintenant utiliser une technique de quotients différentiels
adaptée a la géométrie de ’ouvert.

Posons
v(rel, 0) — v(r,0)
vh — h bl

v}, est solution du probléme :

. r2e2hg(rel ) — r2a(r
—Avh+vh=ri2 g ,z) g(r,6)
= 5 (%), ()
v(rel,0) — v(r
J (0= L0200 ) (P
eh u eh - u
wn(,0) = EREIRLD = pBIRD) -
v u(reh - u(r,
\ —%‘UE — Sa(r)ﬁ/\( ( ’0))’7’ ﬂ)\( ( 0)) (FZ)'

e La condition aux limites sur 'y pour v étant de nature différente de
la condition aux limites sur I'; pour v (ou ©) on est amené & calculer de
nouveau le produit

/ (—Auvp, + vp)vpr® de
b))

-17 -
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et en tenant compte des conditions aux limites on obtient :

/ (—Avp +vp)vpr®de =
b

= /E|Vvh|2ra dz — %2/2 v,%ro‘_2 dz +/Ev,21r°‘ dz +
+ hl-3 . o*(r) (ﬂA (U(reh,w)) — B (u(r,w))) (u(reh,w) —u(r,w)) do.

Cette derniére intégrale de bord est positive pour tout graphe monotone 3,
en effet si ) est son approchante de Yosida, on a :

V(s,1) €RE, (Ba(s) = Br(®)(s — 1) 2 0.

D’autre part, v appartenant 2 H1(Z) (puisque v € H1(X)) et vérifiant
vy, = 0 sur T'g UTy, on peut lui appliquer la proposition 2.1; d’ou, avec
la| < m/w :

1
C4(a,w)/ leh|2r°‘ dz +/ vir®dz < / w3 (ng)hvhr"‘ dz  (34)
z z =
ou C4(a,w) est une constante indépendante de h et de A.

e Nous allons maintenant chercher une majoration de la norme de
(1/r*)(r?g), indépendante de h.

Par densité, il suffit de considérer le cas ol g € D(X). Posons y(t) =
e2thg(reth 6) alors

7’(t) =2h e2thg(reth, 6) +rh e3th%q (reth, 6),
r
et

e?hg(reh —g(r - 1
(%), = g ,Z) 9 ,9):7(1)h7(0) =%/0 V(1) dt

1
= / (2 e2thg(reth, 6) + re3thg—‘z (reth, 0)) de.
0

Soit w € D(T), on a

*d
\/ﬂry wr® de

= // (262thg(reth,0)+r63tha—g(reth,0)) wr® dtdz
¥ Jo 61”
1
<2 ‘/ / 2 g(ret, O)w(r, 6)r® dz dt| +
¥ Jo
Vo stn09
+‘// re3th = (reth 0)w(r, §)r® dwdt(
rJo or

~18 -
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g .

et
1
h// e2thg(reth,0)w(r,9)r°‘ d:cdt‘g
zJo

1
1 z
S(// |r(°‘/2)+1e2thg(reth,0)!2rdrd6’dt> X
xJo

1

1 2

x(// |r(°‘/2)_1w(r,0)|2rdrd0dt) .
£Jo

Posons p = ret* dans la premiére intégrale du produit. Ce changement de
variable laisse globalement invariant le secteur ¥ d’ot :

1
// |r(°‘/2)+162thy(reth,0)|2rdrd0dt=
2Jo

1
=/ e“’”’h/ |/ D+1g(p, 6)*pdpadt
0 Zn
et finalement :

1
’/ / e2thg(reth,0)w(r, 6)r® dz dt’ <
2 Jo

< Sup(1, e_aR)“T(a/z)Hg”Lz(z) ”T(a/z)—l'””m(z) ~

¢ En utilisant le méme changement de variables que précédemment :

Voath09  th
/ / re”" —= (re"", 0)w(r, )r* dz dt
T Jo or

1
/E /0 pg—i(p,9)w(pe'th,€)e"“thp“pdpd0dt’
h

1
= ’—/ / e~oth ((a +1)p%w(pe~t 6) +
Xy JO

+ pot1 %15 (pe™h, 0)6'"‘) 9(p,0)pdpdd dt +

1
+ [ [ et e o)a(p,0) a0
'y JO

- 19 -
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sur Tg 5, g(p,0) = 0 a cause de la fonction de troncature ¢(r); sur 'y et
T2 1, vp = 0; P'intégrale de bord est donc nulle. Majorons chacune des deux

intégrales sur Xy, :

1
‘ / / e~ p%w(pe=, 0)g(p,0)p dpdo dt‘s
Xy J0

DO

1
< (/ / le_athp(a/z)—IW(pe—th,0)|2pdpd9 dt) x
Zp JO

1

1 2

([ 6905, pdpag at)
Zp J0

en utilisant le changement de variables inverse dans le premier terme du
produit :

< Sup(l, e_aR)||"(a/2)_lw"L2(z) ||"(a/2)+19”1;2(>:) :

De la méme fagon

1
{ / / e'("‘“)thp"‘“%B(Pe’th,ﬂ)g(p,f))pdpdf)dt‘S
2hJO P

<(Lf
1
X </Eh ]Ollp"”g(p, 8)|*pdpdo dt)2

< Sup(1, C'O‘R)“”aﬂvwnm(z) |l"(a/2)+lgl|L2(z) :

) 2 7
e_(afl)thpa/zg_z(pe-th,g)’ pdpdedt) X

Par densité, on peut appliquer le calcul précédent a vp; on obtient en
regroupant les différentes majorations obtenues :

<

1
’/E 2 (r2y)hvhra dz
< Sup(1,eFy {(a +3)|| (/D= 1y, ”Lz(z) + ||’°a/2V”h“L2(E)} X
(«/2)41

x |r 9nL2(>:)~

~90 -
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Enfin en appliquant la proposition 2.1 & vy, on obtient :

1
érz (r? 9),vrr® dz

< K(e, w)ll”a/2vvh||L2 > ||"(a/2)+19”L2(2) (3:5)

ol
- -aR 4 )
K(a,w) =Sup(l,e )<a2+7r2/w2 (¢+3)+1

est indépendante de h et A.
En reportant (3.5) dans (3.4), on obtient :

||’"a/2vvh||1;2(z) < 05(6"“’)||"(a/2)+19||L2(2) (3:6)

ou Cs(a,w) est indépendante de h et A.
Sachant que
I{i—l% %(v(reh, 8) — v(r,0)) = r%:—). (r,6),

quitte & extraire une sous-suite par rapport & h et compte tenu de ’unicité
de la solution de (P ) on en déduit que :

rol 2y (%%) € LX(%)

rol/2 <r6_v+8v) GLZ(E) et C'/Z

521 3 € L*(D);

or 66
sachant que 7%/29v/8r € L*(X), on obtient finalement :

o/ 9%

2 < Cs(er, @) [r(*/ D g]| 5,

L3(x)

ple/2)+1 (1 _0v_
r Ordé

Revenant & I’équation et en utilisant les majorations précédentes :
rl@/D+1g ¢ [2(5) = p(/DHY Ay +v) € LE(E)

2
pla/2)419%Y

< Cs(a, w)”r("‘/2 )+1

12(5) 9ll2(s) -

=

(af2)+1
S Ce(a, w)|r 9l L2z

ou Cs5 et Cg ne dépendent que de o et de w.
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3.3 Espaces de Sobolev avec poids

En regroupant les différentes majorations obtenues :

02,2
v € Wia2+1(E) = {v€D'(T)| r@/D-1y ¢ L2(2), r*/?Vu e L}(T),

r(@/H1p2y e L2(5)}
et ‘
||”||W(Zj/2)+1(z) < C(a,)[r* gl oz

or compte tenu des théorémes d’immersion dans les espaces de Sobolev avec
poids (Avantaggiati [4]),

0 2,2
W(a/2)+1(2) — Hl—a/2(2) )

on avait comme contrainte |a| < 7/w d’oli
—r/2
”v||H1+("/2“')"(E) <c|r "/ w-"”rﬁ(z)
ou C est une constante qui ne dépend que de w.

3.4 Passage a la limite en A

En applelant w le plus grand des angles de I'ouvert, on obtient pour u
la majoration

”u/\”H1+(”/2w)-=(Q) < {constante indépendante de )\} .

Quitte & extraire une sous-suite u A

U 0! faiblement dans H1+(7/2@)=¢(Q), fortement dans H1(Q).
J—)

Par ailleurs (Brézis [3]) :

ouy = MVIi/n ex(v) ou

ea(v) = %/QIVvlzda:+/lel2dz+/r lir(v)| de

avec 0jy = ay, W = {v € H}(Q) | vr, = 0} et u, est 'unique solution
de (P»);
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= Mi y
e u=Min ¢(v) ou

o(v) = l/)w|2dz+/ }v|2dx+/ i(v)do
2Ja Q T,

avec 0j = a et u est I’'unique solution de (P);

® u)y — v fortement dans H'(Q)
A—0

On en déduit que v = v et par suite la solution de (P) est dans
HH(m/20)=e(Q) ¢ > 0.

En appliquant des théorémes d’immersion (Grisvard [1]) on déduit que
u€ CO,W/ZW(Q).

4. Le probléme en dimension 3

Probléme approché

~Durtur=f (©=2x]0,A)
uy=0 (Go=Tox ]0,R[UQXx {0}UQ x {h}) (Py)
Ouy

_E—zﬁ)\(U/\) (gl =T x ]O)h[)'

Par résolution variationnelle (P,) admet une unique solution u) dans

HY0).

4.1 Régularité de la solution u) de (P))

Pour pouvoir appliquer la proposition 2.2 4 u) il est nécessaire d’avoir
un peu plus de régularité sur uy pour les variables r et ¢; plus précisément :
pour chaque z € ]0, h[le probléeme (P)) devient

—Auy+uy=f (Qx{z})

uy =0 (To x {z})

_%)l = ﬂ)\(u/\) (Fl X {Z})
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On est ramené 3 un probléme en dimension 2 et, pour chaque z appar-
tenant a laréte du diédre, on obtient un sommet pour Q x {z}, I'ouverture
de ’angle étant w (w est indépendant de z). Comme précédemment :

uy(r,8,z) = u1(r,0,2) + co(z)r"/Z‘“cpg(B) + cl(z)r37r/2wgol(0)

c1(z) étant nullesi w € 7, 37/2[ et u; € H?(0). On en déduit alors que
uy € (H1+(’T/2“)'E(Q x {z}), H(0,h)) et par suite vérifie pour chaque
z€]0,h[:

w rR
/ / w2 (/9)=204r 40 < +00.
0 0

4.2 Estimations sur u)

16u)\2

r80

a“A ) r=™%p dr 46 < 00

Soit A une aréte de 2, aprés translation et rotation on peut supposer
que l’aréte coincide avec I’axe 0z et au voisinage de A, Q est inclus dans
un diédre d’angle w. ¢ étant une fonction de troncature, vy = ¢(r)uy est
solution du probléme :

—Avy+uy=g (0=Qx]0,h[)

vy =0 (Go=Tox ]0,h[UQx{0}UQx{h}) (F))

S22 = Byun) (@ =T1x 10, k).

De la méme maniére qu’en dimension 2 et en utilisant la proposition 2.2,
nous obtenons les estimations :

Hr“/zvv,\”Lz(O) < Cl(aa“-’)||7'a/2g”132(0)
“ro‘/Zv,\”Lz < 02(a)w)||ra/zg“1?2(o)

|/ “toall 2oy < esle, w)||re/ 290l 12(0)
ol ¢1, cg et c3 sont des constantes ne dépendant que de o et w.

En utilisant la méme technique de quotients différentiels radiaux que
précédemment (on pose vy = 1/h(v,\(reh,0, z) — vy(r,0,2))) on obtient
encore

||r°‘/2VvAl|L2 < eq(e, “)||r(a/2)+lg”L2(O)

=
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et enfin
(a/2)+1 00> (a/2)+1
r B2 < ca(o,w)||r 920y
67" L2 (O)

(a/2)+1 19_2_%) (a/2)+1
r (T‘ 67‘60 L2(O) S C4(a,W)”r

9||L2(0)

8%y
(/2)+19°YA (a/2)+1
r 61"62 Lz(o) < C4(C¥ W)“T g”L2(0)

On va maintenant utiliser la technique classique des quotients différentiels
dans la direction de 2 pour obtenir une régularité H? par rapport & cette
variable. Posons

vp(r,8,2) = 1 (’U)\(T' 0,z + k) —v)(r,0,2))

v, est solution du probléme :

—Avp +vp = gp (O=92x1]0,h])
vy, =0 (Go=Tox ]0,R[U
;_%L: = %go(r) (ﬂ,\(uA(r,H,z—i-h))

—ﬁ,\(u,\(r,e, z))) (gl = Fl X ]0, h[)

En multipliant ’équation par vy r® et en intégrant sur O :
/ (—Avp + vp)vpr®rdrdfdz =
o

2
:/ (|Vvh|2+u,§) rardrdedz-"—/ vir®=2rdrdf dz4
o 2 Jo _
Ovp,

- aogvhr Y do.

Compte tenu des conditions aux limites :

0
Lo 60: vpr® do = h/ (B (ur(r, 0,2+ b)) — B (ux(r, 6, 2))) x

x (up(r,0,z+ h) — u,\(r,ﬂ,z)) do
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et est donc positif compte tenu des propriétés de §). Finalement en utilisant
la proposition 2.2 :

cs(a,w)/ (IVvh‘2 + v%) r%rdrdfdz < / gropr¥rdrdédz.
o (]
La majoration

| [snreraranaz| < 2o ol 2ol o)

est tout a fait habituelle. On en déduit que
CS(a’“)IITQ/zvvh“LZ‘(O) < ||’"a/29||L2(0)

ol ¢5 ne dépend que de a et w. D’ou (en utilisant de plus que L2(0) avec
le poids /2 est inclus algébriquement et topologiquement dans L2(() avec
le poids (a/2) + 1) :

Ha/2)+1 (l 22&)

< es(a, w) “ ra/2g ” L2(0)

r 800z Lz(O)
2
(a/2)+la VX af2
r — < es{a,w)||r*“g .
522 | a0y = N9l 20

Enfin en revenant a I’équation et en utilisant les majorations précédentes

P(a/2)+1 82v)

< ’ af2
o = c6(,w)||r*/%g|| 12 (o)

ou c¢g ne dépend que de « et w.

4.3 Passage a la limite de A

Exactement de la méme fagon que dans le cas de la dimension 2, on
montre que ””A”H1+(7r/2w)—e(o) < constante indépendante de A; puis,

en passant a la limite, on montre que la solution u de (P) appartient &
H1+(7r/2“’)"5((')).

- 96—



Régularité de la solution d'un probléme mélé dans un domaine polygonal ou polyédral

Bibliographie

[1] GrisvarD (P.) .— Elliptic problems in non smooth domains, Monographs and
Studies in Math. Pitman (1985).

[2] KOoNDRATIEV (V. A.) .— Boundary value problems for elliptic equations in
domains with conical or angular points, Trudy Moskovkoga Mat. Obschetsva 16
(1967), pp. 209-292 (and Transactions of the Moscow Mat. Soc. (1967), pp. 227-
313).

[3] BrEzis (H.) . — Monotonocity methods in Hilbert spaces, Academic Press (1971).

[4] AVANTAGGIATI (A.) .— Spazi di Sobolev con peso ed alcune applicazioni, Bolletino
UM.L 13-A, n° 5 (1976), pp. 1-52.

[5] Moussaoul (M.) .— Régularité des solutions d’un probléme mélé Dirichlet-
Signorini dans un domaine polygonal plan, Publications Mathématiques de I’Ecole
Normale Supérieure de Lyon, 36 (1990).

[6] DauTRAY (R.) et LioNs (J.-L.) .— Analyse mathématique et calcul numérique
pour les sciences et techniques, Masson (1987).

- 927 —



