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Grands degrés de transcendance
pour la fonction exponentielle;
modification des hypothéses techniques
dans la methode de Brownawell(*)

SANDRA DELAUNAY(?)

RESUME. — Soient ui,...,un (resp. v1,...,vm) des nombres com-
plexes linéairement indépendants sur Q. Nous obtenons ici, & partir des
méthodes développées par Dale Brownawell, de nouvelles minorations du
degré de transcendance sur Q de la famille {e""‘i |1<i<n,1<5< m}
sous de nouvelles hypothéses techniques, et un point de vue plus géomé-
trique.

ABSTRACT.— Let uy, ...,un (resp. v1, ...,vm) be complex numbers
linearly independent over (). We obtain new bounds for the transcendence
degree over Q of the family {e"“‘i [1<i<n,1<5< m} under new
technical hypothesis in Dale Brownawell’s methods, and a more geome-
trical point of view.

1. Introduction et énoncés des résultats

Soient uy, ..., un (resp. vy, ..., vy ) des nombres complexes linéairement
indépendants sur Q ; nous nous proposons de minorer le degré de transcen-
dance sur Q de la famille {e““’i [1<i<n,1<j5< m}. C’est une mé-
thode due & D. Brownawell que nous utiliserons ici, dont ’outil principal
est une généralisation de I'inégalité de Liouville proposée comme alternative
au critere d’indépendance algébrique de P. Philippon. Comme dans toutes
les démonstrations connues a ce jour, des hypothéses techniques quantifiant
Iindépendance linéaire des u; (1 < ¢ < n) et des v; (1 < j < m) sont néces-
saires pour obtenir des degrés de transcendance strictement supérieurs & 2.

(%) Recgu le 9 novembre 1993
() Université de Lille I, U.F.R. de Mathématiques, F-59655 Villeneuve d’Asq Cedex
(France)
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Ce sont ces hypothéses que nous allons modifier en ajoutant une hypothese
“inverse”, c’est-a-dire en supposant les u; (1 < i < n) “presque” linéaire-
ment dépendants sur Z, nous obtenons ainsi de nouveaux résultats.

1.1 Notations et définitions

eu={(uy,...,un) EC*,v=_(v1,...,vm) EC™.

e Pour p € Z™, |u| = maxy<i<m |1

ePour A€Z™ X u= Aus+ -+ Apln.

ePour u €Z™, p-v=pyv1+ -+ fmUm.

e Pour un polynéme P € Z[Xj, ..., X4], on note H(P) sa hauteur
naive, c’est-a-dire le maximum des valeurs absolues de ses coefficients.

e Pour P € Z[ X1, ..., Xq], on note ¢(P) sa taille, c’est-a-dire d°P +
h(P), h désignant la hauteur logarithmique absolue non invariante telle
qu’elle est définie dans [P2] ou [P3]. Mais dans la mesure ou nous ne
considérons que les polynémes & coefficients dans Z, on a I'inégalité
suivante

h(P) < log H(P)+ dlog(d° P)

et donc J
t(P) < (1 + 5) d°P +1og H(P).

e Pour J un idéal pur de Q[ X, ..., Xg], on note T(J) la taille de 'idéal
J telle qu’elle est définie dans [P1] et si w est un point de ¢, on note
|7 (w)] ce qui est défini dans [P2] sous la notation HJ Hw (cf. également
[N1], [N2], [B1)).

Nous rappelons briévement ici les définitions suivantes [PW].

Soit G’ un sous-groupe algébrique connnexe de (Gm)n, de dimension
n' = n — r, défini par des équations de degré < D.

Il existe des éléments /\(1), e M) de Z™ lindairement indépendants sur
Z tels que G soit défini par les équations

[Ix* =1, 1<t<r,
=1

et si [ AM] <A@ <...<|]A)], ona
PO <n32D et AD]. 2P| <n®D? sir>2.
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Grands degrés de transcendance pour la fonction exponentielle

A G’ correspond le sous-espace vectoriel L', rationnel sur Q, de dimension
n', défini par les équations

n
Y ax; =0, 1<t<r.
-

On désignera par le méme symbole A, la matrice (/\(l), R /\(T)) et le
sous-groupe de Z™ engendré par les vecteurs qui la composent. Ce sous-
groupe s’identifie au sous-groupe de Hom((Gm)”, Gm) des caractéres qui
prennent la valeur 1 sur G'.

On définit H(A; X3, ..., Xn) de la maniére suivante : notons ¢
I'ensemble de toutes les suites croissantes de r éléments de {1, ..., n}; pour
6 dans ¢, on note Ag le mineur de A dont les colonnes sont indexées par
8, on a alors

HA Xy, .., Xn)=(n—7)! Z |detAg|HX,'.
6€drn i

Ainsi, on note H(A; 1,...,1) = H(A), ce qui représente le “volume” du
réseau A et o(A) le plus grand de ses minimums successifs. On définira la
hauteur du sous-espace vectoriel L' par H(L') = H(L' NZ™) = H(A).

On a
H(Gl; Xl, ...,Xn):H(A; Xl, ,Xn)

oli, dans le cas d’un sous-groupe, la fonction H est celle qui apparait dans
les lemmes de zéros de Philippon; H(G'; 1, ..., 1) est le “degré” de G'.

Si L est un sous-espace vectoriel de C, et u un point de C*, on définit
la distance de u & L par

dist(u, L) = min (1, min{|u—z| |z € L}) .

1.2 Les théorémes de Brownawell

THEOREME [B1].— Soit p un idéal premier de Z[ X1, ..., X, ] de di-
mension d vérifiant pNZ = {0}. Notons § le degré de p et o sa taille.
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Soient Q1, ..., Qi des polynémes de Z[ Xy, ..., Xpn] vérifiant deg@; <
D ett(Q;) <T. Siw est un point de C* et que p, Q1, ..., @ sont sans
2éro commun dans la boule de centre w et de rayon p <1 alors on a

logmax{”p”w, |Q,(w)| ,1<1< k} >

> —cD™1g — e§TD + c6Dlog (L) ,

Jwl
ot ¢ =11(n+1)° et |w| = max{1, |w;], 1 < i< n}.

Démonstration. — Voir [B1], [B2] et pour plus de détails [B3].

C’est cette inégalité qui permet a Brownawell d’obtenir le résultat
suivant.

THEOREME [B2].— Soient uy, ...,un (Tesp. vy, ...,vpm) des nombres
complezes linéairement indépendants sur Q et notons

w= (euivj)lgign,lgjgm‘

Soit 1 < 1/2, on suppose que pour une infinité de N les hypothéses suivantes
(HTB) sont satisfaites

|a1u1 4+ 4 anunl > exp(—=NT), pour tout a € Z", la| < N
et

|b1u1 4+t bmum| > exp(=N"), pourtoutbeZ™, |b|< N.
Alors, ssmn >m+n, on a

mn -1,

>
deg trg Q(w) > o

Pour appliquer I'inégalité énoncée ci-dessus, il construit, par la méthode
dite des “fausses variables”, une fonction auxiliaire qui fournit une famille
de polynomes “petits” en w et dont on controle le degré et la hauteur.
C’est un lemme de zéros di a P. Philippon [P1] qui permet de montrer
que ces polyndmes sont sans zéro commun au voisinage de w; ’existence
d’un zéro commun a la famille considérée entraine celle d’un polynéme non
identiquement nul s’annulant sur ’ensemble suivant

m m
r(M)=q| [Tevm .. [Le™ | eC™ o< ul< M},
=1 i=1
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ou M est un paramétre réel et e®11, ..., e*»m un point de C*"™ “proche”
de w. Le lemme de zéros affirme alors qu’il existe un sous-groupe algébrique
connexe G', du groupe multiplicatif (G, )", contenant “beaucoup” de points
de T'(M). Ce qui implique I’existence de relations linéaires sur les z; 7 qui vont
contredire les hypothéses techniques faites pour cela sur u = (uy, ..., uy)
et v = (v1,...,vm). Cest en utilisant ce “mauvais sous-groupe” pour
construire notre fonction auxiliaire que nous démontrons les théorémes
suivants.

1.3 Enoncés des résultats

THEOREME 1.— Soient uq, ..., un (resp. v1, ..., vm) des nombres
complezes linéairement indépendants sur Q, et w = (e¥191, ... e¥n¥m),

On suppose que pour tout M > 0, il existe X € Z™, |A\| > M, vérifiant
|/\1u1 4ot ,\nun| < exp(—lx\|”)

et tel que pour tout o € Z™, || < |A|, avec o et A linéairement indépendants
sur Z, on ait

larur + - + anun| > exp(—|/\|(”+m)/m) )

D’autre part, soit n < 1/2; on suppose qu’il existe X(v) tel que pour tout
X > X(v) et pour tout p € Z™ on ait

lu1vr + -+ pmvn| > exp(—X")

dés que |p| < X. Alors, sinm >n+m, on a

mn

n+m-—1 - L

degtrg Q(w) >

Remarque. — mn/(m 4+ n — 1) > mn/(m + n), ainsi, dans certains cas,
par exemple lorsque mn/(m + n) est entier, notre hypothése technique “in-
verse” améliore de 1 le résultat de Brownawell (corol. 1 et 2 du théoréme 1,
sect. 3). Avec des hypothéses techniques “classiques” (mesure d’indépen-
dance linéaire) la plus fine minoration du degré de transcendance est & ce
jour celle de G. Diaz qui obtient un degré > [mn/(m + n)], c’est-a-dire
un de plus que Brownawell lorsque mn/(m + n) est entier. Cependant ses
hypothéses sont plus contraignantes, car elles sont nécessaires pour toutes
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les valeurs de N et non plus pour une infinité d’entre elles. L’outil principal
de Diaz est le critére d’indépendance algébrique de Philippon.

Notre résultat permet d’obtenir la minoration de Diaz avec des hypo-
théses analogues a celle de Brownawell, mais, en ajoutant une hypothése
inverse. De plus, une formulation géométrique permet de le généraliser et
d’obtenir ce deuxiéme théoréme.

THEOREME 2.— Soient uy, ..., un (resp. vi, ..., vm) des nombres
complezes linéairement indépendants sur Q et w = (e“1%1, ..., e¥n¥m).
On suppose qu’il existe un entier n’ € {1,...,n— 1} tel que, pour tout

M > 0, il existe un sous-espace vectoriel L de C*, de dimension n', rationnel
sur Q, vérifiant H(L) > M, tel que

dist(u, L) < exp (—H(L)NIH)

et que, pour tout sous-espace vectoriel L' de L, L' # L rationnel sur Q, de
dimension n' — 1 et tel que H(L')/H(L)? soit borné, on ait

dist(u, Liy) > exp(—H(L)™'+m)/m).

D’autre part, soit n < 1/2; on suppose qu’il existe X (v) tel que pour tout
X > X(v) et pour tout w € Z™ on ait
|val + ﬂmvml > exp(—X")
dés que |p| < X. Alors sim+n < mn, on a

(n' + 1)m 1

>
deg trg Qw) > T m

2. Préliminaires

2.1 Construction d’une fonction auxiliaire par la méthode des
fausses variables

Soient m et n deux entiers, m > 2, n > 2, U1, ..., Un, V1, ..., Um
des nombres complexes, les v; (1 < j < m) sont supposés linéairement
3 A —_— UgV
indépendants sur Z, et w = (e J)1<j—i§n,15j5m' Notre but est de

construire une famille de polynémes de haufeur et de degré contrélés qui
solent “petits” en w.
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Fixons p un entier positif, que nous choisirons suffisamment grand par
rapport & m et n. Soient D et S deux paramétres entiers positifs. Dans
toute cette partie, les constantes notées ¢, ¢, ¢ ne dépendent que de m,
n, u, v, |w| et p.

Nous allons construire un polynéme P € Z[Z1,1, ..., Znp] de degrés
partiels majorés par D tel que la fonction F' définie par

F(z1, ..., ) = P(e"™, ..., eun?p)
s’annule sur I’ensemble X(S), ou

Z(S) = {zs = (81,11)1 + -+ 81,mUm, .-, Sp,101 -+ - ~-+sp,mvm) l
lsk’jEZ,OSSk’j<S}.

Pour s € Z™P, on définit des polynémes Qs € Z[ X1,1, - .., Xn,m] par
Qs(w) = F(zs).

Si

n Y4
P2y =Y oIl II 22"

N<D  i=1k=1
ol |A| = max|A; k|, on a

n m P

F(zs) = Z ) H H H eUiVINik Sk

A<D i=17=1k=1

ou encore

n m
F(zs) = Z ds,u H H eWiVsbi,j

|u|<pDS i=1j=1

et

9s,u = Z axpx

|Al<D

avec ay = 1si pij =Y b_q AikSk,; et 0 sinon.

On résout alors le systéme suivant : g5, = 0 pour tout s € Z™?, |s| < S,
et pour tout g € Z™", |u| < pDS. C’est un systéme de (pDS)™"S™P
équations en les D™ inconnues p).
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Ainsi sous la condition
D" > 2(pDS)™" S™P 1)
condition qui s’écrit encore

Dn Z (2pmn)1/(P—m)Sm(n+p)/(p—m) , (lblS)

on a par un lemme de Siegel [W1] I’existence d’une solution
{p» €Z ||\ < D}

vérifiant
lpx| < V2D .

Soit S; un nouveau parameétre satisfaisant la condition
S1>8>1. (2)

La fonction F' définie précédemment ayant été construite nulle sur X(S5),
nous pouvons montrer par un lemme de Schwarz [W2, prop. 7.2.1] qu’elle
reste petite sur X(S).

Pour z € CP, notons |z| = max;<r<p |2;|- Solent r et rq deux entiers
tels que £(S) soit contenu dans le polydisque D(0,7) = {z € CP | |2| < r}
et £($1) dans D(0,r1) = {# € CP | |z| < ry1}. Soit R un entier vérifiant
R>3r;, R>r,ona

R—r
|F|,, <|F|gexp (—Sm log 7'1+T') ,

En prenant r = |v|S, r; = |v|S1 et R = 5r1, on obtient
n P
|F|R S Z |pA| H H eluillei,kl ,
) |)\|<D 1=1k=1
d’ou
]FIR < V2 p*p exp (pn|u|RD) < V2 D*"P exp(5pn|u| |v|DSy) ,

c’est-a-dire
log|F|R < 6pnlu||v| DSy

dés que les parametres D et S; sont assez grands.
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D’autre part,
|F|r1 < |F|Rexp(—-5m log2) .

Ainsi sous la condition
S™ > 9pn|u| |v| DSy 3)

il existe une constante positive ¢j telle que

le(w)l < exp(—¢1S™)
pour tout s € Z"P(Sy).

Conclusion de la construction

Pour D, §, 5; suffisamment grands et satisfaisant les contraintes (1bis),
(2) et (3), il exis*e des constantes positives c3 et c3 telles que la famille de
polynomes

{QS GZ[X1117 ct Xnym] | s GZmp’ |Sl < S]-}’

définis par

n m Y4
Q)= 3 mITTTIT x5

A<D i=1j=1k=1

vérifie

t(Qs) < caDS; et IQS(“’)i < exp(—c3S™).

2.2 L’utilisation du lemme de zéros dans le cadre des fausses
variables

On considére ((C* )n comme ’ensemble des points complexes du groupe
algébrique (G, )". Nous considérons également ce groupe algébrique plongé
dans (P1)". Rappelons que, pour toute sous-variété X de (P;)", on a
une forme multidegré H(X; Dy, ..., D,) homogéne de degré dim X en les
variables Dy, ..., Dy, et si ’on plonge (P1)™ dans Pyn_1 par le plongement
de Segré, on a I’égalité

H(X; D, ..., D) = deg X DImX

Nous utiliserons le corollaire suivant du lemme de zéros général de
Philippon [P1].
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LEMME 1.— Soient G un sous-groupe algébrique conneze de (Gp,)", S
et D des entiers positifs et z;;, 1 < i < n, 1 < j < m, des nombres
complezes. Soit P un polynéme de C[ X1, ..., X ]| non-identiguement nul
sur G, de degrés partiels majorés par D. On suppose que P s’annule sur le
sous-ensemble de G suivant

m m
1) =S| [Tem,....]]em" e (C)"10<p<S, 1<j<m
7=1 7=1

Alors il existe un sous-groupe algébrique, propre, conneze G' de G, défini
par des équations de degré < D tel que

F(S/n)+G’) H(G; D, ..., D)
C‘“d< G’ SH(G;D, ..., D)

Il s’agira afin d’appliquer l'inégalité de Brownawell, d’utiliser ce lemme
pour montrer que les polynémes que ’on a construits sont sans zéro commun
dans une “petite” boule centrée en w. Pour cela, nous allons donner la
définitin suivante.

DEFINITION . — Soient uy, ..., up (resp. vy, ..., vy ) des nombres com-
plezes. Soient G un sous-groupe algébrique conneze de (Gp)", S et D deuz
entiers strictement positifs. Soit w = (euw])lsisnylijsm un point de G™.

On dira que w vérifie la propriété LZ(G; D, S) st pour tout

(i,4) 1gi<n €C™™

1<jSm
vérifiant
logle““’j —ez‘jl <-DS, 1<i<n,1<j<m,
tout polynome de C[ X1, ..., Xpn] de degrés partiels majorés par D, qui

s’annule sur
m m

) =< [Tev,....[[e* | e(C)"|0<mi<S,1<j<m
=1 7=1

est identiquement nul.
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Nous verrons par la suite, suivant les cas traités, comment, sous des
hypothéses adéquates, lorsque G est le “mauvais” sous-groupe, le lemme
de zéros permet de montrer que w vérifie LZ(G; D, S1) pour un choix
convenable des paramétres D et S; de la construction précédente (§ 2.1).

LEMME 2. — Soient G un sous-groupe algébrique conneze de (Gp)", p
un entier positif et P € C[Zy1, ..., Znp) de degrés partiels majorés par
D, non identiquement nul sur G. Pour s € Z™P, |s| < S;, on définit
PseCX11, ..., Xnm] par

m m

81, Sp,j

Ps(X11, -0, Xam) = P| [T X757, - TT X087
j:l 7=1

Soit encore w = (euiv])ISiSn,lng'm € G™, on suppose que w vérifie
LZ(G; D, S1). Alors les polynémes P, sont sans zéro commun dans la boule
B(w, exp(=DS1)) NG™ de centre w et de rayon exp(—DSy).

Démonstration. — Par récurrence sur p.

Si p = 1, c’est la définition de la propriété LZ(G; D, Sy), en effet, si
w' = (e7) est un zéro commun des P, alors P est nul sur T'(S;) et donc
identiquement nul sur G™, ce qui contredit I’hypothése.

Supposons le lemme vrai pour p—1. On a

A

Piis o Zng) = 3 miY - 2
[MLD
AezZmp

que ’on écrit sous la forme

P(Z11, ..., Znp) =

—_— [l
= Z Pu,(Zl,la Ceey Zl,p—l, ey Z,-,”], cee Zn,p—l)Zl’;, Z,,‘:g,

|ul<D
pezn(p=1)
ot Pu(Z1,1, ..., Znp-1) = Zp,\Zl)"ll’l Z,;\";”;_ll, la somme étant prise

sur les A € Z"™ vérifiant A; , = p; pour 1 <i < n.
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Comme P # 0, il existe p tel que P, # 0. Soit w’ = (¢*7) un point
de B(w, exp(—=DS1)). Par hypothése de récurrence, il existe g € zm™(p-1),
lg] < S1 tel que

m m
Cuo =Py H €% H %=1 | £ 0.
j=1 i=1

Ainsi, le polynome

R(Zy, ..., Zn)= Y CuoZ{* - 2"
lul<D

n’est pas identiquement nul sur (Gp)", et donc, par la propriété
LZ(G; D, S1), il existe des entiers a1, ..., Opm vérifiant lopil < S1 et
tels que

m m
21.30p.7 z Op g
R Hely] PJ’“"He"xJ P:J #0’
j=1

i=1

mais
m m m . m
R H PRI X RN H e2mi%i | = P H PN LT R H .3 0p.i
7=1 7=1 7=1 7=1
_ !
= Py(w').
1l existe donc o € Z™, ¢ = (g, Op1, - -, Op,m) tel que Py(w') # 0, ainsi les

polynémes P n’ont pas de zéros communs dans la boule B(w , exp(—DS; )) ;
le lemme est démontré.

Remarque. — Grace & ce lemme, il suffira de démontrer que les poly-
némes Q, de notre construction vérifient la propriété LZ(G; D, S1) pour
qu’ils soient sans zéro dans la boule nécessaire & 1’application de I’inégalité
de Brownawell.
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3. Le cas de codimension un, théoréme 1

Démonstration du théoréme 1.— Commencons par la remarque sui-
vante : le minorant du degré de transcendance de notre théoréme est égal
amnf/(n+m—1)—1,orsi mn/(n+m—1)—1< 2, ce résultat s’obtient
sans aucune hypothése technique [W4], on supposera donc

mn

—_——1>2.
n+m-—1

Soit M > 0, il existe A € Z"™ vérifiant [A| > M et pour lequel les hypothéses
du théoréme sont satisfaites. Posons N = || = max(|X;|,1 < i < n).
Soient D, S, S des paramétres entiers positifs.

Il existe des nombres complexes u], ..., uj, vérifiant

Muj+ -+ Auly =0 et loglu—u/| < —N".

Notons w’ = (euivl, cer, e“‘w“m); c’est un point de ((C*)nm “proche” de
w, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢4 ne dépendant que de u et v telle
que

lw — '] < exp(—csN™)

Appelons G’, le sous-groupe algébrique de (G, )" de codimension 1, défini

par I’équation
n
[Ix}-1=0.
=

On a alors, v’ € (G')™.

Premier pas

Il s’agit maintenant pour nous de construire une fonction auxiliaire &
partir d’un polynéme non identiquement nul sur G’. On peut supposer que
les A;, 1 < ¢ < n sont sans diviseur commun. Alors, pour qu’un polynéme de
degrés partiels majorés par D soit non nul sur G/, il suffira de prendre D < N
et de construire P non nul sur (Gp,)". Fixons un entier p suffisamment
grand en fonction de m et n. Les constantes notées cs et c14 dépendent des

” I n .
données n, m, p, u’, v et |'|.
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En remplacant u par u’, on utilise la construction de fonction auxiliaire
développée dans le préliminaire et on obtient, pour D, S, S1 suffisamment
grands et satisfaisant les contraintes

D<N (0)

D> (2pmn)1/(p—m)5m(n+p)/(p—m) 1)
$1>8>1 ()

S™ > (9pn|u'| [v]) DS1 3)

des constantes cs et cg et une famille de polynomes
{QS € Z[lel’ tt Xn,m] | |S| < Sl} ’

définis par
n

m P
x)= Y n]l H I] x5

A<D 1=175=1k=1

vérifiant

t(Qs) <esDSp et le(w')| < exp(—cgS™).

Deuziéme pas

Nous voulons montrer que ces polynémes n’ont pas de zéro commun
dans la boule B’ = B(w', exp(—=DS1)) N (G")™. Pour cela, nous allons
établir que, pour un choix convenable des parameétres, w' vérifie la propriété
LZ(D, 51).

Soit w” = (eZ"j)ISiSn,l<j_<_’m un point de B’. Soit P un polynéme de
degrés partiels majorés par D, et s’annulant sur

m m
I'(S) = Hezl,]ﬂ]"” ,Hezn,jﬂj c (C*)n |0 < |pl < S
Jj=1 =1

Alors, si P n’est pas identiquement nul sur G’, comme I'(S7) est inclus dans
G', d’aprés le lemme de zéros, il existe un sous-groupe algébrique propre,
connexe, H' de G', défini par des équations de degré < D tel que

! I.
card (F(Sl/n)+H ) _HGD,...D)
H =H(H;D,..., D)
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Ainsi, si r’ est la codimension de H' dans G’, on a
b bJ

H(G; D,.
HE,D,.

.., D) ,
. < n! 4
..,D)~"ND ’

car H(G';1,...,1) <n!N.

De plus, H' étant un sous-groupe de G’, il existe un élément a de Z" tel
que pour tout = € H',

n

H:cc."‘ =1 et |a|<n%?D.

1
=1

Choisissons D = [ N/n?], alors |a| < N et donc a et ) sont linéairement
indépendants sur Z, car les A; sont sans diviseur commun.

Nous procédons alors comme dans [W3]. Soit k entier vérifiant
(i)m—k < n!n2DT’+1 < (i)m—k-}-l ‘
n - n

En imposant la condition
($1)™ ' > m™Hint pn 4)
on a k > 1, ainsi le lemme 3 de [M] joint & ’inégalité

I(S1/n)+ H' Sy \m—k+1
card (—I{’— < (-;)

montre qu’il existe au moins deux éléments h(l), R de Z™ vérifiant
max(h(l) , h(2)) < S1/n et linéairement indépendants sur Z, tels que

m

Y ¢ F. @,
H]___[ea’j%’J:HHea,JZw:l-

=1 j5=1 1=1j5=1
Par conséquent, il existe deux entiers kq et ko tels que

n m

Z Z ziyjaihg-l) = 2ikim et Zn: f: zi’jaih‘gz) = 2tk .

=1 j=1 1=1 j=1

On a m
max(|kq], |ka|) < 3 H},?Xlzi,le&
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et

zn:zm:z YJOA, kgh( ) 1h§2)) =0

=1 5=1

Notons v; = kghgl) - k1h§~2), on a |y;| £ ¢7DS? pour 1 < j < m. De
’égalité ci-dessus, on déduit

Euaz

=1

Z'ijj < cgD - DS? max|z” uiv;|,
j=1

ce qui implique, dés que D et Sy sont assez grands, V’existence d’une
constante positive cg telle que

n
§ I,
u; 0y

=1

m
Z v;vj| < exp(—coDSy). (*)
J=1

Troisiéme pas. Choiz des paramétres et hypothéses techniques

1 s’agit de choisir les paramétres D, S, S satisfaisant les contraintes (0)
a (4) ci-avant énoncées.

On a posé D = [N/n?] et on choisit S le plus grand entier satisfaisant
la condition (1) et Sy le plus petit entier satisfaisant la condition 4).

Remarquons qu'’il existe des constantes positives cig et ¢11 dépendant de
Y

m et n, telles que

ergNE+m=D/(m=1) < g, < ¢y N{rtm=1)/(m=1)

Pour N assez grand, dés que n(m— 1) > n+m — 1 les contraintes (0) & (4)
sont alors satisfaites.

Les hypothéses techniques, qui ont été écrites pour cela, impliquent
LZ(DS5)

n m
Z U; O Z ;Y5 > exp(—N(n+m)/m) exp (— (C7DS%)"I) ,
1=1 j=1
d’ou
n m
log Z U Z‘Yjvj > —N{ntm)/m _ c1p N(@rtm=1)/(m=1)
=1
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et, contredisent 1’inégalité (),

n
/
E Uiai

=1

log

m
Y 7ivi| < —ceDSy < —cggNmFm=1)/(m=1)
i=1

Le polynéme P est donc identiquement nul et w’ vérifie la propriété
LZ(DSy). Les polynémes Qs n’ont pas de zéro commun dans la boule
B' = B(w', exp(=DS1)) N (G")™.

Quatriéme pas. Application de inégalité de Brownawell et conclusion

Dans ce qui précede, nous avons travaillé en fixant un A € Z%, |A| = N,
tel que les hypothéses du théoréme soient vérifiées; pour ne pas alourdir
les notations, nous n’avions pas fait figurer cette dépendance en N. Par
exemple, nous avions considéré un point w’ et un sous-groupe G’, nous
noterons désormais w’y; et G’y ces objets. Comme il existe une infinité de
tels NV, nous obtenons ainsi une suite de sous-groupes G?V de codimension 1
et une suite de points w); “proches” de w. Nous noterons également By (w)
la boule de centre w et de rayon exp(—DSy); il existe une constante ¢4,
telle que

B(w, exp(—cg N(mtm=1)/(m=1)y) 5 By ()

et on a why € By(w).

Notons 7 I'idéal des polyndmes de Z[ X3 1, ..., Xn,m] s’annulant en w et
X la Q-adhérence de Zariski de w. Soit Yx une composante irréductible de
X N(G%)™ et py son idéal. Il s’agit de minorer le degré de transcendance
sur Q de Q(w), c’est-a-dire dim X. Nous considérons deux cas :

e si Yy rencontre By(w), nous minorons la dimension de Yy grace
a l'inégalité de Brownawell, puis, en écrivant dimX = (dimX —
dimYy) + dimYy, et en montrant que dimX — dimYy > 1, nous
obtenons la minoration de dim X annoncée;

e si Yy ne rencontre pas By(w), nous appliquons I’inégalité de Browna-
well directement a X.

Notons dy = dimYy, djy = dimX —dimYy et d = dim X.
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Considérons les polynémes P;, 1 < j <m,

Pi(X11, -+, Xnm) = H Xz/\,} - H Xi?j/\i
iEAT 1€EA—

ot AT = {i|1<i<ntelsque; >0} et A~ = {i|1<i<ntelsque
A; < 0}. Ce sont des bindmes correspondant a ’équation de (Gﬁv)m dans

Les constantes notées ¢4 a4 cg2 qui apparaissent dans ce quatriéme pas
peuvent dépendre de m, n, p, |w| ainsi que de la taille et du degré de 7.

Nous distinguons deux cas :

(1) SiXn (G;V)m N By(w) est vide, I'idéal (Z, Py, ..., Pp) n’a pas de
zéro dans By (w), comme w € X, I'inégalité de Brownawell implique

loglznjaé);lle(wﬂ > —co DT — 6D — 6D S — c6D% og |w],

ol rappelons le, ¢ = 11(nm + 1)% et |w| = max(l, |wij|,1 < i< n, 1<
j < m), et oll o et § désignent respectivement le degré et la taille de Z et
peuvent ainsi étre considérés comme des “constantes”.

On a donc, d’une part

log max |Pj(w)|> —e1aN¥! - c1a N4 N (mtn=1)/(m~1)
1<jsm

> _clsNd+(m+n—1)/(m-—1) ,

et d’autre part,
log| Pj(w)| < —c16N™,

car Pj(wly) =0 et log |w — wiy| < —c4N™. Ce qui implique

d>n_n+m—1
- m-—1
ou encore
d>n(P=2) 1> ™ g
- m-—1 “n+m-—1

Remarquons que, dans ce cas, la minoration obtenue est bien meilleure que
celle annoncée.
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(2) SiXN(G\)™NBN(w) est non vide, dy = dim Yy > O et dyy < dimX.
Comme l'idéal px est un idéal premier associé & (Z, Py, ..., Py), on a la
majoration suivante (cf. [P2, prop. 2.6 et 2.8]) :

T(pn) < s NURX-dm¥y = ¢ Ndy

Les polynomes Qs étant sans zéro commun dans la boule B (w/y, exp(—DS; )
'inégalité de Brownawell implique alors, avec D et T remplacés par DSy,

logmax { [pn(wiy)| , |@s(wiv)|} > —c16(DS1) ¥ H N

mais, d’autre part, il découle de la définition de ]pN(wf\])] = ”pN”w/ ,
N
(sect. 1) que

log|pn(wiv)| < —c17log|w — wiy| + c18T(PN) < —c19N™ + coo N
Sin < dYy, alors dim X > n et c’est inespéré mais, si n > dy;, on a
log|pn(wiv)| € —ca1N™.
Par ailleurs (premier et troisiéme pas), on a
log m3x|Q5(w§\,)| < —cgS™ < —cga N™MP=m)/(p4n)

Ainsi, compte tenu du choix de nos parametres, ces inégalités sont incom-
patibles lorsque

p—m

n+m
d 1_—
(dv +1) P

-1

+dN<n

d’oli ’on déduit, lorsque p est assez grand, que

. n(m — 1) , m-—1
dmYy=dy > ——— —djy——— 1
N N"n+m—1 Nn+m—1
et donc
. n(m-—1) n
dmX =dy+dy> 2P g n
m N+ay 2 n+m-—1 + Nn+m—1

On conclut alors en montrant que d?v =dimX — dimYy > 1, c’est-a-dire
que pour tout N

dim X — dim (X N (Gy)™ N By(w)) > 1.
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En effet, supposons que ’on ait dim X = dimYy, comme Yy est inclus
dans X qui est irréductible, on aurait X = Yy et donc w € (Gi\)™. Ce
qui contredit le fait que wy, ..., u, (resp. vy, ..., Um) sont linéairement
indépendants sur Q.

On a donc, dans les deux cas,

. nm
dmX > — —
“n+m-1
et le théoréme est démontré.
Remarque. — Cette minoration implique

m+4+n

deg trg Q(w) > [ mn ] ,

elle est donc en un certain sens plus fine que celle obtenue par Brownawell,
mais l'intérét de ce résultat réside dans sa possibilité d’étre formulé d’un
point de vue géométrique et ainsi d’étre généralisé (cf. sect. 4). On peut
cependant démontrer quelques corollaires intéressants.

COROLLAIRE 1.— Soit u un nombre complexe transcendant, et w =
n—4 . . .
(e, €%, ..., v’ ). On suppose que quel que soit M > 0, il existe A € Z™,
[A] > M tel que

A1+ dou+ -+ Au™ 7 < exp(=|A).

Alors,
n(n —2)
degt > —— 1.
egtroQw) 2 57—
Démonstration. — On applique le théoréme 1, la famille {1, u, ..., u" "1}
jouant le role des u; et la famille {1, u, ..., u" 3} celui des v;j. Pour cela,

il faut vérifier que pour tout a« € Z", |a| < |A|, @ et A linéairement
indépendants sur Z, on a

|a1 +aqu+ -+ anu"—ll > exp (—|/\|(2”—2)/(n_2)) .

Notons N := |A| et Py le polynéme, que I’on peut supposer irréductible
sur Z[X], défini par

PN(X) =AM+ XX + -+ A, X"
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on a H(PNy) = N et deg(Py) = n — 1. Ainsi, si € est une racine de Py &
distance minimale de u, et si 5 est la multiplicité de £, d’aprés un lemme de
Diaz et Mignotte [DM], on a

lu—€|° < (N%(n - 1)n®/?)" 2| Py (u)| ;
donc il existe une constante ¢, ne dépendant que de n, telle que
|lu— €| < exp(—c1 N™)

dés que N est assez grand.

Considérons maintenant le polynéme Q(X) = aj+a X +---+a, X" 1,
soit ( une de ses racines. ¢ et £ sont deux nombres algébriques distincts et
non conjugués, ainsi par un lemme di & R. Giiting [G], on a

I¢ — €] > 227" (nN)*"2"

1 _
|lu —€| < exp(—c1N") < 3 22_”(711\1)2 2n
d’oli I'existence de constantes ¢y et c3, ne dépendant que de n, telle que
|u = ¢| > exp(—cz2log N)

et donc
|@(u)] > exp(~c3log N)..

L’hypothése nécessaire & Dapplication du théoréme est donc largement
vérifiée.

Par contre, I’hypothése faite sur les v; n’est pas énoncée de maniére
optimale dans le théoréme, nous allons donc reprendre quelques points de
la démonstration dans notre cas particulier afin d’obtenir le résultat du
corollaire.

Notons
Sz ey 7 T ey (e
w' est un point de (G/)n—2 ou G’ est un sous-groupe de (Gm)", défini par
I’équation
n
H Xi)‘i —-1=0
=1
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D et S; étant des paramétres satisfaisant les contraintes nécessaires, on
a construit une famille de polynomes de taille controlée, “petits” en W'
L’existence d’un zéro commun & ces polynémes dans B(w' ,exp(=DS1) N
(G")™2) implique I'existence d’éléments o € Z" |la| < N, et v € yAmES
ly] < ca NB@r=2)/(n=2) tels que

n n—2
S o] |3 67| < exp(ces =202
=1 7=1

oll ¢4 et c5 ne dépendent que de n et u.

Or, on a
n ) n—2 )
Z a;u’| > exp(—c3log N) et Z 7;€’| < exp(—cglog N),
=1 1=1

ce = ce(n), car & est algébrique non racine du polynome E;:lz 7;X7.On a
donc une contradiction, et le théoréme nous fournit la minoration annoncée.

Remarque. — Les nombres considérés vérifient les hypothéses “techni-
ques” du théoréme de Brownawell, en appliquant celui-ci, on obtient la
minoration suivante

n(n—2)

1.
2n—2

deg trg Q(w) >
Notre résultat améliore donc de 1 cette minoration lorsque n est impair, on
obtient en effet

n; ! au lieu de  degtrgQ(w) > E—;—?i

degtrg Q(w) >

COROLLAIRE 2. — Soit u un nombre réel transcendant, et
w=1(e €%, ..., 62”_2).
On suppose que, quel que soit M > 0, il existe A € Z", A > M, tel que
M+ dgu+ -+ Apu” T S exp(=[A") -

Alors,

degtr@Q(w)anl—lzn;I.

- 90 -



Grands degrés de transcendance pour la fonction exponentielle

Démonstration. — On applique le théoréme 1, la famille {1, u, ..., u""1}
Jouant le réle des u; et des v;. On procéde comme dans le corollaire 1.

Notons N := |A| et Py le polynéme, défini par Py (X) = A+ A X +-- -+
AnX™ 1 1l existe une racine de Py, & et une constante ¢; ne dépendant
que de n, telles que

lu— €| < exp(—c1N™).

La seconde hypothése du théoréme est bien satisfaite, c’est-a-dire que pour
tout o € Z™, |a| < |A|, @ et A linéairement indépendants sur Z, on a

lor +agu+ -+ anu"_1| > exp(—cglog N), c¢2 =cz(n).

Notons

W' = (e, e, ..., egn_l, e¥, ..., eugn_l, el eun—lgn_l) € ((C*)n2

D et Sy étant des parametres satisfaisant les contraintes (0) a (3), on a
construit une famille de polynémes, de taille controlée, “petits” en w’. Pour
montrer que ces polynémes sont sans zéro commun dans B(w’, exp(—DS; ),
on remplace la contrainte (4) par

(S1)™ > n" 2! D™ ; (4bis)

S1 est alors de ’ordre de D.

Siw” = (% )1<z. j<n €St un tel zéro, alors il existe des éléments a € Z",
la| < N, h € Z", |h| < (S1)/n et k € Z tels que

n n
E Z zi josh; = 2ikm.
=1 j=1
Or, d’une part, w” € B(w’, exp(—DSi)), on peut donc choisir les z; ; tels
que
i 2
|2i,; — u'€?| < exp (_§ DSl) ;

d’autre part, |[u—§| < exp(c3 N™), il existe donc une constante c3, dépendant
de n et u, telle que

n n ..
Z Z u'tazh; — 2ikw| < exp(—c3N?).

=1 j=1
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Comme u est supposé réel ceci n’est possible que si £ = 0, mais alors,
on a

n n
Z a,-ui Z hjuj < exp (—03N2) .
=1 j=1

Or, D est choisi égal & la partie entiere de N/n?, et on peut choisir S;
satisfaisant (4bis) et '

S

2L oW,

n
c’est-a-dire h et A linéairement indépendants sur Z, car peut supposer les

A;, 1 <1 < n, premiers entre eux.

On a donc une contradiction, et le théoréme, compte tenu de ce nouveau
choix de parameétres nous permet d’obtenir la minoration annoncée.

Remarque. — La encore, en appliquant le théoreme de Brownawell, on

obtient 5
n —
> —.
deg trg Q(w) > 5

Notre résultat améliore de 1 la minoration de Brownawell lorsque n est pair.

4. Généralisation au cas de codimension quelconque
Théoréme 2

Démonstration du théoréme 2

Fixons L un sous-espace pour lequel les hypothéses du théoréme sont
vérifiées et notons N = H(L). Soient encore D, S, S; des paramétres entiers
positifs.

Soit » = n —n’, on suppose r > 1; notons A est le sous-groupe de Z" des
équations de L et )\(1), ey A(") les éléments de Z™ réalisant les minimums
successifs de A. Soit G’ le sous-groupe algébrique connexe de (G, )" défini

par les équations
k]

/\Ep)

H X;' =1, 1<p<r.
=1
Comme /\(1), el (") réalisent les minimums successifs, on a

PO < PP < < PO = o(a)
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et, d’apres le théoreme de Minkowski [BP], il existe deux constantes positives
¢(n,r) et ¢/(n,r) telles que

e(n,r)H(A) < H ’/\(p)| <d(n,r)H(A).
p=1

Soient u’ = u’, ..., ul) un point de L tel que la distance de u & v’ soit
1 n p
minimale, on a

IAgp)ull_,_....;.,\,({’)u;l:O pour1<p<r

et ,
log [u —u'| < —H(A)" *!.

Notons w’ = (e®1%1, ..., €Un¥m) Cest un point de (C*)™™ “proche” de
wetw' € (G)™.
Premier pas. Construction de la fonction auziliaire

Nous reprenons la construction avec “fausses variables”, mais pour
construire, comme dans le cas 7 = 1, un polynéme P € Z[Zy 4, ..., Zn p]
de degrés partiels majorés par D, non identiqguement nul sur G'.

Soit p un entier que I’on choisira suffisamment grand par rapport & m et
n. Soient S et D deux paramétres réels.

Les constantes notées c; a c16 qui apparaissent au cours des trois premiers
pas de la démonstration peuvent dépendre de u, v, u’, m, n, n’ et p.

Nous allons construire un polynéme P € Z[Z11, ..., Znp)] de degrés
partiels majorés par D tel que la fonction F' définie par

F(zy, ..., 2p) = P(e“;zl, ety e“;lzp)
s’annule sur I’ensemble X(S), ou

() = {Zs = (51,101 + -+ S1,mUm, - -, Sp,1v1 +
++3p,mvm)IOS3k’]<S}

On définit des polynémes Qs € Z[X11, ..., Xnm] par
Qs(w') = F(z5) pourse 2™,
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Pour construire P non identiquement nul sur G’, considérons A(D) un en-
semble de représentants des classes de Z™(D) modulo A. Pour (Aq, ..., Ap)
appartenant & A(D), les monomes rationnels Xi\l .-+ X sont distincts
modulo I'idéal de définition de G'. Ils sont donc, d’aprés le théoréme d’Artin
d’indépendance linéaire des caractéres [L, théoréme 4.1, p. 319], linéairement
indépendants modulo 1’idéal de définition de G’.

Notons
Ap(D) = (A(D))”

= {()\1,1, ey )‘n,l’ ey )\1,;,, Ceey )\n,p) ez,
avec (Ap g, -5 Ap k) € A(D), pour 1 <k < p}-

Soit

n P

Vi k
rR2)= Y. w»]lIlZ
veAp(D) i=lk=1
et
n p
D
pz)=1111I z5r2).
Notons
®(21, ..., zp) = R(eullzl’ s, euilzl, . eullzp’ o eu;zp) )
On a
nom P
o= ¥ n T[T eomemn
VGAP(D) i=1j=1k=1

ou encore

n m

TR RN B ) o
|u|<pDS i=1j=1

avec

p
Mij = Z VikSkjr € Qspu= Z aypy
k=1 vE€Ap(D)

oua, =1sip;;= ZZ___l V; kSk,; et 0 sinon.
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On résout alors le systéme suivant :

gs,. =0 pour tout s € Z™? | |s| < S
et pour tout u € Z™", |u| < pDS.

C’est un systéme dont le nombre d’équations est inférieur ou égal &
(pDS)™" S™P

et le nombre d’inconnues p, est égal & card Ap(D).

Pour évaluer ce cardinal, nous aurons besoin du lemme suivant que nous
démontrerons en appendice.

LEMME .— Si D > o(A), alors, il existe une constante ¢, non nulle,
dépendant de n et de r, telle que

card A(D) > cH(A)D™ .

Ainsi, pour des paramétres vérifiant les contraintes
D > o(A) (0)
cPH(A)PD™? > 2(pDS)™" 5™ | (1)
il existe, par un lemme de Siegel, une solution non nulle
{pv€Z]||v|< D}

vérifiant
Ipul < ﬁan .

Le polynéme P € Z[Z13, ..., Zpnp] ainsi obtenu, n’est pas identique-
ment nul sur (G’)?, car les monémes de A(D) sont linéairement indépen-
dants modulo I'idéal de définition de G’; donc les éléments de A,(D) sont
également linéairement indépendants modulo I’idéal de définition de (G")?.

Soit S1 un nouveau paramétre satisfaisant
S1>8>1. (2)
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Comme dans la construction précédente (lemme de Schwarz), la fonction F,
construite nulle sur £(S) va étre “petite” sur £(S1). Sous la condition

5™ > (9pn|u'| |[v]) DSy, (3)

on a

log|Qs(w')| < —caS™,

pour tout s € Z™(Sy).
On a donc obtenu, sous les contraintes (0) & (3), une famille de polynémes
{Qs € Z[Xl,l; ey Xn,m] | s € Zmp, |s| < S]},

n p

p
Qs(x) =11 ﬁ [T evivira® >~ pAﬁ ﬁ 11 Xf,;l"‘s"'f

i=1j=1k=1 vE€Ap(D)  1=1j=1k=1

vérifiant
#(Qs) < caDS1, log|Qs(w')| < —c2S™.

Deuziéme pas. Lemme de zéros

Comme dans le cas précédent, pour démontrer que ces polynomes n’ont
pas de zéro commun dans la boule B’ = B(w', exp(=DS1)) N (G")™, nous
allons établir que pour un choix convenable des parameétres, W' vérifie la
propriété LZ(G'; D, S1).

Soit w” = (eZi’j)1<i<n,1<j<m un point de B’. Soit P un polynome de
degrés partiels majorés par D, et s’annulant sur

m m
I'(S1) = H efraks H ek | ¢ (C*)n ‘ 0< |ul < S
=1 j=1

Si P n’est pas identiquement nul sur G’, comme I'(S1) est inclus dans
G', d’apreés le lemme de zéros, il existe un sous-groupe algébrique propre,
connexe H' de G’, défini par des équations de degrés < D tel que

T(Si/n)+ H'\ _ H(G'; D, ..., D)
card ( H SH@;D,.., D)

Comme H(G'; D,...,D) = HA; D, ..., D) = H(A)D"I, si v/ est la
codimension de H' dans G', on a
H(G; D, ..., D)

T/
", D, .., D) < TWD
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De plus, il existe o € Z", vérifiant

|a| < esH(A)D
tel que «, /\(1), R A(") soient linéairement indépendants sur Z et pour
(.’L‘l, ey Z'n) € H/,
n
H i =1.
i=1

Soit L' le sous-espace vectoriel de L défini par
n
Z a;x; =0,
i=1

d’aprés ’hypothése technique, on a
logdist(u, L') > —H (L)W +™)/m

Soit k D’entier tel que

m—k m—k+1
(—S—l) < H(A)D" < <§l> .
n n

En imposant la condition
(51)™ ' > n™1H(A)D"™ | )

on a k > 1 et il existe au moins deux éléments h(l), h() de Z™ vérifiant
max(h(l), h(z)) < S1/n et linéairement indépendants sur Z, tels que

i )

n n m @
111 e®ihy s = IT11I e*h T = 1

=1 j5=1 i=1j=1

Par conséquent, comme dans le cas précédent (sect. 3, deuxiéme pas), il
existe deux entiers ky et ko vérifient max(|ky|, |ka|) < cs H(A)DSy, tels que

n o om
Z Z 24,734 (th‘gl) - k1h§2)) =0.

1=1 j=1
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Ce qui implique

log

Eua,

=1

Z"ijj S —c6D51 (*)

avec v; = kgh(l) - klh(z) Iyl < C7H(A)DS% pour 1 < j £ m. Les
hypotheses techmques v1endront contredire (*).

Troisiéme pas. Choiz des paramétres, hypothéses techniques et concluston
de la construction

Les contraintes que nous imposons aux paramétres sont les conditions
(0) & (4).

Posons D = 2H(A) = 2N, et choisissons S le plus grand entier vérifiant
(1) et Sy le plus petit entier vérifiant (4).

Notons
n+p

(p—mn/(n’ +1))’

Qp =
on a

cP

2p_
p'+1) 5 <2p+1p)“+” gmap

et également

g N +m)/(m=1) < DG < cq N +m)/(m=1)

Pour N et p assez grands, dés que m+n’ < (m —1)(n’ +1), les contraintes
sont satisfaites.

Les hypothéses techniques impliquent, d’une part

Z"/J”J 4 ""'10 Dle)

et, d’autre part, comme

ju— ] < —exp(N™H) < £ exp(-N0+m/m) < 2 dist(u, L),

t\Dl»—l

on a

log dist(u’, L) > —Dt™)/m _1og2.
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Mais v’ € L ainsi dist(v/,L’) = |37, ula;|/|a| et donc les hypothéses
techniques contredisent ’inégalité (*) :

n
!
E U,L'ai

i=1

log

Y %vi| < —en plr'+m)/(m=1)
—

Avec ce choix de paramétres, on obtient donc une famille de polynomes
{Qs € Z[X’l,l; L) Xn,m] | s € Zmp’ |3| < Sl}a

n m p n om P
Qs(X) = H H H eufv]‘sk,]‘D Z P H H H Xi)\;-’ksk”
i=1 j=1 k=1 veAp(D)  i=1j=1k=1

vérifiant
t(Qs) < c3DSy, log|Qs(w’)| < —c2S™ .

et les Q)5 sont sans zéro commun dans la boule de (G' )m,

B' = B(W', exp(—-D51)) .

Quatriéme pas. Application de U'inégalité de Brownawell
On procéde comme dans le cas r = 1.

On a fixé un sous-espace L et noté N = H(L); nous avons considéré
un point w’ et un sous-groupe G’, nous noterons désormais wh; et G’y ces
objets. Comme il existe une infinité de tels N, nous obtenons ainsi une suite
de sous-groupes G’ de codimension 7 = n — n’ et une suite de points w/y
“proches” de w. Nous noterons encore By (w) la boule de centre w et de
rayon exp(—DS ), il existe une constante c¢j9, telle que

B (w, exp (—clgN(""*'m)/(m—l))) D By(w)

et on a why € By(w)..

Soient Z I’idéal des polynémes de Z[ X7 1, ..., Xnm ] sannulant en w,
X la Q-adhérence de Zariski de {w}, Yy une composante irréductible de
X N (G\)™ et py son idéal. Suivant que Yy rencontre ou non la boule
Bn(w), on appliquera I’inégalité de Bronawell & X ou & Y. Comme dans
le cas de codimension 1, on écrit dimX = (dimX — dimYy) + dimYy et
nous montrons que dimX — dimYy > 1. Notons encore dy = dimYjy et
d;V =dimX — dimYN.
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Considérons les polynémes P; ,, 1 <j<m,1<p<r

A(P) /\(P)
Pip(X11, - Xam) = [I X5 - I X5
1EAT 1€A™

ou

AT = {i|1<i < ntels que AP >0}
et

A ={i|1<i<ntels que AP < 0} .

L’idéal ppy est un idéal premier associé a (Z, P11, ..., Pmyr).

Les constantes notées c13 a ¢o4 qui apparaissent dans ce quatriéme pas
peuvent dépendre de m, n, p, |w| ainsi que de la taille et du degré de Z.

Nous distinguons deux cas :

1.—  SiXN(Gy)" NBy(w) est vide, I'idéal (Z, Py 1, ..., P r) n’a pas
de zéro dans By (w), comme w € X, 'inégalité de Brownawell implique

log max|P; ,(w)| > —e1aN¥*! — ¢1,NAN(mn)/m=1
3P

S —615Nd+(m+nl)/(m_1) ,

ou d = dim X. D’autre part, on a
log| Pj(w)| < ~c16N™

car Pj (w') =0 et loglw—w'| < —c17N™'+1. Ce qui implique

!
d>n'+1—n+m,
- m—1
ou encore ) (' + 1)
—_ + m
d>@m+1)(2=2) 1> 22200 g
2 (' + )(m—1> - n+4+m !
2.— Si X N (G%y)™ NBn(w) est non vide, la taille de px; est majorée
par

T(I)Nd.imX—dim Y~ < ClsNdSV
L’inégalité de Brownawell implique
d !
logmax { [pn(wi)], [Qs(wh)|} > —e19(DS1) ™ N .
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D’autre part, on a
! !
log|pn(wiy)| < caolog |w — wiy| + ca1T(P) < —c22a N 4 ey NN

sin’+1 < dy alors dimX > n/ + 1, mais si n’ + 1 > dy alors
log|pN(w§V)| < —624Nn’+1.
Par ailleurs (premier et troisiéme pas)

log|Qs(wWiy)| < —c28™ < —cqs N +1) /a5

Ainsi, compte tenu du choix de nos paramétres, ces inégalités sont contra-
dictoires lorsque

n'+m n'+1
dy +1 dy <
( N+ ) m— + N = ap )
d’oli 'on déduit, lorsque p est assez grand, que
. (' +1)(m-1) m—1
dimYn =dy > =~ =dy
et donc
. (n' +1)(m-1) n'+1

On conclut alors, comme dans le cas précédent, en montrant que dim X —
dimYy > 1. On obtient la minoration

(' +1)m 1

dim X > y
- n'4+m

et le théoréme est démontré. O

Appendice

Démonstration du lemme du premier pas

Rappelons que A désigne la matrice (A() ... A(")) et le sous-groupe
de Z™ engendré par les vecteurs qui la composent. On considére que
/\(1), e, (™) réalisent les minimums successifs de A,ona

|)‘(1)| < !,\(2)| <. < |,\(T)| =o(A).
A(D) est un ensemble de représentants des classes de Z™(D) modulo A.
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Il s’agit de montrer qu’il existe une constante ¢ dépendant de n et de r
telle que dés que D > o(A), on ait

card A(D) > cH(A)D"’ .

On a

HA, X1, .., Xn)=(n=r)! Y |det Ag| J] Xi
6€br,n igf

Notons encore 6 1’élément de ¢, 5, tel que Idet Agl soit le plus grand des
mineurs d’ordre r de la matrice

() 1

e
Il existe des constantes cy(n,r) et ca(n,r) telles que
c1(n,r)|det Ag| < H(A) < ea(n, r)ldet A0| .
Considérons les vecteurs tronqués suivants

)= 0 ) powisisr

L’inégalité |/\(i)| < o(A), pour tout 7, entraine que dés que D > o(A), le
cube Z"(D) contient un domaine fondamental du réseau Ay engendré par
)\(1), R )\(’), et donc au moins |det Ag‘ éléments distincts modulo Ag.

Ainsi

card(Z"(D)/Ag) > |det Ag| > cs(n,r)H(A).

D’autre part, considérons ¢ = (1, ..., Z5), ¥y = (Y1, -- -, Yn) des points de
R™ tels que

(:L‘gl, ceey :L‘gr) $ (ygl, ey ygr)mOdAg s
alors

(1, -y zn) Z (Y1, .-, yn) mod A .
En effet, si £ — y € A, alors il existe des entiers ¢y, ..., ¢, tels que
z-y: ClA(l) +"'+CTA(T),
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mais alors,

1
(ze;l’--'5x9r)_(y917'”;y@,-):clAg)"i'"""crAgr)eA&

ce qui contredit I’hypothése.

Ainsi on a bien

card A(D) = card(Z"(D)/A) = card(Z"~"(D)) card (Z™(D)/A)

d’ou
/
card A(D) > cH(A)D™ .
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