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Opérateurs hypergéométriques réductibles :
décompositions

et groupes de Galois différentiels(*)

KATY BOUSSEL(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 2, 1996

RÉSUMÉ. - Nous classons les opérateurs hypergéométriques réductibles
suivant, d’une part, leurs différentes décompositions dans l’anneau des
opérateurs différentiels et, d’autre part, des conditions paramétriques
obtenues sous forme algorithmique. Cette classification nous permet à
partir des travaux antérieurs de N. Katz sur le cas irréductible de calculer
la partie unipotente du groupe de Galois différentiel grâce à des méthodes
de cohomologie galoisienne et des considérations sur les groupes affines.

ABSTRACT. - We classify the reducible hypergeometric operators
according to their différent decompositions in the ring of differential ope-
rators in the one hand and to their parameters in the other hand. Starting
from the work of N. Katz on the irreducible case, we derive from this clas-

sification a computation of the unipotent part of the différential Galois
group, based on Galois cohomology methods and on considerations on
affine groups.

Introduction

Cet article comprend deux parties : la première est consacrée aux

différentes décompositions à isomorphisme près d’un opérateur différentiel
hypergéométrique réductible ; et la deuxième, qui s’appuie sur la première,
comporte l’étude du groupe de Galois différentiel de ces opérateurs dans
deux cas significatifs.

( *) Reçu le 4 novembre 1993 .

(1) U.R.A. 763 "Problèmes diophantiens", Mathématiques, T. 45-46, Sème étage,
4 place Jussieu, F-75252 Paris Cedex 05 (France)



Rappelons que pour q, p deux entiers > 0, on appelle opérateur hyper-
géométrique l’opérateur :

où 03B8 = z(d/dz) ; les et les vj étant des nombres complexes.

À la première section, nous classons les opérateurs réductibles. Les

opérateurs irréductibles hypergéométriques ont été étudiés et classifiés par
N. Katz [Ka], et aussi par F. Beukers, D. Brownawell et G . Heckmann [BBH].
Le paragraphe 1.1.2 rappelle certains de leurs résultats.

Le théorème 1.2.1 donne le lien entre le type de décomposition de
l’opérateur et les paramètres. Ceci est complètement régi par les conditions
C(r, m, n) (déf. 1.2.3). Lorsque r = m + n, toutes les décompositions ont
alors la même "forme" . Les conditions C(r, m, n) dépendent du nombre de
paramètres i et vj vérifiant E fZ et du signe des différences .

Le théorème 1.2.2 étend au cas réductible "non dégénéré" (c’est-à-
dire sous les conditions C(m + n, m, n)) les critères d’équivalence du cas
irréductible (théorème 1.1.2).

Dans cette section, nous obtenons ainsi un "dictionnaire" entre les

conditions paramétriques et les propriétés d’algèbre différentielle dans les
cas réductibles.

A la deuxième section, nous calculons le groupe de Galois dans deux cas
réductibles "non dégénérés" illustrant bien la méthode algébrique employée
ici. Celle-ci permet en fait de traiter tous les opérateurs hypergéométriques
([Boul] pour le cas général).

Pour simplifier, nous nous limitons au cas confluent p. Sans perte
de généralité, on peut supposer q > p > 0.

Les groupes de Galois des opérateurs hypergéométriques irréductibles ont
été complètement déterminés par F. Beukers, D. Brownawell et G. Heck-
mann [BBH], par O. Gabber et N. Katz [Ka] dont nous rappellerons les
principaux résultats au paragraphe 2.1.2.

Par des méthodes analytiques, notamment, par le calcul des matrices
de Stokes, et sous la seule hypothèse que les paramètres i sont distincts
deux à deux modulo ~, A. Duval et C. Mitschi [DuMi], généralisant des
travaux de Ramis [MR], ont déterminé le groupe de Galois de tous les

opérateurs hypergéométriques réductibles ou irréductibles avec q = 3 et



p E ~1, 2}. C. Mitschi [Mi] a complété cette étude par le calcul d’opérateurs
irréductibles d’ordre 4 et dans quelques cas d’ordre quelconque.

Décrivons maintenant la technique employée dans cette deuxième section.

Pour un opérateur Q, notons FQ une extension de Picard-Vessiot qui
lui est attachée, ~~ le C-espace vectoriel de ses solutions et GQ =

son groupe Galois différentiel. Soit l’opérateur hyper-
géométrique "non dégénéré" :

avec Pi = 0 + ai - 1 et L, Lie-irréductible (déf. 2.1.3).
On calcule le groupe de Galois de L par des extensions successives. On

note l’image de l’homomorphisme canonique de GL dans

Le groupe GL est ainsi une extension de par le groupe :

lui-même extension du groupe :

par le groupe :

On montre que, sous les conditions C(m+n, m, n), ces groupes ne dépendent
pas de la décomposition de l’opérateur L.

On obtient par des considérations standard sur le compositum
d’extensions de Picard-Vessiot.

Le groupe est isomorphe à C si log z appartient à Fp ou à FR,
c’est-à-dire si l’application i ’-~ ai n’est pas injective sur I ou sur J, et,
sinon, il est nul.

La partie importante est donc l’étude du groupe 



Le premier cas étudié est celui où r = m (ou de façon duale r = ~). .
Nous déterminons d’abord le groupe HU(L) = Galdiff(FPL/FPFL) par les
techniques de cohomologie galoisienne de [Be2], inspirées par la méthode
de Kummer. Le point crucial est ici que L étant Lie-irréductible, le groupe

opère irréductiblement sur l’espace des solutions de L.
Les résultats obtenus pour le calcul de resteraient d’ailleurs valables

tant que cette condition est réalisée et ce, même si p = q.

A cause de l’hypothèse r = m, on montre ainsi que le groupe 
est aussi "gros" que possible ; par exemple, sous les conditions C(2, 2, 0)
(qui implique en particulier que L est isomorphe à un produit du type
(~ + a)(0 + a’)L = PL avec a - a’ nul ou non entier), le groupe est

isomorphe à C~2~q-2} . .

_ 

Le deuxième cas "non dégénéré" étudié est celui où l’opérateur vérifie les
conditions C(2,1,1), ce qui implique qu’il est isomorphe à :

On suppose L Lie-irréductible. Le groupe GL est ainsi une extension de

~ss {L~ par le groupe :

Pour déterminer ce dernier groupe, on applique les résultats précédents aux
calculs de et de et on obtient alors G~‘{L) grâce aux
propriétés que l’on a rassemblé dans l’appendice sur les groupes affines : si
les extensions FpL FR et FL RFp ont une intersection réduite à FPFR, le

groupe est le plus "gros" possible sinon, il existe ~3 tel que l’opérateur
"tordu" L{8 + ~3) est isomorphe à son dual et la dimension de est

q - 1 ou q - 2 selon que L{8 + ~3) a un groupe de Galois contenu dans un
groupe symplectique ou orthogonal. Par exemple, si le groupe de Galois de
L contient le groupe SLq-2(C), alors est isomorphe à C2q-3.

La section 2 se termine par quelques remarques concernant le cas où

l’opérateur vérifie les conditions C(m + n, m, n) avec mn > 1 et le cas

"dégénéré" .



1. Classification paramétriques
des opérateurs hypergéométriques réductibles

1.1 Rappels et notations

On désignera, dans toute la suite, l’ensemble des entiers rationnels par
~, l’ensemble des nombres réels par R, l’ensemble des nombres complexes
par C et le corps C(z) des fractions rationnelles à coefficients dans C par II~.

1.1.1 Généralités

DÉFINITION 1.1.1.- Un corps différentiel est un corps commutatif K
muni d’une application b : ~~ ~ ~~ vérifiant :

On le no te (Ii, à).
Si (Ii, à) est un corps différentiel, alors (z e Ii [ ôz = 0) est un sous-

corps de K noté CR- et appelé corps des constantes.

DÉFINITION 1.1.2. - Ôn appelle du al (ou adjoint) de l’opérateur L(à) =

..., m açô’ et l’on note L*(à) l’opérateur:

DÉFINITION 1.1.3.- Étant donné un opéraleur différentiel L d’ordre

n, qn appelle matrice fondamentale de solutions toute matrice de la forme
où fi, ... , fn désignent une base de solutions de

LY " 0 da’ls FL el " 03B4ifk.

DÉFINITION 1.1.4.- Soient M el M’ deux élémenls de li[à], el A

une matrice fondamentale de solutions de l’opérateur M. On dira que les
opérateurs M et M’ sont équiualents s’il existe une matrice N à coefficients
dans Ii telle que NA est une matrice fondamentale de solutions de M’.



PROPOSITION 1.1.1. - Les opérateurs M et M’ de sont équivalents
si et seulement s’il existe un opérateur P de tel que l’application :

y ~ Py est un isomorphisme de l’espace des solutions de M sur celui de M’.

1.1.~ Opérateurs hypergéométriques

Notations . - Soient q, p deux entiers tels que q > p > 0 et ~~C1, ... , 

, ... deux familles de nombres complexes.
On appelle opérateur hypergéométrique associé à ces données l’opérateur

différentiel d’ordre q : :

où 03B8 = z(d/dz).
On posera pour ces mêmes données :

Remarque 1.1.1. - Si p - q est pair, les opérateurs

désignent le même opérateur au signe près et si p - q est impair on passe de
l’un à l’autre, au signe près, par le changement de variable z en -z.

Nous reproduisons maintenant les résultats de [BBH] et [Ka] qui seront
nécessaires pour la suite.

LEMME 1.1.1 ([Ka, sect. 3.1]). - Le dual de l’opérateur

par rapport à la dérivation 0 est l’opérateur :



THÉORÈME 1.1.1 ([BBH, lemme 4.2] ou ~Ka~). L’opérateurL (ou L’~
est irréductible sur II~ si et seulement si pour tout couple ~i, j~ d’indices, le

nombre ~ci - v~ n’est pas un entier rationnel.

THÉORÈME 1.1.2 ([Ka]). - Si l’opérateur L est irréductible, sa classe
d’isomorphisme ne dépend que de la classe modulo ~ de ses paramètres.

1.2 Décompositions d’un opérateur et conditions C(r, m, n)

1.2.1 Définitions et énoncé des résultats

Soit

un opérateur hypergéométrique généralisé.

DÉFINITION 1.2.1. - Soient P et Q deux opérateurs différentiels, on dit
que P divise Q à gauche (resp. à droite), à isomorphisme près, si P divise

à gauche (resp. à droite) un opérateur équivalent à Q.

Remarque 1.2.1. - A un opérateur différentiel L E .~i ~8~, on peut asso-
cier un D-module ou un sous-module sur l’anneau -~[~] : : ~~ ~9~ pi ~B~L {~Bel~,
[De], [Kal]). Si l’opérateur L se décompose en produits d’opérateurs ir-

réductibles ; rj Li , on obtient une suite de Jordan-Hôlder dont les quo-
tients sont isomorphes aux D-modules associés aux opérateurs irréductibles
K[03B8]/K[03B8]Li. Deux suites de Jordan-Hölder étant isomorphes [Bo], on en
déduit que la collection des classes d’équivalences des opérateurs irréduc-
tibles entrant dans la décomposition d’un opérateur donné est unique mais
il n’y a pas unicité des facteurs (voir Exemple).

DÉFINITION 1.2.2. - Soit l’opérateur hypergéométrique :

On désigne par rL, mL, nL, rL, mL, nL, nL, des entiers tels que :

. l’opérateur L est produit de rL + 1 opérateurs irréductibles;

. mL est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe mL
éléments ai de C~ tels que .~.~ n~ (8 + ai) divise l’opérateur L à
gauche, à isomorphisme près; ;



. n~ est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe nL éléments

ai de ~ tels que ...~ ~~.~8 + a2) divise l’opérateur L à droite, à

isomorphisme prés; ;
. rL est le plus grand des nombres entiers véri,fiant : il existe r~ indices

distincts i~ dans ~ l, ... , p~ et rL indices distincts jk dans ~ 1, ... , q~
tels que est un entier;

. mL est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe m~ indices
distincts i~ dans ~ 1, ... , p~ et rnL indices distincts jk dans ~ 1, ... , q~
tels que est un entier positif ou nul; ;

. n’L est le plus grand des nombres entiers vérifiant : il existe nL indices
distincts i~ dans ~ 1, ... , p~ et n~ indices distincts jk dans ~ l, ... , q~
tels que - 

v~k est un entier strictement négatif.

. n~ est le nombre exact de solutions linéairement indépendantes de

l’opérateur L dans la K-algèbre engendrée par log z et les z03B1i où les ai

parcourent C.

On suppose désormais q 
- r’~ > 1. Dans le cas contraire, on adapte

facilement les résultats qui suivent à ce cas dégénéré.

D’après le théorème 1.1.1, l’opérateur hypergéométrique :

est irréductible si et seulement si, pour tout couple ~i, j) d’indices, v~

n’est pas entier. Dans le cas où il est réductible, nous obtenons le résultat

suivant.

THÉORÈME 1.2.1. - Soit l’opérateur hypergéométrique :

On a :

Ceci conduit à poser les définitions suivantes.

DÉFINITION 1.2.3.- Étant donnés les entiers positifs r, m, n, on dit

que L vérifie les conditions C(r, m, n) si et seulement si :



Remarque. . - Soit L un opérateur hypergéométrique. On a évidemment
les relations :

Exemple. - Considérons les opérateurs :

et

où a, ,Q, y et 8 sont des nombres complexes non entiers et distincts deux à
deux modulo Z.

L’opérateur L vérifie les conditions C(~, 1 , 1) et admet la décomposition :

L’opérateur L’ vérifie les conditions C(2, 1, 2) et admet les décompositions :

et

La démonstration du théorème 1.2.1 fait l’objet des deux paragraphes
suivants 1.2.2 et 1.2.3.

1. 2. 2 Lemmes préliminaires

LEMME 1.2.1

i) L’opérateur hypergéométrique

est divisible à droite par 0 + a si et seulement s’il existe (i, j) tel que
_ (a~ ~ + 1) . °

ii) L’opérateur L est divisible à gauche par 03B8+03B1 si et seulement s’il existe
(2, ~) tel que Vj) _ (c~ + 1, a + 1).



Démonstration. - S’il existe (i, j) tel que vj) = (a, a + 1), l’opéra-
teur L est clairement divisible à droite par 03B8 + a.

Supposons que l’opérateur L est divisible à droite par 8 -f- a. Cela signifie
que est une solution de L. .

Comme pour tout ~3 de C, (0 + ~3)(z-a) = (-a + ~3)(z-‘~), on a :

D’où pour tout z de C :

En prenant z = 0, on obtient n?=l,...,g("~ + ~ - 1) = 0, puis

(-~ + = 0. Il existe donc ï et j tels que -~ + ~ - 1 = 0

et -a + = 0, donc tels que ~) = (~, ~ + 1).
On déduit ii) par dualité d’après le lemme 1.1.1 et la remarque 1.1.1 qui

le précède. D

Notation. 2014 Étant donnés les nombres complexes a et /3, on note

[[~]]~

On définit de manière analogue ~~ a , ,Q ~~ , ~~ a , j3 ~~ et ~~ a , ~ ~~ .

LEMME 1.2.2.- La classe d’équivalence d’un opérateur hypergéométri-
que reste inchangée sous les opérations suivantes :

1~ en remplaçant par + 1 si pour tout j, vj ~ + 1; ;

2) en remplaçant par - 1 si pour tout j, vj ~ ;

3) en remplaçant vk par v~ + 1 si pour tout i, ~ v~ ;

4) en remplaçant vk par vk - 1 si pour tout i, i ~ vk - 1; ;

5) en remplaçant par + t, où t est un entier > 0, si pour tout j,

03BDj ~ ]] k , + t ]]; 1
6) en remplaçant v~ par vk + t, où t est un entier > 0, si pour tout i,

lui [[ Vk , Vk + t [[ .



Démonstration

1) (Voir aussi [Ro, lemme 2.2] et [BH, p. 329]) De la relation : : (8 + =

z(8 + + 1), on déduit :

soit :

Il suffit de montrer que l’application linéaire qui, à Y, associe (0 + 
envoie de façon injective les solutions de L sur les solutions de L’.

Il s’agit donc de voir que n’annule aucune solution de L. Si c’était le
cas, L serait divisible à droite par 9-~-~c~. Or, 8--~~c~ divise .,.~ p(9-I-~ci),
donc 9 + diviserait ...~ Q (8 + 1), ce qui est contraire à notre
hypothèse qui entraîne que, pour tout j, on a :

Donc 0 + ~c~ ne divise pas à droite L. Les opérateurs L et L’ sont bien
équivalents.

2) Il suffit d’appliquer 1).
5) Il suffit d’appliquer 1) successivement à + 1, + t - 1.

6) Remarquons que la démonstration n’a pas fait intervenir la relation
p  q et que le résultat est valable pour les opérateurs hypergéométriques :

d’après la remarque 1.1.1. Après le changement de variable z en z’ = 1/z,
si 8~ = l’opérateur devient :



soit

soit

relativement à l’opérateur 8’ .

D’après 5), si pour tout i, on a

c’est-à-dire, si pour tout i, on % {~, ..., vk + t - 1 ~ , alors les

opérateurs : ’"

et

sont équivalents.

3) et 4) Il suffit d’appliquer 6). D

LEMME 1.2.3. - Soient les opérateurs :

et

Si pour tout i E I*, ~ a et, pour tout j E J*, v~ ~ a + 1 alors les

opérateurs L1 et L2 sont équivadents. Autrement dit, soit d’opérateur :

avec a répété p’ fois et a + 1 répété p~~ fois.

Si, pour tout i, i ~ a et, pour tout j, 03BDj ~ a + 1 alors on obtient un

opérateur équivalent en répétant a et a + 1 respectivement p~~ et p’ fois.



Démonstration. . - On peut supposer pour fixer les idées que p" > p’.

L’opérateur Li est clairement divisible à droite par (0 + . Il admet

donc, comme solutions, les solutions de (0 + et de

Comme on a

et que, pour tout i E I * a, l’opérateur L1 n’est pas divisible à droite
par 0 + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (0 + a~p
et d’une base de solutions de L1 forme une base de solutions de Li.

De même, l’opérateur L2 est clairement divisible à droite par (0 + cx~~
et admet, comme solutions, les solutions de (0 + et de

Comme on a

et que, pour tout j E J*, a + 1, l’opérateur L2 n’est pas divisible à
droite par 03B8 + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de

(0 + a)P et d’une base de solutions de L2 forme une base de solutions de
L2.

D’après le lemme 1.2.2, les opérateurs L1 et L2 sont équivalents. On en
conclut que les opérateurs Li et L2 sont équivalents. 0

LEMME 1.2.4.2014 Soient p’ et p~~ deux entiers > 0 tels que p~~ > p’ et

soient les opérateurs : :

et



Si pour tout i E I* ~ a, alors les opérateurs L1 et L2 sont équivalents.
Autrement dit, soit l’opérateur: :

avec a répété p’ fois, a + 1 répété p~~ fois comme paramètre ~C et p" + 1

comme paramètre v.

Si p~~ > p’ et si, pour tout i, ~ a, alors on obtient un opérateur

équivalent à L en remplaçant un paramètre v égal à a + 1 par a.

Démonstration. - L’opérateur ~1 est clairement divisible à droite par

8 + Il admet donc, comme solutions, les solutions de ~8 + et de

Comme on a :

et que, pour tout i E I*, a, l’opérateur L1 n’est pas divisible à droite 
1

par 03B8 + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (0 + a)
et d’une base de solutions de ~1 forme une base de solutions de Li.

De même, l’opérateur L2 est clairement divisible à droite par (0 + a~p
et admet, comme solutions, les solutions de (0 + a~ ~ et de

Comme on a :

et que, pour tout i E I*, a, l’opérateur L2 n’est pas divisible à droite 
,

par 03B8 + a. On en déduit que la réunion d’une base de solutions de (03B8 + 03B1)p
et d’une base de solutions de L2 forme une base de solutions de L2.

D’après le lemme 1.2.2, les opérateurs L1 et L2 sont équivalents. On en
conclut que les opérateurs Li et L2 sont équivalents. D



LEMME 1.2.5. - Soit s un entier > 0 et {p1 , ... , ps} une suite décrois-
sante d’entiers > 0. Considérons les opérateurs

et

Si, pour tout i E ~~, ~ ~a - s + 1, ... , a - l~, alors les opérateurs L1 et

L2 sont équivalents.

Démonstration. . - L’opérateur L1 est clairement divisible à droite par

sont des solutions de L 1. Comme pour tout i E ... , ae -1 ~ ,
alors, d’après le lemme 1.2.1, l’opérateur L1 n’est pas divisible par 03B8 + cx -
t + l, t E {2, ..., .5}. On en déduit que la réunion d’une base de solutions
de ~tE~2~ ..,~ s~ ~8 + a - t + et d’une base de solutions de L1 forme une
base de solutions de L 1.



De même l’opérateur L2 est divisible à droite par ..., s} (03B8 + 03B1 -
t + Comme précédemment, on montre que la réunion d’une base de
solutions de ~tE~2, ..., s~ ~~ + a "" ~ ’~ et d’une base de solutions de

forme une base de solutions de L2.

D’après le lemme 1.2.2, on obtient un opérateur équivalent à L1 en
remplaçant un paramètre v égal à + 1 par a. Les opérateurs L1 et L;
sont donc équivalents. Il en résulte que Li et L2 le sont aussi. 0

Rappel. - On appelle fonction hypergéométrique une fonction de la

forme : 
, , , ,

avec pour tout j, vj ~ ~0, -1, -2, ...~, et où = a(a-E-1) ... (cx-f-n-1)
et (a~ o = 1. .

LEMME 1.2.6. - Soit L = L (~~ci ~, ~v~ ~} ; p, q} Si L est divisible à droite
par un opérateur L1 à coefficients dans alors L1 a une solution de la

forme :

avec pour tout j, v~ + 1 - vk ~ ~0, -1, -2, ...~, C constante, vt - v~ un
entier > 0 et P un polynôme.

Démonstration. - Soit V1 l’espace des solutions de L1 et soit f E tj1
un vecteur propre sous l’action de la monodromie en 0 (comme ~1 est

stable sous l’action de la monodromie en 0, un tel vecteur propre existe

nécessairement). Alors fez) = où a est un nombre complexe et g une
fonction holomorphe en 0 avec g(0) = 1. Puisque f est aussi une solution
de L, on a que a est une solution de l’équation indicielle en 0 de L et par
conséquent, il existe t tel que a = 1 - vt .

Soit vk un des paramètres de L de plus petite partie réelle parmi les

paramètres 03BDj congrus à 03BDt modulo Z. Posons m = vt - 03BDk. On a m 

m > 0.



La fonction hypergéométrique

est bien définie. Posons

et

Comme f est solution de L, on obtient pour s > 1 :

De même pour s > 1, on a :

Dès que s > m + 1, s > 0 pour 03BDj - 03BDt ~ Z et les suites (as+m) S>_o
et vérifient la même relation de récurrence d’ordre un. Elles sont

donc proportionnelles.
Si n’a aucun de ses termes nul, il existe donc une constante C

telle que la fonction g - CF soit égale à un polynôme.

Supposons maintenant qu’il existe un entier n’ (choisi minimal) tel que
= 0 (comme bo = 1, n~ > 1). Alors d’après (2) on a, pour tout n > n’,

bn = 0 et le coefficient de est nul. Par conséquent, d’après (1), 
est nul ainsi que les as suivants. Dans ce cas g et F sont des polynômes.

Dans les deux cas, on obtient ainsi l’énoncé du lemme. D

Remarque. . - La preuve ci-dessus s’inspire de la démonstration du lemme
4.2 de [BBH], modifiée pour tenir compte des cas de dégénérescence de F.
Nous remercions le referee de nous avoir signalé ce type d’énoncé.



1.2. 3 Décomposition d’un opérateur et conditions sur les paramètres

PROPOSITION 1.2.1

i~ Si l’opérateur hypergéométrique L possède des paramètres tels que

i1 - 03BDj1 est un entier > 0, et si l’on choisit les indices de telle sorte

que :

alors l’opérateur L est équivalent à

ii) Si l’opérateur hypergéométrique L possède des paramètres tels que
i1 

- 

03BDj1 est un entier  0, et si l’on choisit les indices de telle sorte

que :

alors l’opérateur Lest équivalent à

et donc au dual de :

Démonstration

i) Il est clair que si i1 = 03BDj1, alors :

De manière générale si est un entier > 0, et si



alors : {03BDj E ]] Vjl est vide et d’après le lemme 1.2.2, en remplaçant
par on obtient que l’opérateur L est équivalent à :

il) Il est clair que si = v jl - 1, alors :

Plus généralement si est un entier  -1, et si

alors e ~~ 1~~ ~ est vide et d’après le lemme 1.2.2, en
remplaçant par 1, on obtient que l’opérateur L est équivalent
à

PROPOSITION 1.2.2. - Considérons l’opérateur hypergéométrique :

S’il existe s indices distincts i1, , ... , is et s indices distincts j1, , ... , js tels
que :

et si les paramètres sont choisis de telle sorte que :

et plus généralement pour t  s,



alors il existe s nombres ak tels que ak - u~~ E ~ et tels que l’opérateur L
est équivalent à :

Démonstration. . - Démontrons la proposition par récurrence sur s.

Pour s = 1, on obtient le résultat grâce à la proposition 1.2.1. Supposons
que l’on ait prouvé que l’opérateur L est équivalent à :

où card I = s - 1, où pour tout i de .I, ~ Z et

Ona:

où, pour i ~ {i1, ... , is-1}, ’i = pour j ~ {j1, ... , js-1}, 03BD’j = 03BDj, pour
h E ~1, ... , s - l~, on a = v~~ --- a~.

Premier cas. - = 03BD’j ~ Z, ’is - 03BD’j > 0}, c’est-à-
dire que | v’. E ]]03BD’js, ’is ]]} est vide, alors, d’après le lemme 1.2.2, on
peut remplacer ’is par 03BDjs = 03BD’js et l’opérateur L1 est équivalent â :

La proposition est alors démontrée au rang s dans ce premier cas.

Décerne ca5. 2014 sup{R03BD’j| ’is - 03BD’j ~ S , ’is - 03BD’j >: 0}, c’est-
à-dire que {03BD’j|03BD’j G ]] 03BD’js, ’is 11} n’est pas vide, alors, diaprés le choix des
paramètres 03BDjs (= 03BD’js) et is (== ’is), on en déduit pour j ~ {j1, ..., 
~ = ~ ~ H ~. ~ ~~ ]] ’ Il existe donc des ~ [[ /~ ]] et on peut
écrire :

avec pn > 0 et > ?Rak2 > ... > et, pour tout
i E Ii, a2 ~ [[ ~ f~i ~ ~~ 



Pour tout n e ~ 1, ... , s~, l’opérateur Li possède donc p~ (pn > 0)
paramètres  égaux à a kn et pn paramètres v égaux à a kn. D’après le lemme
1.2.2, on peut remplacer le paramètre par a~l , puis successivement, pour
tout n E {1, ... , h}, les pn paramètres  égaux à a kn et les pn paramètres
v égaux à par a~l - n -~-1 et finalement, le paramètre par ak1 -h+l.

Soit L2 l’opérateur ainsi obtenu et posons a = akl on a alors :

où

Pour tout z G ~, on a [[~ - /~ 1 , ~j] pour tout z ~ {zi, ..., 
on a [[o. - ~ + 1 , a - i]] et pour tout z ~ {~, ...~-i}, on a

[[ o~-A+2 , ~]j. Alors, d’après le lemme 1.2.3, on obtient un opérateur
équivalant en remplaçant (pi, ..., p~) par une suite décroissante d’entiers
(P~ - ~ vérifiant {p~, ..., = {pi, ... , p/J.

Soit L3 l’opérateur ainsi obtenu, on a :

D’après le lemme 1.2.5, l’opérateur L3 est équivalent à :

où

L’opérateur L est donc équivalent à L’.

L’hypothèse de récurrence est bien vérifiée dans ce deuxième cas. Donc
la proposition est démontrée. D



PROPOSITION 1.2.3. - Considérons l’opérateur hypergéométrique :

S’il existe s indices distincts i1, ... , is et s indices distincts j1, ... , js, tels
que - 03BDjk E Z, ik 

- 

03BDjk  0, et si les paramètres sont choisis de telle
sorte que :

et plus généralement, pour t  s;

alors il existe s nombres ak tels que ak - v~~ E ~G et tels que l’opérateur L
est équivalent à :

Démonstration. . - Il suffit d’appliquer la proposition précédente à l’opé-
rateur dual de L en utilisant le lemme 1.1.1 et la remarque qui le précède.

COROLLAIRE 1.2.1. - Pour tout opérateur hypergéométrique :

on a et n~.

PROPOSITION 1.2.4. - Considérons l’opérateur hypergéométrique :

S’il existe s indices distincts il, ... , is et s indices distincts j1, ... , js, , tels

que - 

03BDjk E Z et si les paramètres sont choisis de telle sorte que :



et plus généralement, pour t  s,

alors il existe s nombres ak tels que ak - 03BDjk E Z et tels que l’opérateur L
est équivalent a :

Démonstration. . - Démontrons la proposition par récurrence sur s. Pour
s = 1, on obtient le résultat grâce à la proposition 1.2.1.

Supposons que l’on ait prouvé que l’opérateur L est équivalent à :

où card(I’ U JI) -.-- s - 1, où pour tout i de I~ U J~, E S, et où :

Ona:

où :

. pour 2 ~ ~il, ... , is_1 ~, ~Ci - ~Ci,
..., , js-1 ~ ~ v~ = ~, 

. pour x G ..., il existe k tel que = ak ou k G 7~ tel

. pour j ~ {j1, ..., , js-1}, il existe h E I’ U J’ tel que 03BD’j = ah.
On peut 0 car sinon, on se ramène à l’équation duale.

Premier cas. 2014 = | ’is - 03BD’j E Z , ’is - 03BD’j > 0} c’est-à-

dire que ]] ]]} est vide, alors, d’après le lemme 1.2.2, on
peut remplacer ’is par 03BDjs = 03BD’js et l’opérateur L1 est équivalent à :

La proposition est alors démontrée au rang s dans ce premier cas.



Deuxième cas. - R03BD’js ~ sup { R03BD’j | ’is - 03BD’j E Z , ’is - 03BD’j > 0 } , c’est-

à-dire que ]] v‘.q , ’is]]} n’est pas vide, alors d’après le choix
des paramètres Vjs (= et , comme dans la démonstration

précédente, on peut écrire : 
’

avec Pn + qn > 0 et R03B1k1 > R03B1k2 > ... > a et, pour
tout i E ~’~, cxi ~ ~~ 11 .

Pour tout n E ~ 1, ..., s~, l’opérateur Li possède donc pn (pn > 0)
paramètres  égaux à a kn, qn (qn > 0) paramètres  égaux à a kn - 1 et
pn + qn (pn + qn > 0) paramètres v égaux à 

D’après le lemme 1.2.2, on peut remplacer le paramètre par 
le paramètre par akh et, successivement, pour tout n E {2, ..., h~, si
pn > 0, les pn paramètres  égaux à akn puis les pn + qn paramètres v
égaux à a kn par a k1 - n + 1 et enfin si qn > 0, les qn paramètres  égaux
à akn - 1 par ak1 - n. Puis, si qh > 0, on remplace le paramètre Vjs par

et si qh = 0, on remplace le paramètre Vjs par ak1 - h + 1.

Soit L2 l’opérateur ainsi obtenu et posons dans toute la suite a = ;

P~ = + ai) et R’ = + cxi) On a :

auec si qh = 0 :

ei si q~ > 0 :

Ensuite, on peut remplacer, d’après le lemme 1.2.3, la suite (p1, ... , par

, ... vérifiant ~p1, ... = 
... et telle que si qi = 0, on



a puisque l’opérateur L2 possède exactement p2+1 paramètres ~C
égaux à i et p2 paramètres v égaux à a - i + 1.

Enfin d’après le lemme 1.2.4, si qi = 0, on peut remplacer un paramètre

Soit L3 l’opérateur ainsi obtenu et soit J~~ _ 0 ~ On a alors :

où

L’hypothèse de récurrence est bien vérifiée dans ce deuxième cas. Donc la
proposition est démontrée. D

COROLLAIRE 1.2.2. - Pour tout opérateur hypergéométrique :

on a rL = r~ .

Démonstration. . - Appliquons la proposition précédente à s = rL. Alors

avec I U J = ~ 1, ... , s~ est un produit de rL + 1 opérateurs irréductibles
puisque d’après la définition de r~, pour tout i ~ ..., et tout

{j1, ... , ~, on a et donc d’après le théorème 1.1.1,
l’opérateur 

est irréductible.



D’après la remarque 1.2.1, la collection des classes d’équivalence des
opérateurs irréductibles divisant un opérateur donné est unique et donc
leur nombre aussi.

Remarque. - Katz [Ka] a montré le résultat de ce lemme sans donner
de construction effective de décomposition de l’opérateur.

PROPOSITION 1.2.5.2014 Soit

un opérateur hypergéométrique. Si l’opérateur L admet k solutions linéaire-
ment indépendantes dans ta. K-algèbre engendrée par log z et les za où les a
parcourent C, alors il existe k indices distincts i1, ... ik dans I et k indices
distincts j1, , ... , jk dans J tels que pour tout s, 1  s  k :

Démonstration. . - Soit V la K-algèbre mentionnée dans la proposition.
Démontrons le résultat par récurrence sur k. Supposons k = 1.

Comme V est invariant sous la monodromie, l’opérateur L est divisible
à droite par un opérateur Li à coefficients dans K dont toutes les solutions
sont dans V. En effet, le C-espace vectoriel de solutions de L engendré
par l’orbite de la solution sous l’action de la monodromie est contenue

dans V et est stable sous la monodromie donc cet espace est l’espace de
solutions d’un opérateur à coefficients dans V et stable sous la monodromie
et donc à coefficients dans K. D’après le lemme 1.2.6, l’opérateur Li possède
une solution f de la forme za [P(z) + où F est une fonction

hypergéométrique, C une constante et P un polynôme.

Puisque f appartient à V, si C ~ 0, F est aussi un polynôme et ceci n’est
possible que s’il existe i et j tels que t/j E 7~,  0.

Si C = 0, alors l’opérateur

admet une solution polynomiale et on aboutit à la même conclusion en
considérant les équations indicielles en zéro et en l’infini de L’.

La propriété est donc démontrée pour k = 1, supposons la prouvée à
l’ordre k - 1. Si L admet k solutions dans V, elle en admet k - 1.



D’après l’hypothèse de récurrence, il existe 1~ -1 indices il, ..., dans

I et k - 1 indices j1, ..., jk-i dans J, tels que pour tout s, 1  s  k - 1 :

 0.

D’après la proposition 1.2.3, si les indices sont choisis de telle sorte que :

il existe k - 1 nombres complexes -y2 tels que l’opérateur L est isomorphe à :

où I* = 7 B ..., J* = J ~ ..., Les opérateurs L et
Li étant équivalents, l’opérateur Li admet aussi k solutions linéairement
indépendantes dans V dont une n’est pas solution de ,.. ~ ~_ 1 ~ ( ~ -~- y2 ) .

Soit f cette solution, et soit g = ",~ ~_1~ (8 + yi~( f ~, alors g
appartient à V et il est solution de l’opérateur

On est ramené au cas où l~ = 1. Il existe donc i ~ ~ ~ i, ... jk ~
~ j, ... , tels que v~k  0. La proposition est donc démontrée. 0

COROLLAIRE 1.2.3. - Pour tout opérateur hypergéométrique :

on a n~ > .

COROLLAIRE 1.2.4. - Pour tout opérateur hypergéométrique :

on e~ mL = mr.

Démonstration . D’après les corollaires 1.2.1 et 1.2.3, on a nL > n~ >
Mais nL >_ n L , car si L est isomorphe à un opérateur L’ divisible à droite

par (0 + ... (0 + anL ) où les ai sont des nombres complexes, l’opérateur
L’ admet nL solutions indépendantes dans l’espace V de dimension infinie



engendré par et log z et par conséquent l’opérateur L aussi. On en
déduit que n L = n’L. En appliquant ce résultat à l’opérateur dual de
L, on obtient m L = m~. .

Remarque. - La difficulté d’obtenir une décomposition d’un opérateur
L (voir [Kal]) provient du fait que, si l’on a déja décomposé l’opérateur L en
produit de plusieurs opérateur 03A0Li dont l’un Lj est réductible, on ne peut
pas, pour poursuivre la décomposition de L à équivalence près, décomposer
à équivalence près l’opérateur Lj sans considérer tout le produit 03A0Li. Par
exemple, considérons l’opérateur (03B82-03B8)03B8. L’opérateur 03B82 - 03B8 = (03B8 -1)03B8 est
isomorphe à (8-1)(8-2) mais (82 -g)8 n’est pas isomorphe à (9-1)(9-2)8.
Considérons de même les opérateurs de l’exemple du paragraphe 1.2.2. On
a :

et

avec d’après le lemme 1.2 . 2, L t ~ -1, a ~ , ~ 1, j3, y, b ~ ; 2, 4~ équivalent à

L({c~}, , ~,Q, y, b ~ ; 1, 3~ 8 alors que les opérateurs :

et

ne sont pas équivalents car nL ~ .

1.2.4 Propriété des opérateurs vérifiant les conditions C(m + n, m, n)

PROPOSITION 1.2.7.- Si l’opéraieur hypergéométrique

vérifie les conditions C(m + n, m, n) et s’il est équivalent au produit d’opé-
rateurs irréductibles :

alors :



a~ pour tout couple (i, j) de I x ~ ou de J x J, soit ai - aj, soit

~~~ i

b~ pour tout couple (i, j) de I x I* ou ~Cj 
- ai E ~ et ~Cj 

- ai > 0 ou

~j 
- ai ~ ~ i

c~ pour tout couple (i, j) de I x J* ou ai - vj E ~ et ai - vj > 0 ou
~~; 1

d~ pour tout couple (i, j) de .~* x J ou ~ci - aj E ~ et ~ci - aj  0 ou

lui - a j ~ ~ ~

e~ pour tout couple (i, j) de J* x J ou a j 
- vi E ~ et cxj 

- vi  0 ou

vi ~ Z~.

Démonstratian. - On peut supposer, si la conclusion n’est pas réalisée,
en se ramenant à l’autre cas par dualité, qu’il existe un couple (i, j ) de
I x I tels que ai ~ .aj et ai - 03B1j ~ Z. On aurait alors R03B1i  R03B1j ou
Raj  Du théorème 1.2 .1, on déduit que le nombre d’opérateurs
de la forme (8 -~- a) qui divisent L‘ est strictement plus grand que n.

Ce qui contredit évidemment que l’opérateur L‘ vérifie les conditions

C(m + n, m, n). L’assertion a) est donc prouvée.
On démontre de la même manière les autres assertions.

THÉORÈME 1.2.2. ,5’oient

des opérateurs hypergéométriques vérifiant les conditions C(m + n, m, n) et
respectivement isomorphes aux opérateurs

et

où L et L’ sont des opérateurs hypergéométriques irréductibles d’ordre

q-m-n.

Alors les opérateurs L et L’ sont isomorphes si et seulement si, d’une

part, les opérateurs P, L, R sont respectivement isomorphes aux opérateurs
P~, L~, R’ et, d’autre part, pour tous paramètres a~ , où



~i, j, h, k) appartient à I x J X l’ x J’, de la même classe de congruence modulo
Z, les différences ai - a j ei - sont de même signe, en convenant que
0 est de signe positif.

Démonstration

. Montrons que les conditions sont suffisantes. Posons L1 = PLR et

~1 = P’L’R’ où

et

Soit un système de représentants des classes modulo ?~ des

paramètres de Li. Soit :

l’ensemble des paramètres de Li de la classe de y où y On a

st = 0 car L est irréductible.

On dira :

a) y est de type1 ( f s, t, g) si un seul élément de {f, s, t, g} est non nul ;

b) y est de type2 ( f , s, g) si t = 0, deux éléments au moins de ~ f s , g~ sont
non nuls et si, lorsque 0 alors la relation suivante est satisfaite :

c) y est de type3(f, t, g) si s = 0, deux éléments au moins de ~ f , t, g~ sont
non nuls et si, lorsque 0 alors la relation suivante est satisfaite :

D’après la proposition précédente, l’opérateur Li vérifiant les conditions
C(m + n, m, n), s’il existe des paramètres ai, a j, ah où (i, j, h, k)
appartient à I x J x I~ x J~, dans la même classe de congruence modulo
Z et congrus à au moins un paramètre de L, alors les différences ai - aj
et sont nécessairement de même signe. On en déduit que chaque
élément y E est d’un type et d’un seul.



Les hypothèses du théorème entraînent que les opérateurs Li et L1 ont
même système de représentants des classes modulo Z des paramètres :

et chaque élément y est du même type pour Li et

Li . 
?~ ?~

Montrons en utilisant le lemme 1.2.2 qu’on obtient un opérateur équiva-
lent à Li en remplaçant tous les paramètres de Li congrus à y modulo Z
par les paramètres de L1 correspondants.

Supposons que y est de type2 ( f s, g~ On a :

et, on a de même :

On obtient d’abord un opérateur équivalent à Li, grâce au lemme 1.2.2, en
remplaçant sucessivement les s paramètres respectivement par =

1 puis les f paramètres ~c égaux à ail par 1 et enfin les f
paramètres v égaux à ail par 1. Ainsi les f paramètres ai, pour i E I
sont remplacés par a2~ = 1. Soit L2 l’opérateur ainsi obtenu.

Dans ces conditions, on a soit  soit R03B1j1 > et alors

 R03B1"i1 .

Si on obtient, d’après le lemme 1.2.2, un opérateur
équivalent à L 2 , et donc à Li, en remplaçant successivement les g paramètres
v égaux à par a3, les g paramètres ~C égaux à 1 par cx~, - 1, les s
paramètres ~~ , , ... respectivement par , ... les f paramètres

~c égaux à a2i 1 par ai, et finalement les f paramètres v égaux à aii 1 par ai, .

Si R03B1j1 > , on obtient, d’après le lemme 1.2.2, un opérateur
équivalent à L2, et donc à Li, en remplaçant sucessivement les f paramètres
v égaux à par , les f paramètres  égaux à par a2, , les s

paramètres , ... respectivement par ’h’1 , ... , les g paramètres

Il égaux à 1 par a~1 - 1, et finalement les g paramètres v égaux à a jl
par a’., .
On a montré ainsi que, si y est de type 2, on obtient un opérateur

équivalent à Li en remplaçant tous les paramètres de LI congrus à y
modulo par les paramètres de L1 correspondants. Les mêmes arguments
permettent de conclure dans le cas où y est de type 3 ou de type 1.



En réitérant l’opération pour toutes les classes de congruence, on montre
ainsi que les opérateurs Li et Li sont équivalents. On a donc prouvé que
les conditions étaient suffisantes.

. Montrons qu’elles sont nécessaires. Il est évident que les opérateurs P, L,
R doivent être respectivement isomorphes aux opérateurs P~, L’, R’. Posons,
comme précédemment, Li = PLR et Li = P’L’R’. On montre, en utilisant
le lemme 1.2.2 et les mêmes arguments que ceux de la démonstration ci-

dessus, que l’on peut se ramener au cas où L = L’, R = R’. Supposons qu’il
existe des paramètres ai, aj, a~, ak dans la même classe de congruence
modulo Z, où (1, j, h,1~) appartient à .I x J x ~~ x J~, tels que les différences
ai - a j et ah - a~ ne sont pas de même signe. La seule possibilité est que ai
est du type2(s, 0, t) pour l’un des opérateurs et du type3(s, 0, t) pour l’autre.

Supposons que ai - aj > 0, tandis que a~~  0.

On peut remplacer, d’après le lemme 1.2.2, dans l’opérateur Li, les

paramètres v égaux à ai par a j, puis, les paramètres  égaux à ai par
aj .

De même, puisque = aj , on peut remplacer dans l’opérateur Li les
paramètres  égaux à par aj - 1, puis, les paramètres v égaux à par

aj-1.
On est donc ramené au cas où :

et

avec aucun paramètre de P", R" et L congru à aj modulo Z.

Nous allons montrer qu’il existe au moins une solution de l’opérateur Li
qui ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire à coefficients dans Ii
des solutions de Li et de leurs dérivées. Cela prouvera que les opérateurs
LI et Li ne sont pas équivalents.
Comme -a j + 1 est la seule racine congrue à -a j modulo Z de l’équation

indicielle en zéro de Li, l’opérateur Li admet s ~-t solutions Fi , 1  i  8+t
de la forme Yi, Y1 log z + Y2, Y1(log z)2 + 2Y2 log z + Y3, etc., où Yi est le

produit de 03C6 par une fonction holomorphe en zéro où l’on a posé [Po] :



Comme ~~p, ..., est une base de solutions de (~ + Ces

t solutions sont donc t solutions linéairement indépendantes de Li et on
peut choisir

et

où A1,1 est une fonction holomorphe en zéro puis jusqu’à :

où les sont des fonctions holomorphes en zéro.

Comme -aj + 2 est la racine congrue à -03B1j modulo Z de l’équation
indicielle en zéro de L1 admettant la plus grande partie réelle, l’opérateur
L1 admet s solutions linéairement indépendantes Gm, 1 ~ m ~ s, de la

forme [Po] : Zl log (log z)2 + 2Z2 log z + Z3, etc., où Zi est le
produit de zp par une fonction holomorphe en zéro.

D’autre part, (Fi, ... , , Ft) = (~o, ..., est une base de solu-

tions de (? + a j - 1)t et forme donc t solutions linéairement indépendantes
de L 1. Les Fi, 1 ~ i  t et les Gm sont clairement linéairement indépen-
dantes sur C. De plus, comme l’équation indicielle en zéro de l’opérateur L1
admet exactement t -~- s solutions congrues à -a j modulo Z, toute solution
de L1 d’exposant congru à -aj est une combinaison linéaire à coefficients
dans C des Fi , 1 ~ i  t et des 

Si Ft+s était une combinaison linéaire à coefficients dans K des solutions
de L1 et de leurs dérivées, comme son exposant est -aj, elle serait une
combinaison linéaire à coefficients dans K des Fi, 1 ~ i  t des et de

leurs dérivées. On aurait alors :

où les Cg et les Dg sont des produits d’un éléments de K par une fonction
holomorphe en zéro. Or, cette relation est impossible (il suffit de considérer
la clôture de Zariski du groupe de monodromie en zéro), donc le théorème
est démontré. 0



2. Calculs de quelques groupes de Galois
d’opérateurs hypergéométriques

vérifiant les conditions C( m + n, m, n)

2.1 Rappels et notations

2.1.1 Généralités

DÉFINITION 2.1.1.- Si F est un corps différentiel et K un sous-corps
de F, on appelle groupe de Galois différentiel de , l’ensemble des

automorphismes de qui commutent avec la dérivation b de F. On
note :

DÉFINITION 2.1.2.- Étant donné un corps différentiel (K,03B4) et une

extension différentielle (F/K), on dit que F est une extension de Picard-

Vessiot de K, s’il existe un opérateur différentiel L E :

avec ai E i = 0, ... , n, et un ensemble de solutions y1, ... , yn , dans

F, de l’équation Ly = 0, linéairement indépendantes sur le corps CF des
constantes de F et vérifiant :

i) Ch - CF,

i i~ F = , i = 1, ... , n e t 

PROPOSITION 2.1.1 (Kolchin [K, chap. 3J). - Si Ii est de caractéristique
nulle, et si C~ est algébriquement clos, il existe, pour tout L E une

extension de Picard- Vessiot associée à L , unique à Ii-isomorphisme près.

Pour toute extension différentielle intermédiaire N ~ M ~ Ii on pose
M’ = et pour tout sous-groupe H de on note

H’ le sous-corps différentiel de N formé des éléments fixés par H :



On dira que H (resp. M) est fermé (au sens galoisien) si (H~) = H (resp.
(M) ~ - M). On dira que l’extension est normale est fermé dans

THÉORÈME 2.1.1 [K, théorème 5.9]. - Soit K un corps différentiel de
caractéristique 0 avec un corps des constantes algébriquement clos et N une
extension. de Picard- Vessiot de K.

i~ Le groupe G = est un groupe algébrique et la correspon-
dance de Galois usuelle établit une bijection entre les sous-groupes al-
gébriques de G et les extensions différentielles intermédiaires de .

En particulier les sous-groupes fermés de G au sens galoisien en sont
les sous-groupes algébriques.

ii~ Un sous-groupe fermé H de G est normal si et seulement si le corps
H’ est normal sur ~i et dans ce cas G/H = et 

est une extension de Picard- Vessiot.

Pour tout opérateur différentiel M à coefficients dans le corps on

désigne par F~ l’extension de Picard-Vessiot de M, par VM son espace
de solutions dans FM, par GM = Galdiff(FM/K) son groupe de Galois
différentiel. C’est à un sous-groupe algébrique de Aut(VM) que le groupe
GM s’identifie naturellement.

La composante neutre du groupe algébrique G M, c’est-à-dire la compo-
sante connexe qui contient l’identité sera notée 

On notera (G’~) le groupe dérivé de (G~) a, c’est-à-dire le plus petit
sous-groupe normal de tel que (G~) ~/ est commutatif.

Si Ml, ... , Mn désignent n opérateurs différentiels à coefficients dans le
corps K, on notera

le compositum des extensions 1  i  n, c’est-à-dire le plus petit corps
contenant les extensions 1  i  n 

..., n FMi est une extension
de Picard-Vessiot).

D’après la proposition 1.1.1, il est clair que l’on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1.2. - Les groupes de Galois de deux opérateurs équiva-
lents sont isomorphes.



DÉFINITION 2.1.3. - Un opérateur différentiel M est dit Lie-irréductible
si la composante neutre de son groupe de Galois ~G~)~ opère irréductible-
ment sur VM.

Les deux lemmes qui suivent reprennent des énoncés classiques de la
théorie de Galois. Les démonstrations utilisent des arguments analogues.

LEMME 2.1.1.- Soient L un corps différentiel, 1V/L une extension

de Picard- Vessiot et une extension différentielle contenue dans une
extension de Picard- Vessiot de L. Alors :

i~ est une extension de Picard- Vessiot ;

ii) si l’extension M est linéairement disjointe de N sur le corps L alors
;

iii) l’extension M est linérairement disjointe de N sur le corps M n N.

Remarque. . - Si, de plus est aussi une extension de Picard-Vessiot,
les propositions : " M est linéairement disjointe de N sur L " et " N est

linéairement disjointe de M sur L " sont donc équivalentes. On dira alors
que M et N sont linéairement disjointes sur L .

LEMME 2.1.2.- Soient L un corps différentiel, N/L une extension

de Picard- Vessiot et M/L une extension différentielle contenue dans une
extension de Picard-Vessiot de L. Alors le groupe est

isomorphe à Galdiff(N/M n N) et, en particulier, les propositions suivantes
sont équivalentes :

i~ M n N = L ;

ii) le groupe Galdiff(MN/M) est isomorphe à .

2.1.2 Opérateurs hypergéométriques irréductibles

Rappelons que si q, p, deux entiers tels que q > p > 0 et ~~C1, ..., 
... deux familles de nombres complexes, on appelle opérateur

hypergéométrique, confluent généralisé associé à ces données l’opérateur
différentiel d’ordre q : :

où 03B8 = z(d/dz).



Si /3 est un nombre complexe, notons L 0 l’opérateur

Nous reproduisons maintenant les résultats de [BBH] et [Ka] qui sont,
soit nécessaires pour la suite, soit qu’ils permettent, joints à nos résultats,
de lire le groupe de Galois sur les paramètres de l’opérateur.

PROPOSITION 2.1.3 ([Ka, théorème 3.4]). - L’opérateur

irréductible est isomorphe à son dual si et seulement si les conditions

suivantes sont réalisées :

i~ q - p est pair;

ii) il existe une permutation i ~ i~ de ~l, ... , p~ telle que + E ~ ;

il existe une permutation j E--~ j’ de ~1, ... , q~ telle que v~ + v~~ E ~.

DÉFINITION 2.1.4. - L’opérateur L }i, {03BDj }j ; p, q) est dit "Kum-

mer induit" si et seulement si, il existe un entier d > 2 divisant à la fois p
et q et des éléments Ai ... et B1, ... de ~ tels que :

PROPOSITION 2.1.4 ([Ka, lemmes 3.5.6 et 3.5.7~). - L’opérateur hyper-
géométrique confluent L est Lie-irréductible si et seulement si ses para-
mètres ne sont pas "Kummer induits".

THÉORÈME 2.1.2 ([Ka, théorème 3.fi~). Supposons l’opérateur

Lie-irréductible et confluent, on obtient les résultats suivants :



i si q - p est impair, alors est SLq(C~). . Si q - p = 1, , alors G~
est GLq(C) ;

ii) si q - p est pair, alors (G~} o’der est SLq(C) ou SOq(C) ou 
ou, encore lorsque q - p = 6, q = 7, 8 ou 9, l’un des groupes

"exceptionnels ". .

THÉORÈME 2.1.3 (lemme A.2 ; ~Ka, corol. 3.~.1~). - Supposons l’opéra-
teur 

, ,

Lie-irréductible et confluent.

i~ Si l’opérateur L = L ~~c2~i, ~v~~~ ; p, q) est isomorphe à son dual,

alors, le groupe G~ est un sous-groupe d’un groupe orthogonal ou

symplectique et c’est un sous-groupe d’un groupe symplectique si et

seulement si : q est pair et -y = ~ v~ - ~ E ~ .

ii Le groupe est contenu dans SOq(C) ou Spq(C) si et seule-

ment s’il existe ~3 tel que l’opérateur

est isomorphe à son dual. De plus, si q est impair, il existe ,C3 tel que
le groupe de Galois de l’opérateur L ~ z~ est contenu dans SO(q).

Pour les détails concernant les cas exceptionnels, voir [Ka] et ainsi que
[Mi]. .

2.2 Le groupe de Galois sous les conditions C(m + n, m, n)
avec mn = 0

2.2.1 Notations

Ces notations sont également valables pour le paragraphe 2.3.

Soit Q un opérateur différentiel et Qi ... Qs une décomposition de Q en

produit d’opérateurs irréductibles.

L’opérateur Q2 ... Qs applique VQ sur VQ1’ ainsi, le corps différentiel

F~ 1 est inclus dans FQ. Pour tout i, 1  i  s - 1, l’espace vectoriel

étant inclus dans VQ , on vérifie que chacun des corps FQi est



inclus dans FQ. D’après la remarque 1.2.1., la collection des corps F~ ~
ne dépend pas de la décomposition en produit d’opérateurs irréductibles
choisie. On peut donc noter sans ambiguïté :

On note par ailleurs

Le groupe GQ est ainsi une extension de par le groupe 

Considérons un opérateur hypergéométrique vérifiant les conditions

C(m+n,m,~): :

où, pour tout i ~ I ~ J, ai est un nombre complexe et L un opérateur
hypergéométrique irréductible.
On convient que si m = 0 ou n = 0, on pose respectivement P = 1,

R = 1. Pour un tel opérateur le groupe défini ci-dessus est lui-même
une extension du groupe :

par le groupe

(Rappelons, théorème 1.2.1, que les classes d’équivalences de P et de R ne
dépendent que de L.)

La description du groupe est délicate [Bou1] et nous ferons
quelques remarques sur ce groupe au paragraphe 2.2.5.

La partie importante est la description du groupe G~(L). Le groupe
I{U ( L) est isomorphe à C ou est nul suivant que log z appartient ou non
à FpFR et log z appartient à FpFR si et seulement si L est divisible à

isomorphisme près par un carré de la forme (0 + a) 2 . .



2.2.2 Énoncés des résultats

THÉORÈME 2.2.1.- Soit L un opérateur hypergéométrique vérifiant les
conditions C(r, r, 0) ou C(r, 0, r) et tel que un opérateur hypergéométrique
irréductible qui le divise à isomorphisme près soit Lie-irréductible. Alors, le
groupe est isomorphe à .

Soit, de plus, 03A0i~I(03B8 + ai - 1) un opérateur d’ordre r divisant L à

isomorphisme près. Si les ai sont distincts deux à deux, alors le groupe
est isomorphe à et, sinon, il est isomorphe à C~’’~q~r)+1

La démonstration de ce théorème fait l’objet des paragraphes 2.2.3 et
2.2.4.

2.2.3 Le groupe 

PROPOSITION 2.2.1

a) Sous les conditions C(r, r, 0), le groupe est isomorphe à

Hom(Vp, VL) et donc à De plus, si T = + ,~32 ), alors
le groupe Galdiff(FLFT/FPFLFT) est encore isomorphe à et

donc à .

b~ Sous les conditions C(r, 0, r), le groupe est isomorphe à

Hom(VL, t~j~) et donc à . De plus, si T = + ~32), alors
le groupe Galdiff(FLFT/FPFLFT) est encore isomorphe à et

donc à .

Avant de démontrer cette proposition démontrons deux lemmes qui nous
serons utiles pour la suite.

LEMME 2.2.1.- Soit P un produit d’opérateurs de la forme P2 =
6 + ai - 1 et

un opérateur hypergéométrique Lie-irréductible.

Alors le groupe Galdiff(FLFP/Fp) contient et l’espace des

solutions VL est Galdiff(FLFP/Fp)-irréductible.

Démonstration. - Appelons J~ le groupe D’après le
lemme 2.1.2, il est isomorphe au groupe Galdiff(FL/FL n Fp).



Si les opérateurs Pi sont distincts deux à deux, alors les extensions Fp
et 03A0i~I Fpi sont égales, sinon on a l’égalité :

L’opérateur L étant Lie-irréductible, le groupe est réductif, il ne

contient, par conséquent, aucun quotient réductif et donc aucun quotient
isomorphe à Ga.

On a ainsi

On peut donc supposer que les opérateurs Pi sont distincts deux à deux. Le
groupe Galdiff(FL n est un groupe multiplicatif. Considérons alors
l’application x de GL dans Galdiff(FL n Fp/K) qui, à tout élément u de
GL, associe sa restriction à FL n Fp. L’application x est un caractère et
son noyau est le groupe J. Un groupe de commutateurs de GL étant inclus
dans le noyau de tout caractère, on en déduit qu’en particulier, le groupe

est contenu dans J.

L’opérateur L étant Lie-irréductible, l’espace VL est 
tible et par conséquent J-irréductible.

LEMME 2.2.2.2014 Soient P et Q des opérateurs différentiels et F une

extension de Picard- Vessiot. Soit ~ = (~p1, ... une base de l’espace Vp
et soit f = ( f1, ... , fs) où, pour tout i E ~1, ... , s~, fi est un élément de

VpQ véri,fiant Q( f2) = 

Notons 03BEf = (03BEf1,..., 03BEfs) l’application de Galdiff(FPQF/FPFQF) dans
définie = u( f) - f. . Posons

a) L’application ~~ définit un homomorphisme injectif de dans 

ou dans Hom(Vp, qui permet d’identifier M à un sous-espace de
De plus, M peut être considéré comme un sous-N -module de

b~ Supposons que N opère irréductiblement sur ~~ . Alors M est distinct
de si et seulement s’il existe un élément non nul ~p de Vp et un
élément f de FpF vérifiant Qf = p.



Démonstration

a) L’application 03BEfi qui, à tout 03C3 de M, associe - fi, définit un

homomorphisme de M dans Elle peut être prolongée de manière
naturelle au groupe H = 

Montrons que 03BEfM peut être considéré comme un sous-N-module de
Soit /~ une solution de l’équation avec second membre (~( f ~) = p.

Si 03C3’ E H, alors 03C3’(f’) = f’ + d’où : si 03C3 appartient aussi à H,
on a

Ainsi, 03BEf est un cocycle.
Si 03C3 ~ H et 03C3’ G M, alors :

D’autre part, comme = Id,

On obtient finalement que = 

Le groupe l~~ étant abélien, ne dépend que de la classe

modulo M de u. Or

Donc, le groupe M, isomorphe à peut donc ainsi être considéré
comme un sous-N-module de 

Montrons que l’application 03BEf est injective. Il suffit de montrer que son
noyau est réduit à l’application identique.



Si cr E ker(f) , alors ~{ f ) = f puisque = 0. De plus, comme
c- E fixe le corps FQ et donc une base de Or, puisque ~ est
non nul, une base de ~~ et f = { f1, ... , fs) constituent une base de 
L’élément 03C3 fixe VpQ et par suite FpQ, l’application 03C3 est donc l’identité.
Le groupe M, isomorphe à est ainsi un sous-N-module de 

b) Comme le groupe N opère irréductiblement sur VQ, , le groupe M ne

peut différer de que s’il existe des N-endomorphismes qui sont,
d’après le lemme de Schur, des scalaires al, ... , as non tous nuls tels que

est nul, où /~ ~ est un élément de VpQ , , vérifiant Q{ f’) avec

03C8 = Li ai03C6i .

Supposons que M n’est pas isomorphe à Hom(Vp, VQ ) et soit /~ l’élément
défini ci-dessus. Désignons par M’ et ~f~ respectivement les groupes :

Par une démonstration analogue à celle de a), on montre que l’application
définit un homomorphisme injectif de M’ dans VQ et qu’elle peut

être prolongée à I~’. Le groupe M~, isomorphe à peut être alors
considéré comme un sous-N-module.

On a la suite exacte :

D’après le théorème d’inflation-restriction, on obtient la suite exacte de
cohomologie :

Puisque est nul, le groupe M’ est nul. Le groupe de cohomologie
H1 (M~, VQ) est donc nul aussi.

D’autre part, le groupe N opérant irréductiblement sur ~~ par hypothèse,
le groupe de cohomologie H 1 (N, VQ) est donc nul aussi, [Be].

D’après la suite exacte de cohomomogie, le groupe VQ) est nul.
L’application 03BEf’ prolongée à H’ étant un 1-cocycle, il existe une solution

f de l’équation avec second membre Q(f) = 03C8 telle que le 1-cocycle 03BEf est
nul. Cette solution de l’opérateur PQ est donc dans le corps -Fp.F; b) est
donc démontré, la réciproque étant évidente. 0

Démonstration de la proposition ~.~.1. . - Il suffit de démontrer a). On
obtient alors b) en appliquant le résultat précédent à l’opérateur dual.
Montrons d’abord que le groupe est isomorphe à Hom(Vp ; , 



On suppose que L = PL, avec les notations précédentes. Comme le

groupe Galdiff(FLFP/FP) est une extension du groupe d’après le
lemme 2.2.1, il opère irréductiblement sur VL, alors du lemme 2.2.2 appliqué
à F = K et à Q = L, on déduit que, si le groupe diffère de (VL)r,
il existe un élément non nul ~p de Vp, une solution f dans le corps Fp de
l’équation avec second membre L(f ) _ ~ et donc il existe une solution de
l’opérateur L dans le corps Fp. .

Or, d’après le théorème 1.2.1, ceci est impossible puisque l’opérateur
L vérifie les conditions r, 0). Le groupe est donc isomorphe à

et par suite aux groupes Hom(Vp, VL) et 
On déduit, alors, la deuxième partie en utilisant les résultats ci-dessus et

les lemmes 2.2.1 et 2.2.2.

_ 
~. ~.1~. Le groupe 

PROPOSITION 2.2.2.2014 Si l’application i ~ a2 est injective sur ~ alors
le groupe est nul. Sinon, le groupe est isomorphe au groupe
additif C~ noté Ga. Plus précisément si P = où l’application
i ~ a2 est injective sur I* , alors on obtient un isomorphisme de Ga sur une
représentation matricielle du groupe en considérant l’application qui,
à tout élément ~ de Ga, associe la matrice constituée de blocs diagonaux :

où

et où A(ni, ~) = 1 si n2 - 1, et A(n2, x) est la matrice carrée triangulaire
inférieure d’ordre ni et dont le terme général vérifie :

.Démonstration. - Il suffit d’appliquer les lemmes 2.2.3 et 2.2.4 qui
suivent.

Remarque . Si P = 
~’Z et si I~* = ~ l, ... , s) , alors une base

de solutions de l’opérateur P est



Le groupe Gp est isomorphe au groupe des matrices constituées de blocs
diagonaux : .

où (~1, ..., Às) est élément de G(ai, ..., as) et où A(ni, x, ai) = ai si

ni = 1, et A(ni, ~, ai) est la matrice carrée triangulaire inférieure d’ordre
ni et dont le terme général vérifie :

LEMME 2.2.3. - Si Q désigne l’opérateur 8 + a - 1 et n un entier > 0,
alors le groupe Galdiff(FQn/FQ) est nul si n est égal à 1 et il est isomorphe
au groupe additif C. Dans ce dernier cas, l’application qui, à tout élément x
de C, associe la matrice triangulaire inférieure A(n, ~) dont le terme général
véri,fie a2~ = si i > j et aii = 1, réalise un isomorphisme de Ga
sur une représentation matricielle du groupe 

Démonstration. - Le lemme est évident si n = 1. Pour n > 1, le

groupe Galdiff(FQn/FQ) est isomorphe au groupe G03B8n et donc au groupe

Galdiff(K(log z)/K). Une base de solutions de l’opérateur différentiel 8n est

L’application qui, à tout élément x de Ga, associe l’élément u du groupe
Galdiff(K(log z)/K) défini par u(log z) = 1 + x log z, est un isomorphisme.
On déduit le reste du lemme de la relation :

Remarque. . - On peut étendre la relation à n = 1 en écrivant A(l, x) = 1 .

LEMME 2.2.4. - Le groupe est isomorphe au groupe :



Démonstration. - Les extensions FL et FpFR sont linéairement dis-

jointes sur le corps 03A0i~I~J FPi car le groupe Galdiff (FPFR/ 03A0i~I~J FPi)
est soit nul, soit isomorphe au groupe additif Ga d’après le lemme 2.2.3 ; le

groupe 
. ,

d’après le lemme 2.2.1, opère irréductiblement sur VL , donc est réductif,
et ne contient par conséquent aucun quotient réductif et par suite aucun

quotient isomorphe à Ga . .

2.2.5 Remarques sur le groupe 

Notation. Pour s nombres complexes 03B21, ... , , ,Qs , notons G(03B21, ...,

,Qs ) l’adhérence de Zariski du groupe engendré dans par ...,

Soit

un opérateur hypergéométrique Lie-irréductible ;

. si p’ = q’-1, le groupe est isomorphe au groupe G(a1, ... , , ar) x
,

. si p’  q’ - 1 et si le groupe est

isomorphe au sous-groupe de G(al, ..., ar) x GL formés des (r + 1)-
uplets ... , , ar , g} tels que ... , , ar , det(g)} appartienne à

Dans tous les autres cas, le groupe est une extension finie du sous-

groupe de G ( a 1, ... ar) x GL formés des ( r + 1 )-uplets ... , a r , g ~ tels
que {ai, ... , , ar, det(g) ~ appartienne à G(cxl, ... , ar, .



2.3 Groupe de Galois sous les conditions C(2,1,1)

2.3.1 Énoncés des résultats

Si ?7~ = 1, alors est nul. Le groupe GU(L) est isomorphe à 
Fixons alors les notations d’indices suivantes.

On choisit les couples d’indices et (iiji) de telle sorte que :

Comme mn = 1, d’après la définition de m et n et d’après le choix des
indices, si Vjl on a :

D’après le lemme 1.2.2, on obtient facilement que l’opérateur L est

isomorphe à :

Avec ces notations, on obtient le résultat suivant.

THÉORÈME 2.3.1. - Supposons que l’opérateur hypergéométrique

véri,fie les conditions C(2, 1,1) et que l’opérateur

où I~ = ~ i ~ et J’ = ~ j ~ ~ j1, j1 ~ ~ a un groupe de Galois Lie-

irréductible ;

a) si, pour tout nombre complexe 03B2, tel que vjl + 03BDj1 -+-2,Q E Z, l’opérateur

n’est pas isomorphe à son dual, alors le groupe est isomorphe
à ~Zq-3 . ,.



b~ s’il existe un nombre complexe ,Q, tel que v31 + v~l + 2 j3 E ~ et tel que
le groupe de Galois de l’opérateur

est un sous-groupe du groupe symplectique, alors le groupe est

isomorphe à ;

c) s’il existe un nombre complexe 03B2, tel que v31 + 03BDj1 + 203B2 ~ Z et tel que
le groupe de Galois de l’opérateur

est un sous-groupe du groupe orthogonal, alors le groupe de Galois
est isomorphe à . 

-

2.3.2 Démonstration du théorème 2.3.1 a~

Nous allons auparavant démontrer deux lemmes.

LEMME 2.3.1. - Soient P, Q, R des opérateurs différentiels vérifiant les
conditions suivantes :

a) les groupes Galdiff(FPQ/FPFQ) et sont respecti-
vement isomorphes aux groupes :

b~ les extensions FpQFR et FQRFp sont linéairement disjointes sur le
corps FpFQFR.

Alors, le groupe Galdiff(FPQR)/FPFQFR) est isomorphe à :

Démonstration. . - Posons

Supposons que les opérateurs P, Q, R sont respectivement d’ordre p, n, q.



Soit ... fp, gl , ... gn, hl , ... une base de VPQR telle que
et ~g1, ..., , gn , h1, ... , hq ~ soient des bases respectives de ~p et VQ R.

Dans cette base, les matrices des éléments de H forment un groupe
vérifiant les hypothèses du lemme A.l. En effet, en gardant les notations de
ce lemme, les groupes

sont respectivement isomorphes aux groupes :

les applications p de G dans qui à hT associe et 03C8 de G dans

Mq,n(C), qui à ~ associe sont donc surjectives.
De plus, comme les extensions FpQFR et FQRFP sont linéairement

disjointes sur le corps FpFQFR, d’après le lemme 2.1.2, les groupes

Galdiff(FPQFQR/FPFQR) et Galdiff(FPQ/FPFQ) sont isomorphes, il en

résulte que l’application ~o~ de {M E H = 0 ~ dans qui à M
associe uM est surjective.

De la surjectivité des applications ~/ et ’ljJ, on déduit la surjectivité de
l’application de .H dans Mn,p(C) x qui à M associe vM).

Le groupe H vérifie bien les hypothèses du lemme. On en déduit donc
que H est isomorphe à .

Le groupe H est aussi isomorphe à

Par un raisonnement analogue à celui fait dans le lemme 2.2.2, nous ob-
tenons un homomorphisme injectif de H dans Hom(Vp, 
Hom(VQ, VR ) . Comme H est isomorphe à , il est aussi isomorphe
à :

LEMME 2.3.2.- Soit L = PLR un opérateur hypergéom,étrique avec L
irréductible et soit Q un opérateur quelconque. Pour un opérateur différen-
tiel S, notons S’ l’opérateur dont les solutions sont obtenues à partir des
solutions de S en les multipliant par z-~. . Alors les groupes

sont isomorphes et en particulier si L vérifie les conditions C(2, 1, 1), on a :



Démonstration. - On a les relations évidentes

Les extensions FL~ ~’~~ et sont linéairement disjointes
sur le corps FP’FL’FR’FQ’ puisque le groupe

est un sous-groupe multiplicatif de C~* alors que le groupe

est un groupe additif.

Le groupe est donc isomorphe à

De même, les groupes

sont isomorphes. Comme le groupe est

égal à d’après la relation {1), on en
déduit donc bien la conclusion du lemme.

Suite de la démonstration du théorème 2.3.1 a~

L’opérateur L = PLR vérifiant les conditions C(2, 1, 1), l’opérateur
PL vérifie les conditions C(1, 1,0) et l’opérateur LR vérifie les conditions

C(1, 0,1). D’après le théorème 2.2.1, les groupes

sont respectivement isomorphes aux groupes Hom(Vp, VL ) et Hom(VL, VR).
Il suffit de montrer que les extensions FPLFR et FL RFp sont linéairement

disjointes sur le corps FpFLFR et d’appliquer le lemme 2.3.1 pour avoir la

conclusion de la proposition.

Supposons que les extensions FpLFR et FLRFp ne sont pas linéairement

disjointes sur le corps FPFLFR. Nous allons montrer successivement les

quatre points suivants :



. les extensions FPLFPFR et FL RFpFR sont égales ;

. il existe un nombre j3 tel que l’opérateur

est isomorphe à son dual ;
. le groupe est nul, où P~ - P + ,Q et
P~ = P~-~~

. le nombre Vjl + Vjl + 213 E ~.

La partie a) du théorème sera, alors, évidemment prouvée.

Montrons le premier point. Nous allons d’abord montrer que le groupe
M = Galdiff(FPLFLR/FPFLR) est nul et qu’il en est de même du groupe
Galdiff(FPLFLR/FPLFR).

Soit 03C6 une base de l’espace Vp, et soit f, un élément de VPL, vérifiant
L( f) = ~.

L’application ~~ qui, à tout u de M, associe o-( f ) - f, , définit un

homomorphisme de M dans ou dans L’application ~ f
peut être prolongée au groupe H = Galdiff(FPLFLR/FPFR). Le groupe M
est normal dans le groupe H.

Soit r~ un élément de Af et soit 7 un élément de H, on a :

Le groupe Galdiff(FPLFLR/FPFLFR) étant abélien, 
ne dépend que de la classe modulo ~~ de cr. Or est isomorphe
à Galdiff(FPFLFR/FPFR), notons GL, ce dernier groupe. Le groupe M
isomorphe à peut donc être considéré comme un GL-module de ~L.

D’après le lemme 2.2.1, le groupe G~ contient qui opère
irréductiblement sur VL, , donc, le groupe M, isomorphe à ne peut
différer de VL que s’il est nul.

(1) Donc, si les extensions FpLFR et FLRFp ne sont pas linéairement
disjointes sur le corps FpFL FR, alors le groupe M est nul et par suite
FpL FR est contenu dans FLRFp. 

(2) De même, alors, d’après le lemme 2.1.2, si les extensions FpLFR et
. FL RFp ne sont pas linéairement disjointes sur le corps FpFLFR, les groupes



Galdiff(FPLFLR/FPLFR) et Hom(VL , VR) sont distincts. Comme plus haut,
le groupe pouvant être considéré comme un GL-
module de VL*, s’il n’est pas isomorphe à VL*, il est nul et par suite FLRFR
est contenu dans FpLFp. .

De (1) et (2), on déduit que les extensions FpLFpFR et FLRFpFR sont
égales. Le premier point est prouvé.

Démontrons le second point. Puisque les extensions FpL Fp FR et
FLRFpFR. sont égales, les groupes

Galdiff(FPLFPFR/FPFLFR) et Galdiff(F(LR)*FPFR/EPFLFR)
sont donc isomorphes en tant que GL- modules. Il existe donc un isomor-
phisme A de G’L-modules de VL sur VL* donc sur le dual de C’est-à-dire

qu’il existe, dans une base donnée, un élément A de GLq-2(C) tel que pour
tout élément g de GL, on a tgAg = A.
Comme le groupe GL opère irréductiblement sur ~’~~ , d’après le

lemme A.2, l’isomorphisme A est symétrique ou antisymétrique. Le groupe
GL serait un sous-groupe du groupe orthogonal ou symplectique. Le groupe
GL contenant le groupe il en est de même pour le groupe

.

D’après le théorème de Katz (théorème 2.1.3), il existe un nombre /3 tel
que l’opérateur :

est isomorphe à son dual. Le deuxième point est prouvé.

Démontrons le troisième point. Considérons, alors, l’opérateur L’ =
(P+03B2)L’(R+03B2) = P’L’R’. Le groupe Galdiff(FPLFLR/FPLFR) est nul
d’après le point 2. En appliquant le lemme 2.3.2 à P = 1 et à S = PL, on
obtient alors que le groupe est nul aussi. Le

troisième point est démontré.

Il nous reste à montrer le dernier point. Montrons que si -f-2~3 ~ S,
cela contredit la nullité du groupe Galdiff(FP’L’FL’R’/FP’FL’R’ ).
Du théorème 1.2.2, on déduit que si l’opérateur L’ est isomorphe à son

dual, alors il existe un opérateur R~~*, isomorphe à R~*, tel que l’opérateur
F~~* L~* est isomorphe à R~~* L~ . Posons

avec a’ - ail E fZ. .



Si a + Z, les opérateurs R"* et P’ commutent et sont distincts,
les extensions FR«* sont donc égales sur le corps ~~ .

Les opérateurs P’L’ et R"*L’ vérifiant les conditions C(1, 1, 0) et a + a’
n’appartenant pas à ~, l’opérateur R"*P’L’ vérifie les conditions C(2, 2, 0),
d’après la proposition 2.2.1, le groupe est

isomorphe à pi ~L~ ) . Ce qui contredit la nullité du groupe :

Donc, on a a + a’ E ~, ce qui équivaut à v~l + v~1 + 2,~ E ~. Le dernier
point est prouvé. 0

~.3.3 Démonstration du théorème ,~.3.1 b~
Montrons d’abord un lemme.

LEMME 2.3.3.- Soit L = (8 -f- a)L(8 + ~) un opérateur vérifiant les

conditions C(2, 1, 1). L’opérateur L est isomorphe à son dual si et seulement
si a + ,~ est un entier et L est isomorphe à son dual.

Démonstration. - Considérons l’opérateur dual de L. On a :

Si a et /3 sont congrus modulo Z, les différences /3 - a et (-a) - (-/3)
sont nécessairement de même signe puisqu’elles sont égales. Il suffit alors

d’appliquer le théorème 1.2.2 pour avoir la conclusion du lemme.

Suite de la démonstration du théorème ~.3.1 ~~
Considérons l’opérateur

avec

D’après le lemme 2.3.2, les groupes HU(L) et sont isomorphes.
Montrons que le groupe

vérifie les hypothèses du lemme A.3bis. Choisissons une base dans laquelle
les matrices des éléments de G ont la forme de la matrice M de ce même

lemme.



. Montrons qu’il existe un élément A de GLq(C) tel que pour tout

g E tgAg = A.

D’après le lemme 2.3.3, l’opérateur L’ est isomorphe à son dual. Il

en résulte, puisque le groupe est un sous-groupe
de qu’il existe un élément A de GLq(C) tel que pour tout g E

tgAg = A.
. Le groupe H = Galdiff(FL’FP’FR’/FP’FR’) est un sous-groupe du

groupe symplectique, par hypothèse qui, d’après le lemme 2.2.1, opère
irréductiblement sur cq- 2 .

. Les groupes

sont, d’après la proposition 2.2.1 et le lemme 2.3.1, des extensions de

H = Galdiff(FL’FP’FR’/FP’FR’) respectivement par Hom(VP’,VL’) et par

Hom( VL , . On en déduit ainsi la surjectivité des deux applications
mentionnées dans l’hypothèse du lemme A.3bis.

Le groupe = Galdiff(FP’L’R’/FP’FR’) vérifie donc les hypothèses
du lemme A.3bis. Le groupe est ainsi isomorphe à Cq-1. De
l’isomorphisme des groupes et on en déduit la proposition.

Remarque. - Les opérateurs PL et LR vérifiant respectivement les

conditions C(l,1, 0) et C(l, 0,1), d’après les hypothèses a) et b) de la
proposition, on déduit du théorème 1.2.2, l’équivalence des opérateurs P’L’
et (L’R’) *. Le groupe Galdiff(FP’L’FR’L’ /FP’FL’R’) est donc nul.

On obtient, comme dans la démonstration du lemme 2.2.2 un homomor-
phisme injectif de HU(L’) dans Hom(VP’, VL’R’) . Le groupe étant

isomorphe à Cq-1, il est aussi isomorphe à .

~.3.,~ Démonstration du théorème ~.3.1 c~

La démonstration est pratiquement identique à la démonstration précé-
dente, à part que, ici, le groupe Galdiff(FL’FP’FR’/FP’FR’) est un sous-

groupe du groupe orthogonal qui, d’après le lemme 2.2.1, opère irréduc-
tiblement sur Cq-2 et que le groupe vérifie les

hypothèses du lemme A.4. Le groupe est donc isomorphe à Cq-2.
Le groupe est aussi isomorphe à Hom(Vp~, ~~~). Comme précédem-
ment, de l’isomorphisme des groupes et HU(L) on en déduit la
proposition.



Signalons pour finir que la situation dans le cas C(m + n, m, n) avec
mn > 1 est plus complexe car on n’a pas l’analogue .du lemme 2.3.3.
Supposons que l’opérateur L soit isomorphe à P~ avec L’
opérateur hypergéométrique irréductible. Le groupe de Galois de L peut
ne pas être aussi gros que possible sans que l’opérateur L soit forcément
isomorphe à son dual. On obtient simplement que l’extension de Picard-
Vessiot de L’ est égale à l’extension de Picard-Vessiot d’un opérateur
isomorphe à son dual auquel on a adjoint éventuellement log z.

Par contre, le cas "dégénéré" se ramène facilement au cas "non dégénéré"
d’un opérateur d’ordre inférieur grâce à des considérations sur l’extension
de Picard-Vessiot de l’opérateur.

Appendice

LEMME A.l.2014 Soit G un sous-groupe de contenant des

matrices de la forme :

avec u~ E ~ vM E et w~ E 

Si l’application de G dans x Mq,n (C) qui à M associe 
est surjective, alors l’application de G dans Mn,p(C) x Mq,n(C) x Mq~p(C~)
qui à M associe est surjective.

Démonstration. - On a les relations :

et

Il existe un élément M’ de G tel que la dimension de l’espace vectoriel
E = {VMUM’ - E G} est égale à DimC Mq,p(C) = qp.

En effet, il suffit de choisir pour matrice M~, une matrice telle que = 0

et telle que a exactement inf(q, n.) éléments non nuls et de telle sorte
que chaque colonne et chaque ligne aient au plus un élément non nul. En



prenant tous les éléments M de G tels que v~ soit un multiple d’une
matrice élémentaire, il est facile de voir que toutes les multiples des matrices
élémentaires sont dans E.

Donc, si M’ est la matrice définie ci-dessus, la dimension de l’espace
vectoriel E est supérieure ou égale à pq et, par suite, égale à pq. Ce qui
implique que la dimension de l’espace vectoriel

est aussi égale à pq. On en déduit que :

Ce qui suffit à prouver le lemme. 0

LEMME A.2.2014 Soit H un sous-groupe de opérant irréductible-
ment sur . supposons qu’il existe un élément A de tel que pour
tout élément g de H, tgAg = A. Alors :

i) si A’ est un élément de tel que pour tout g de H, = A~,
alors il existe un couple de C~2 , ~a, # (0, 0), tels que ~A -~- = 4 ;

ii) la matrice A est symétrique ou antisymétrique.

Démonstration. . - Remarquons que si A est un endomorphisme dégénéré
de C~ vérifiant pour tout élément g de H, t gAg = A, alors A est nul.

En effet, pour tout élément g de H, tgA = Ag-1. Il en résulte que le

noyau de A est stable sous H. Or, H opérant irréductiblement sur on

en déduit que le noyau de A est soit nul, soit égal à en . Si A est dégénéré,
son noyau n’est pas nul, il est donc égal à en, ce qui prouve que A est nul.

i) Si A ou A’ est nul, l’assertion est évidente. Supposons, donc A et A’
non nuls. Il existe a ~ 0 tel que A’ - ÀA est dégénéré. D’après la remarque,
A’ - ÀA est nul.

ii) On peut supposer que A est un endomorphisme non nul de La

matrice tA + A = A~ vérifie, pour tout élément g de H, = A’. Si
n’est pas nul, d’après i), il existe une constante a ~ 0 telle que

A = À + A) La matrice A est donc symétrique. Si tA + A est nul, alors
A est une matrice antisymétrique.
On a bien montré que A est symétrique ou antisymétrique. 0



LEMME A.3. - Soit H un sous-groupe de GL2n(C) et soit G un sous-

groupe de GL2n+2 (C) contenant des matrices de la forme :

et wM ~ C, avec

Si H contient J et si l’application de G dans M2n,1 (C) x H, qui à M associe
est surjective alors G contient le groupe :

Démonstration. - Montrons que w ne peut pas être une fonction algé-
brique de u et Posons w = ~). Du calcul du produit des matrices :

on obtient la relation, pour tout u, u’ de M2n,1 (C), u et ~’ éléments de

En prenant u = u~ = 0, r = ~~ = Id2n, puis u = u~ = 0, cr = ~~ _ - Id2n et
enfin u = u~ = 0, cr = = J, on obtient successivement les relations :



En prenant u = u’, o~ = a~~ = - Id2n, on obtient :

d’où

l’élément tuJu appartenant à, C, on a = tuJu, mais, aussi

= tutJu = puisque J est une matrice antisymétrique. Donc
= 0 pour tout u de M2n,1 (C). 

En appliquant la relation (1) d’abord à u’ = 0, r = ~’ _ - Id2n puis à
M~ == 0, c’ = ~~ = J, on obtient successivement :

pour tout u de M2n,1 (C).
Finalement, la relation (1) appliquée Id2n, donne :

soit tuJ2u = 0 pour tout u de M2n,1(C). Or comme J2 = - Id2n, on
devrait avoir, pour tout u de M2n,1 (C), -tuu = 0. Ce qui est, naturellement,
impossible, d’où le résultat du lemme. 0

Remarque 2014 Il est facile de voir qu’au moyen d’un changement de base,
on obtient le résultat suivant.

Soit H un sous-groupe de GL2n(C), soit a E GL2n(C) et soit G un

sous-groupe de GL2n+2 (C) contenant des matrices de la forme :

où u M E ~2n,1(~)~ (TM E H et wM E C. Si H contient J et si l’application
de G dans M2n,1 ( ~~ x ~, qui à M associe est surjective, alors G
contient le groupe :

Dans le même ordre d’idée, on obtient le résultat suivant.



LEMME A.3bis. - Soit H un sous-groupe du groupe symplectique 
opérant irréductiblement sur et soit G un sous-groupe de GL2n+2(C)
tel qu’il existe un élément A de GL2n+2(C) vérifiant tMAM = A pour tout
M de G et dont les éléments sont de la forme :

avec uM, vM E 11~12n,1 (~), ~M E H et xM E C.

Supposons que l’application de ~ dans M2n,1(C) x H qui à M associe

(uM, et l’application de G dans M2n,1(C) x H qui à M associe

(vM, sont surjectives. Alors :

a) il existe des constantes a, c ~ 0 et À ~ 0, un élément b de M2n,1 (C)
tels que : 

~ 
~ 

,

a~ec

b~ si C désigne la constante a/c et B l’élément (1/c) tb de M2n,1 (~)~
alors

et le sous-groupe G’ formé des éléments M de G tels que = Id2n
est de dimension 2n + 1.

Rem a rqu e . Par un changement de base, on se ramène au cas où C = 1
et ~ = 0.

Démonstration. . - Posons :



avec a, a", c, Cil E C, b’ E b~ brr E ~Vj2n,1(~~~ a’, cr E 
En écrivant : : tMAM = A pour tout M appartenant à G, on obtient les

relations :

. tub" = 6" pour tout u E H et v E a d’où brr = 0 et
.

. = c’ pour tout u E H, d’où c’ = 0 ; ;

. = b’ pour tout u E H ; d’après le lemme A.2, comme H opère
irréductiblement sur il existe une constante a ~ 0 telle que

. a’u + tub’u+ a"tv = a’ pour tout u E H et v E (1)

. tub + vc + tub’u = b pour tout u E H et v E en transposant
cette relation, comme tb’ = -b’ puisque b’ = ÀJ, on obtient :

tbu - + tc tv = tb pour tout u E ~ et v E ; (2)

en additionnant les relations (1) et (2), on a + a’)u + t v =

tb + a.’ pour tout u E H et v E ; on en déduit :

. a + + ~6 + .ce + a’u + = a pour tout u G 

Cette dernière relation est toujours vérifiée car, comme = -~ on a

Mais tub’u étant un élément de C, on a aussi :

Des relations (4) et (5), on déduit que tub’u = 0.

Comme a’u + appartient à C, il est égal à son transposé :

d’après les relations (3). La dernière relation devient a = a. a) est ainsi
démontré.



Démontrons b). Comme A n’est pas dégénérée, c est une constante non
nulle et si l’on pose C = ~/c et B = (lie) tb, alors :

En multipliant le dernier vecteur de la base de GL2n+2(C) par ~l/~), on
obtient une nouvelle base dans laquelle le groupe G vérifie les hypothèses
du groupe cité dans la remarque qui précède l’énoncé de ce lemme. De cette

remarque et de la relation (6), on obtient bien le b) du lemme A.3bis. D

LEMME A.4. Soit H un sous-groupe du groupe orthogonal 
opérant irréductiblement sur et soit G un sous-groupe de GLn+2(C)
tel qu’il existe une matrice A de GLn+2 (C) vérifiant tM AM = A pour tout
M de G et dont les éléments sont de la forme :

avec uM, vM E et uM E H.

Supposons que l’application de G dans x H qui à M associe

~~~ et l’application de G dans (C) x ~ qui à M associe ~~)
sont surjectives. Alors : :

a) il existe des constantes a, c ~ 0, et ~ ~ 0, un élément b de 
tels que

b~ si C désigne la constante -a/c et B l’élément (-1/c) tb de 
alors

et le sous-groupe G~ formé des éléments M de G tels que = Idn
est de dimension n.



Remarque A.l.2014 Dans une base convenable, on a :

Remarque A.2.2014 Soit : :

où H est un sous-groupe du groupe orthogonal, !{ un sous-groupe de C*.
On a, pour tout g E G, la relation tgAg = A avec :

où a est une constante quelconque et réciproquement si A vérifie, pour tout
g E G, la relation tgAg = A alors il existe une constante a telle que A ait
la forme précédente.

Démonstration. . - Comme dans le lemme précédent. Posons :

avec a, a", c, c" E C, b’ E b, b" E a’, c’ E 
En écrivant : : tMAM = A pour tout M appartenant à G, on obtient les
relations :

. + vc" = b" pour tout u E H et v E 0 et

c"=0~ 9 
’

. = c‘ pour tout u E H, d’où c‘ = 0 ;

. = b’ pour tout u E H ; d’après le lemme A.2, comme H opère
irréductiblement sur C~ , il existe une constante a ~ 0 telle que

;



. t~b + vc + = b pour tout u E H et v E en transposant
cette relation, on obtient :

En retranchant les relations (1) et (2), on a (a’ - + (a" - c~ tv =
a’ - tb pour tout (1 E H et v E d’où :

et

D’où, en tenant compte des relations (3), (4) et b’ = 

Comme A n’est pas dégénérée, c est une constante non nulle et si l’on pose

on obtient, d’après les relations (1) et (5) :

Le lemme se déduit de ces deux relations. D
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