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Encadrement de la fonction sommatoire
des inverses des termes
d’une progression arithmétique(*)

Marc DeLEGLISE(!)

RESUME. — Soient a, b, £ > 0. Nous écrivons
u=amodb 1 u=Eamodb 1 1
Agp(z) = Z - Z - =Z; lorsquea=b=1
o<u<lz o0<u<a n<zx
{e—a)p} -1/2 1 ma [ {@-a/}
qa,b(x') = Ya,b= T~ —7F]— — - du.
z a b a u

Nous prouvons

Inz

Aa,b(x) = b + Ya,b — Qa,b(l') + Ja,b(‘r)

avec

u2

® f(u—a)fb} —
Junle) = / fezapp-yz

et les inégalités, vérifiées pour tout a, b, z > 0,

b
-——F<J < —.
a2 S Jar(@) S o

ABSTRACT.— Let a, b, z > 0. We write

u=amodb 1 u=amodb 1 1
Agp(z) = Z o= Z - =Z; whena=b=1

o<u<lz o<u<a

nlx
z—a)fby —1/2 a *® S(u—a)/b
‘Za,b(z)={(—‘—);~}_: o —}__h_lb__ i__v__}_du

(*) Regu le 1°F juin 1994

1) Département de Mathématiques, Université Lyon I, 43 boulevard du 11 Novembre
1918, F-69622 Villeurbanne Cedex (France)
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We prove
Inz

Aa,b(x) = _b‘ + Ya,b — Qa,b(z) + Ja,b(l')

*® J(u—a)fby —1/2
Ja,b(‘r)=/ _{'1—_)u/—2—}_——/du7

and the inequalities, true for all a, b, z > 0,

with

<J < .
R2a Sl S 5

0. Introduction

On sait que A(n) = Y ;= 1/k admet un développement asymptotique
dont les premiers termes sont

11 1 1
Am)=In(n)+7+ 50— 575+ 0 +O(n_6)

ou v = 0,577, ... est la constante d’Euler. Ce développement peut étre
obtenu de diverses facons, en particulier par la formule sommatoire d’Euler
MacLaurin. Il en résulte que

1
—12n2§A(n)—lnn—‘y—§;§0. (1)

Dans la pratique on est parfois amené & considérer la somme

AR =Y -

n<lz

z étant un nombre réel positif quelconque dont on ne connait pas la partie
entiére. Il est alors utile d’obtenir un encadrement de A(z). On se propose
de prouver ici qu’en remplagant le terme —1/2n qui figure dans (1) par le
terme ({z} —1/2)/z, qui se réduit & —1/2z quand & est entier, on obtient
encore un encadrement de A(z) de précision O(1/2?), plus précisément :

1 {z}-1/2 1
- < - -
1722 S A(z)-lnz—v+ = < 7422 (2)

pour tout z positif. Il est assez naturel d’élargir un peu le probléme et de
se demander ce qui se passe si on remplace la suite des entiers naturels par
la progression arithmétique (a + bn) neN> @ b>0.
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Fonction sommatoire des inverses des termes d’une progression arithmétique
Pour tous a, b, z réels > 0 on pose donc

u=amodb u=amodb u=a modb

1 1 .
Adap@)= D, o= 2 L |= X L sieza
o<u<lz O0<u<a alu<lz (3)
u=a modb 1
(: — Z — siz< a) .
r<u<a u

L’objet de ce travail est la démonstration de la proposition 1 et du
théoréme 2 ci-dessous. Dans le cas a = b = 1, ces deux énoncés contiennent
(2). Nous nous attendions & trouver une démonstration assez simple du
théoréme 1; nous n’y sommes pas parvenus; la démonstration obtenue est
assez calculatoire, et nous avons effectué les calculs en utilisant I’outil de
calcul formel Maple.

Les constantes 7, ; introduites dans la proposition 1 sont étroitement
liées a la fonction ¥, dérivée logarithmique de la fonction I'. On a en
effet 7,4 = —(1/a)¥(a/b). On pourra trouver dans [2] des propriétés des
constantes d’Euler v, ; pour a, b entiers. En particulier on y donne une
démonstration élémentaire de la formule de Gauss qui donne les valeurs en
les points rationnels de la fonction ¥

v (%) = —¥ —ln(g> - %cotg (7;_(1) +2 Z cos 27;)]’(1 lnsin%j.

0<j<k/2

PROPOSITION 1.— On note |x| la partie entiére de z et par {z} sa
partie fractionnaire, c’est-d-dire {x} =z — |z]. On a

Aap(@) = 5L 40— 40p(@) + Jop(@) @
en posant

rp = % B lnTa _ /a+°° {(u —u;)/b} du 5)

dnpte) = LEZ ) Z 12 ©

Jos(®) = /:oo {u- “)lt/f} —1/2 4. )
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THEOREME 1. — Pour tous a, b, £ > 0 on a l'encadrement

b b
gz S (@) S o (8)

et les coefficients de b/x2 dans cet encadrement sont optimauz.

1. Rappels sur les polynémes et les fonctions de Bernoulli

Soit P}, la suite des polynémes de Bernoulli :

1 1
Pl(u)zu—l Po(u) = u? —u+ =, P3(u)=u3—§u2+—u,

2’ 6 2 2

1 5 5 1

_ .4 _ 93, .2 1 _,5_2,4,.2 3 1
Py(u) =u” - 2u° + u 30" Ps(u) = u 5 U +3u g

et ¢ — Py(t) la suite des fonctions de Bernoulli définies par Py(t) = Py ({t}).
On notera aussi By, le k¥ nombre de Bernoulli, ¢’est-a-dire By, = |Pa(0)]-
On a By = 1/6 et Bo = 1/30. On rappelle sous forme de lemme les propriétés
des fonctions de Bernoulli qu’on utilisera dans la suite. On pourra consulter
par exemple [1].

LEMME 1

1) Sur chaque intervalle ouvert |n, n+ 1[, Py est dérivable, de dérivée
kP;_q1; pour k > 2, P est de classe CF=2 sur R.

2) Pour tout k > 1, P2k+1(0) = P2k+1(1) =0.
3) Pour tout k > 1, Pyr(0) = Pai(l) = (—1)k—lBk.
4) Pour tout k > 1, |P2k(:v)| est majoré par By.

LEMME 2. — Soit f une fonction de classe C* et intégrable sur [m, oo .
On suppose en outre que la dérivée f' a une limite nulle & Uinfini. Alors,
pour tout entier m € Z et tout entier k > 1 on a

too _ (_1)kBk+1 /
/m f(u)Pop(u)du = T D2k+2) fi(m) + o
1

+oc "
+m2—)/m J'(u)Pygyo(u)du.
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Fonction sommatoire des inverses des termes d’une progression arithmétique

De plus, si f" est de signe constant, dans le second membre de (9) le premier
terme de la somme est plus grand que le second en valeur absolue. La somme
est donc du signe du premier terme.

On en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.— Si f est une fonction conveze de classe C? intégrable
sur [m, oo [ et de dérivée nulle a Uinfini alors

+o0
/ £(w) Pag () du

m

est du signe de Py (0).

Démonstration
Le corollaire résulte du lemme 2 en remarquant que (—l)k f' est du signe

de (—l)k'_1 qui, par le lemme 1.3, est encore le signe de P,(0).

Démonstration du lemme 2.— Une premiére intégration par parties
donne
+oo
[ P =
m
1 +oo
= 2_k—-ﬁ/ f(u) d(Pyry1(w))
m
S [Poky (w)F(w)] 1 — ——— / e F'(u) Pagyr (u) du
2k + 1 1 2k+1 m T %+1/, 2k+1
1 too
= %+l f(w) Pajogr (u) du
m

en remarquant que Py, s’annule en m car £ > 1. Une deuxiéme intégration
par parties donne alors :

+oo

/ £(w) Pyg(u) du =

m . oo

=517 i f(w) d(Pypy1(u))

1 ‘oo,
= _m/m f'(u) d(Pgyo(w))

- d +00 oo
T @E+ D)k +2) {[P2k+2(”)f (w)] —/m

+o00
= @Tl)l(%:‘ij {(_1)k3k+1f,(m)+ ]m £ (1) Pj o (w) du},

S (W) Pagy2(v) du}
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Si f” est de signe constant, la derniére intégrale est majorée en valeur
absolue par la valeur absolue de l’intégrale f:;oo f"(u)Bj41 du soit par
|Bk+1 f’(m)|. La quantité entre accolades est donc du meéme signe que

(—1)kBk+1 fl(m).

2. Quelques identités vérifiées par J, 3

On montre ici que I’étude de J, (x), défini par (7), se ramene & celle de
Jo,1. En effet, on a le résultat suivant.

LEMME 3.— On a les identités :

Ja+bn,b(z) = Ja,b(aj) , YrneN, (10)
1 x
Jap(2) = 5 J[asb,1) (3) (11)
1 z
Ja,b(:c) = EJ[I,b/a] <5) : (12)
Démonstration. — La premiére identité résulte de ce que (u — a)/b et

(u — a — bn)/b ont la méme partie fractionnaire. La deuxieme identité
s’obtient par le changement de variable ¢ = u/b dans l'intégrale (7), qui
donne J, 3, et la troisi¢éme par le changement de variable ¢ = u/a.

COROLLAIRE 2. — Pour démontrer le théoréme I on peut supposer sans
nuire d la généralité que b =1 et que 0 < a < 1.

Par (10) on peut, sans nuire a la généralité, supposer a < b et supposant
le théoréme 1 vrai dans le cas ol =1, on a alors en utilisant (11) :

1 z 1 1 b
Jap(z) = EJ[a/b,l] (—b—) <3 24 22/b2 = 2442

et de méme pour la minoration.
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3. Démonstration de la proposition 1

Si z > a, en utilisant I'intégrale de Stieltjes, (3) devient :

potor= [tz o)

_ [[(u—ua)/bj] +/z I_(u-;;z)/bj d

a1, plesan,

Remplagant |t| par ¢t — {t}, on obtient

Aasl®) = 5 4 rapt [ (w-at} 4, {z-ap)

xr

En remplagant dans I'intégrale ci-dessus {(u — a)/b} par
u—al 1.1
b 22

Inz
Agp(z) = & T ab — 9a(2) + Jap(@)

cela s’écrit encore

et la proposition 1 est démontrée pour = > a.

Dans le cas z < aon a

u=amodb o= dl(u—a)/b
A== Y ==/ dl(u—a)/e)

r<u<a

__ [L(u—avbJr_ - [w-a)]

a T

_1, le-ap] / [( —u;vbJ du.

et on termine comme dans le cas a < z. O
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4. Formule d’Euler-MacLaurin de J, 3(z)

La fonction J, p est continue sur R*. En un point & qui n’est pas de la
forme a + bn, J, p a pour dérivée (12— {(z - a)/b})/.rz. Chaque point z
de la forme a + bn est un point anguleux, avec une dérivée a gauche égale
a —1/(22?), et une dérivée a droite égale a 1/(222). Il en résulte que la
fonction J, 5 est oscillante avec un minimum en chaque point de la forme
a+bn et avec un maximum en chaque point de la forme a+bn+b/2. J, ,(X)

s’écrit :
Jap(2) = /oo Al—at) 4,

u?

Une intégration par parties donne alors, avec le lemme 1.1 :

Jop(2) = —52—2 Pz<f;—“> +b/:° PL@%}‘M du. (13)

En répétant I'intégration par parties on obtient plus généralement :

k=r

b1z —a ey [ Pr((u—a)/b

Ja’b(d,’)z—kg: mpk(—'b—>+b IL —(-;F;l—)du (14)
=2

Si dans cette formule on fait 7 = 3 on obtient (en posant u = {(z —a)/b}) :

Jop(z) = —% <u2 —u+ —) - %Pg(u) +o(x13) . (15)

Siz=a+bn, u=0et lorsque n tend vers l'infini :

b

Jap(2) ~ —153- (16)
Si z tend vers infini avec u=1/2 on a
Jap(2) ~ 575 - (17)

11 résulte de (16) et (17) que les constantes —b/12 et b/24 qui figurent dans
le théoréme 1 sont optimales.
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5. Minoration de J, ,(z)

Dorénavant on supposera que b = 1 et 0 < a < 1, ce qui ne nuit pas a
la généralité d’apres le corollaire 2 du lemme 3. On posera J(z) = J, 1(z)
dans toute la suite.

LEMME 4.— En tout point ap =a+n,n>0, on a

1
>
Han) 2 =~ 1352
Démonstration. — On part de la formule (13) avec b=1:
1 oo Pg(u - a)

J(z) = ~5.2 Py(z —a) +/ du. (18)

T u3

Lorsque £ = an, £—a = n est un entier et Py(x —a) = 1/6. Par le corollaire
du lemme 2 I'intégrale dans (18) est positive.

PROPOSITION 2.— On a pour touta, z >0 :

1
- < J(z). 1
57 <) (19)
Démonstration. — Il faut montrer que (19) reste vrai pour les z qui ne

sont pas de la forme a + n. Posons pour cela g(z) = J(z) + 1/(1222).
Il faut montrer que la fonction g(z) reste positive sur chaque intervale
[an,ant1] = [a+n,a+ (n+1)] et aussi sur intervalle ]0, a]. Or g
est dérivable sur ces intervalles, de dérivée

1/2—-(x—an) 1
z? 623

(Si Pintervalle considéré est I’intervalle ]0, a] on prend a, = a — 1.) Cette

dérivée est du signe de
1 1
T (an + 3~ a:) - -6

qui prend la valeur a,/2 — 1/6 en a, et la valeur négétive —an+1/2-1/6
en apy1. On a alors :
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1)sin > 1l alors ap = a+n > 1 et la dérivée de g est positive puis
négative; le minimum de g est donc atteint en I'un des deux points an,
et dnt1;

2)sin=0:
e si a > 1/3, g commence par croitre, puis décroit sur [a, a+1]; le
minimum de ¢ est donc atteint en ag ou en ag;
e sia < 1/3, g décroit sur tout Dintervalle [a, a 4 1]; son minimum
est atteint en a + 1;

3) si D'intervalle considéré est l'intervalle [0, a], ¢'(x) est du signe de
z(a—1/2—2)—1/6; ce trinome atteint son maximumen z = (a/2-1/4)
et ce maximum est

car 0 < a < 1; g est donc décroissante sur |0, a] et le minimum de g
atteint en a.

Le minimum absolu de g est donc atteint en 1'un des a, avec n > 0 et le
lemme 4 achéve la démonstration de la proposition 2. O

6. Une minoration de h(z) = 1/(24z2) — J(z)
LEMME 5.— Pour tout n > 0, soit z, l'unique solution dans 'intervalle
[an-1,an]=[a+n—1, a+n] de I’équation

{x—-a}:%-{—-l% (20)

et soit u, = {xn — a}; u, vérifie 1/2 < up < 2/3. Sur Uintervalle
[@n—1, an] la fonction h(zx) = 1/(2422) — J(z) est décroissante de an_1 d
xy, puis croissante de T, G ap.

Démonstration. — La dérivée de h est, pour x non entier,

h’(x):—r;&ng;—Q({x_a}_%) ;

elle est du signe de
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Sur lintervalle [an_1, an] cette quantité croit de —1/2 — 1/(12a,_1)
jusqu’a —1/2 — 1/(12ay). Cette derniére quantité est positive car a, est
au moins égal & a + 1. La fonction A commence donc par décroitre sur
I'intervalle [a,—1, an] puis croit & partir de la valeur z, solution de (20).
Il résulte de (20) que up = {zn — a} = (zn — an—1) vérifie u, > 1/2. Ceci
entraine

11
= S et =
2 12z, 6 & Un<3

Tpn >

LEMME 6.— Reprenant les notations du lemme précédent : soit n > 1
et zn lUabscisse du minimum de h sur lintervalle [an_1, an] et soit
Un = {2n — a} = (¢n — an—1). Alors, lorsque a décrit Uintervalle ]0, 1],

1, V3V12a2 +12a+7

a

1 = =4 -
) z1 2 + ] + B
est une fonction croissante de a;
a 1, v3V12a2+12a+7 , a+1

= - = —— - 1
Ju=m-a=-g+g+ 12 “a
sont des fonctions décroissantes de a;

3) 1/x1 et (a+ 1)/zy sont majorés par

-1
1 V21
(Z_f—_ﬁ) < 1,583;

4)sin>2, (a+n)/zy, <4/3;
§5) pour tout n > 1, (a + n)/z, < 1,583.

Démonstration. — =z, est la racine positive de ’équation
+n—-1+4 L + =
z=a - -+ —.
2 12z
On en déduit I’expression de z,,
1
Ty = %a+ gn- %+§\/12a2+24na— 12a+4+12n2—-12n+17.

En faisant n = 1 on obtient alors successivement :

1 V12a2 + 24a +7
x1=a—+—+\/§ 2a°+24a+
2 4 12
_ _a 1+\/§\/12a2+24a+7
ME=rn-as-5ty 12
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dzg _ 1 V3 (24a+ 12)

+
da 2 24v12a2+12a+7
duy V122 +12a+7 +2V3a+V3

da 2W12a2 + 12a+ 7
V1262 +12a+7 —V12a2+12a+3 <

W12a2 +12a+7

>0

0

i a+1Y) _
da 1 -
\/_2——‘— —
- 19 3vV12a24+12a+7 +6v3a—3 <0

(6a+3+V3V12a2 + 12a+7)°VI2aZ + 12a+7

Cela donne les deux premiers points. 1/z; et (a+1)/x1 étant des fonctions
décroissantes de a, leur maximum est atteint en a = 0. Cela donne le 6.3.
Par le lemme précédent, z, est supérieur aa+n—1/2et,sin>2ona:

a+n a+n < n
t, ~—a+n-1/2 n-1/2

4
< Z
-3

et cela termine la démonstration du quatriéme point. Le cinquiéme résulte
de 3 et 4.

LEMME 7.— Soit z4 ~ 0,759... l'unique racine de Py(z) comprise entre
0,5 et 1, et z,, Uabscisse du minimum de h sur Uintervalle [an—1, an] (cf.
lemme 5). h(zyn) vérifie la minoration :

1
h(zn) = 2422~ J(zn) 2
1 11 4 1 7 1
> | = du—0,00049) — — ——— —| .
) [2880 (/un Pa(u) du - 0,000 9) z, 10368 :c%]
(21)
Démonstration. — Posons, comme dans le lemme 5, up, = {&p—ap-1} =

zp, — (n — 1. La formule (14) avec k = 4 donne pour J(z,) la valeur

1 1 1 T Pz —a
J(-’L‘n) = —2—1:2- PZ(Un) e -31:—3133(1.1,71) - 4—.’CZP4(un) +/ —-4(1.5—) dz .
n

n Tn

(22)
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Si, dans (22), on substitue & uy, sa valeur u, = 1/2 + 1/(12 zy,) tirée de
(20), on obtient, & 1'aide de Maple :

1 11 7 1 + Py(z — a)
J — —_ —_— —_— d
() = 5727 ~ 7880 21 " 1036826 8294428 /In P
11 7 1 +° Py(z - a)
h(z,) = - - A9 g,
() = 788027 ~ 1036828 3294478 /1, I

Effectuons dans I'intégrale le changement de variable u = 2 —a—n+1, cela
donne

11 7 1 Foo Py(u)
h = — —_ - d
(#n) = 388021 ~ 1036828 3294428 /u (atn—1ta)p "
11 7

> —_—
= 588022 1036828 T

O N / A —
un(a+n—1+u)5 1 ((1+n——1+u)5

Par le corollaire 1 du lemme 2, la derniére intégrale est négative et h(zy)
est minoré par

11 7 /1 Py(u)
_ — du =
288027 1036825 Ju, (a+n—1+u)

__nu 7 _/Z“ Py(u) du +
T 2880z% 1036828 /. (a+n—1+u)®

1 -
+/ Py(u) ~ du.
24 (a+n—1+u)

Entre z4 et 1, Ps(u) est négatif, et l/(a +n—1+4+ u)5 est, minoré par
1/(a+ n)s, on a donc :
1 _ : 1
P4(U) = du > _1_5/ (—P4(u)) du =
24 ((1+n-—l+u) (a+n) 2
_ Ps(z4) —Ps,s(l) > 0,004895 5
5((1 =+ n) (a + n)
0,00489 _ 0,00049
>
= 1,583%3 = 22
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en utilisant le lemme 6. Cela donne pour h(z,) la minoration :

[l 7 011 (%  —Piu)
h 0,00049 — — —— — du.
(en) 2 77 | 7580 + 0000 gxn 10368 mn]+/un (Gtn—14u)p

On en déduit (21) en minorant (a +n—1+4+u) para+n— 1+ uy, = &, sur
lintervalle [up, , 24 ].

7. Minoration de h(z) = 1/(2422%) — J(z) sur [a, +o0]
Dans cette section on prouve la proposition suivante.

PRroPOSITION 3. — Soit 0 < a < 1. Alors on a

1
J(z) <
(2) < 24 x2
pour tout ¢ € [a, +o0].
Démonstration.— On part de la minoration (21). Par le lemme 5,

wefp5elso]

Sur cet intervalle, P4 prend des valeurs positives; on a donc

Za 24
/ Py(u)du < / Py(u)du < 0,00490 .
1/2

Un
Si on substitue ce majorant a I'intégrale dans la minoration (21) on obtient :

1[u 17 1
h .
(@n) 2 [2 g0 ~ 00l T = 10368 22 (23)

Il en résulte que h(z,) est positif dés que 1/x, est plus petit que 0,774. 11
suffit pour cela que z, soit au moins égal &4 1,3. Si n > 2 cela est vérifié
quel que soit a car z, est au moins égal A a+n—1/2>1,5.

Pour terminer la démonstration on peut donc supposer n = 1. Le lemme
6.1 montre que le rapport 1/z1 est majoré par 0,774 si a est minoré par
0,73. On peut donc supposer a < 0,73. Mais le 6.2 montre que sous cette
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condition u; > 0, 564. Cela permet d’améliorer la majoration de I'intégrale
figurant dans (21) :

Z4 Z4
/ Py(u)du < / Py(u)du < 0,00307
u 4

1 ’

et, par (21), avec cette nouvelle majoration de I’intégrale :

1] 11 71
har) 2 2 [2880 000258E 10 368 2

h(z1) est positif pourvu que le rapport 1/z; ne dépasse pas 1,14 Il suffit
pour cela, par le lemme 6.1, que a soit supérieur & 0, 29. On recommence en
supposant a < 0,29; d’oti, par le lemme 6.2, u; > 0,594 et

24 24
/ Py(u)du < / Py(u)du < 0,00229.
uy 0,594

Cette nouvelle majoration et la formule (21) donnent une nouvelle minora-
tion de h(zq) :

1[ 1 71
he)2 2 [2880 000181x1 10368 22

et ceci reste positif pourvu que 1/z; ne dépasse pas 1,39. Il suffit pour
cela, par le lemme 6.1, que a < 0,11. On recommence une derniére fois en
supposant a < 0,11 d’ou u; > 0,614 et

24 24
/ Py(u)du < / Py(u)du < 0,00181
U 14

1 )

et
1 11 701
> = 132 — =
h(z1) 2 23 [2 sg0 ~ 000182 = — 15558 22

et le second membre est positif pourvu que 1/z; ne dépasse pas 1,59, ce
qui est toujours vérifié par le lemme 6.5.
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8. Minoration de h sur |0, a|

LEMME 8. — Soit h la fonction x +— 1/(2422) — J(z).

1) Si0 < a<1/6, h est décroissante sur )0, a].

2) Si 1/6 < a, il eziste un point xo(a) dans Uintervalle 10, a] en lequel
h atteint son minimum sur 10, a]. On note ug la partie fractionnaire
de xzg. Alors :

(a) la valeur

2 _
l+\/?—n/12a 12a+7 (24)

a
2 4 12 ’

zo(a) =
(b) ug est une fonction décroissante de a;
(c) o est une fonction croissante de a;
(d) (a+ 1)/zo est une fonction décroissante de a;

(e) (a+ 1)4 > 100 z§ pour tout a > 1/6;

(f) soient 21 < z9 les deuz racines dans [0, 1] de Pp(u); pour
a= 1/2, ug(a) = Zz3.

Démonstration. — Pour z € ]0, a], {x —a} =1+ (z — a) et la dérivée
de h(z) sur l'intervalle ]0, a] est :
inL L
z2 |2 12z)
Le crochet croit de —co & 1/2—1/(12 @) sur l'intervalle ]0, a]. Sia < 1/6le
crochet est négatif pour tout z de ]0, a]; la fonction h(z) est donc minimum
en z = a.

Supposons maintenant 1/6 < a < 1. Dans ce cas la fonction h passe par
un minimum en le point g de ]0, a] solution de

1 1
x:a—§+—. (25)

La solution est

1+ V3V12aZ - 12a+7
4 12 :

rg =

4
2
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La dérivée de zg est

dzg  V12a2-12a+7 +2v/3a— /3
da — 21242 — 124+ 7
< V12a2 - 12a+ 7 +V12a2 - 12a + 3

2V12a?2 - 12a+7

Elle est positive et majorée par 1. La partie fractionnaire de zg — a est

1 1
U0—1+$0—a—-1—2'+12—x0'. (26)

ug est donc décroissant.

Enfin la dérivée de (a + 1)/zq est

9v12a2—12a+ 7 + 18v3a - 133

~12 > :
(6a—3++v3V12a2 —12a+7)°V12a2 = 12a+7

Le numérateur de la fraction est supérieur & 9/7 — 13+/3. La fonction
a+ (a+1)/xg est donc décroissante et atteint son minimumen a = 1.

LEMME 9.— Soit a > 1/6. Soit zy défini dans le lemme précédent
comme l'abscisse du minimum de h(xz) sur Uintervalle 10, a]. On a la
majoration :

2 (a-1+u)° 12000 2§

Démonstration. — Par le lemme 2 I'intégrale est positive majorée par

1 1
< )
120 (a + 1)* ~ 12000 2§

en utilisant le (e¢) du lemme 8.

LEMME 10.— Si a > 1/6 et si g est 'abscisse du minimun de h sur
Uintervalle 10, a], on a :

2 Pyw w < .
g (a—l-{-u)3 N 300133

(27)
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Démonstration. — Pour démontrer (27) pour tous les a de l'intervalle
[1/6,1] on va exhiber un ensemble d’intervalles [a;, az] qui recouvrent
[1/6, 1] et sur chacun desquels (27) est vérifiée.

Sur Pintervalle [a; , az], par le lemme 8 (¢), on a en posant £ = zo(az) :

1 1 1
= > .
3008~ 300 (zo(a))* ~ 300 (22))*

La majoration du premier membre de (27) est plus fastidieuse, car le
quotient
P (u)
(a -1+ u)3

est fonction croissante, ou décroissante de a selon le signe de Pp(u). Ceci
nous oblige & découper I'intervalle d’intégration en intervalles sur lesquels
P, garde un signe constant. P(u) est positif sur [0, z1 ] et [ 22, 1] et négatif
sur [21, 22]

2 Pyu)

Majoration de / 5 du pour [a1, a2] C[1/6,0,5]

ug (a—1+u)

Sia€[ay,az]onaa<0,5et, par le lemme 8 (f), ug > 22; on écrit
alors (aprés avoir fait le changement de variables v = u — 1 dans les trois
derniéres intégrales) :

Az——ﬂdu:'/ul—lag(—u—)—)—:adu+/0h%dv+

o (a—14u)° o (a—1+u (a+v)
+/22 Py(v) dv+ 1 Py(v) do.
z (a+v)3 29 (a+v)3

En partant de ’encadrement a; < a < ag, nous obtenons donc, en tenant
compte des signes des fractions, la majoration

Q_IL(E‘)_Pdusﬁl_fﬁ(LdH/:l(P?L)gdw

uo(a—1+u o(a1—1+u)3 a1+u)
z2 1
+/ _Polw) - du+ O - du.
21 (a1+u) 22 (a1+u)
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La borne inférieure de la premiére intégrale, ug dépend de a. Si on pose

ug = up(az) < up, on obtient enfin la majoration uniforme pour tous les a
de [a1, az2]:

Az_fﬁto_sdus[tl—ﬂ))ﬁd“/:(})ﬂ)mdw

o (a—1+u) v (a1 —1+u a3 +u)®
29 1
+/ Pa(u) _ du +/ Pa(u)  du
z1 ((12 -+ u) 22 (a1 + u)
? Py

Majoration de/ 3 du pour a € [a1, a2] C [0,5,1]

u (@ —1+u)

Si[a1, az] est un intervalle contenu dans [1/2, 1], on pose u{ = ug(ay)
et on obtient de la méme facon la majoration uniforme en a :

/2 Py(u) - du=
ug (a-—l+u)

T2 1
:/ Py(u) _du+ Py(u) du+
ug (a1—1+u) z2 (a—-1+u)
z 2 1
g CEpY L CRFW [,
0 (a+u) 21 (a+u) 22 (a+u)

Le tableau suivant donne les majorants Mg, 4, du rapport

2
/ Pg(u) . du / 1 .
uo ((1 -1 + u) 300 170

calculés par les formules ci-dessus, sur des intervalles [ a1 , az] qui recouvrent
[0, 1]. Tous ces majorants sont plus petits que 1 et cela termine la preuve
du lemme 10.

Démonstration du théoréme 1.— On sait déja, par la proposition 3 que
h(z) = 1/(2422) — J(z) est positive sur [a, 400 [. Il reste & montrer que
h est positive sur ]0, a]. Si @ < 1/6, par le lemme 8.1, h est décroissante
sur ]0, a]. Son minimum sur cet intervalle est atteint en a; il est positif
puisque h est positive sur [a, +00].
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a1 a2 Ma,o,a2 al a2 Max,az
0,16 0,200,715 ]10,20|0,24 | 0,872
0,24]0,28]0,896 10,28|0,32| 0,897
0,3210,36|0,885|0,36 | 0,40 | 0,864
0,40 |0,45| 0,914 10,45 | 0,50 | 0,847
0,50}0,55|0,833]0,55|0,60| 0,826
0,600,65| 0,822 0,65|0,70 | 0,816
0,70}0,75| 0,809 |0,75|0,80 | 0,800
0,800,85{0,790 | 0,85|0,90| 0,778
0,90 (1,00 0,460

On peut donc supposer a > 1/6, et, puisque le minimum de A sur ]0, a]
est atteint en zg, il faut montrer que J(zq) < 1/(24z2). La formule (13)
donne :

T py(l1+2 —a)
23

1
J(mo):—gx—ng(1+a:0—a)+/ dz
0 &

0
Par le changement de variable u = 1 + z — a et par (26), cela donne :

1 1 to  p
J(x0)=——2_—5+/ -ﬂg—du
24 xo 288 IO ug (a + u— 1)

1 1 2 Py(u) Foo Py(u)
:24x2_288x4+/ _ 3d“+/ _ 5 du.
0 0 up (a 1+ u) 2 (a 1+ u)

Par les lemmes 9 et 10 on a alors

J($)<1_<_}___}__1 11 11
0™ 9422~ \ 288 7 300 12000/ z3  24z2 1800023 = 2422

qui termine la preuve du théoréme 1. O

9. Calcul numérique de J, 3(x) et de la constante 7,

Bien que ceci ne soit pas utile a la démonstration du théoréme 1,
donnons dans cette section quelques indications sur le calcul numérique
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de la constante 7,5 et de J, . Si dans la formule (14) on prend pour z un
nombre de la forme a + bm et pour r un entier pair r = 2p on obtient :

kfé’ b2k—1
J(a+bm):— ——F P5;.(0) +
k=1 2k(a+ bm) 2 P2x(0)
© P ((u - a)/b)
2p—1 2p
+b /;+bm — du

k=
_ 3 (‘"l)kb%_l B, + p2p-1 > Pyp((u—a)/b) d
= 2o 2k Ok T T

k=p (_1)kb2k—1 o 00 PQP(U)
=2 T R Betd / Y5
k=1 2k(a + bm) m  (a+ bv)

et, par le lemme 2, la derniére intégrale est du signe de

(_1)P+1b2p+l
2(p + 1)(a + bm)*P+?

Bpt1

et majorée en valeur absolue par cette fraction. Autrement dit pour tout
entier positif p il existe un réel A compris entre 0 et 1 tel que :

k=p (_1)kb2k_1 (_1)P+1b2p+1

J b a+bm) = r+ B,i1. (28)
st ; 2k (a + bm)* 2p+1)(a+bm)2P*2 7T

Pour calculer J, 3(z) on choisit donc un entier m tel que a+bm soit supérieur
a x et pas trop petit, et on écrit

Jop(®) = / o {wma)/by - 172

2 du+ Jyp(a+ bm).

On calcule I'intégrale directement et J, y(a + bm) par (28).

Pour calculer v, 3 la proposition 1 et ’égalité (28) donnent :

~ ’“ff’ 1 In(a+bm) 1 ’“fif (—1)F~1p2k-1 5
Tab = e at bk b 2a+bm) Lt 2ka?F k
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Perreur commise étant du signe du premier terme négligé et majorée
en valeur absolue par celui-ci. On donne ici les premiers termes de ce

développement :
k=p
1 In(a + bm) 1 b
= - - + +
Tab k2=£) a+ bk b 2a+bm) 12 (a+ bm)2
b3 b® b7
- 4 A gt
120 (a +bm)* 252 (a+bm)” 240 (a+bm)
N b° 3 691 b11
132 (a + bm)™® 32760 (a + bm)"?
b3 3617515

+ —_
12 (a+bm)™* 8160 (a + bm)'®

0.11
0.5 1 e 2 2.5
¢ \/ 1.8

-0.4T

Fig. 1 Graphes de J(z), —1/(1222) et 1/(24z?) poura=b=1et 0,4 <z < 2,5.
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