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Espace de liberté d’un
sous-ensemble convexe de R™*)

Jokr BenoisT()

RESUME. — A un sous-ensemble convexe de C' de R™, nous associons
un sous-espace vectoriel de R™ qui peut étre défini aussi bien & partir
d’une famille d’ensembles contenus dans C' que d'une famille d’ensembles
contenant C. Dans cet article, nous étudions en détail les propriétés de
cette application.

ABSTRACT.— To a convex subset C of R", we associate a vector
subspace of R™ which can be defined either by a family of subsets
contained in C' or by a family of subsets which contains C. In this article,
we study in detail the properties of this application.

1. Notations

Soit (E,|| - ||) un espace euclidien réel de dimension finie n. £ (resp. A),
C,Cr, Cp, Cc et Cs désigneront respectivement ’ensemble des sous-espaces
vectoriels (resp. affines non vides) de E, I’ensemble des convexes de E non
vides quelconques, fermés, bornés, compacts puis enfin symétriques par
rapport a l'origine de E. Si A € A, A désignera le sous-espace vectoriel
associé a A et p4 la projection orthogonale sur A. Pour X C E nous notons
int X, X, X*, vect X (resp. aff X Yet X L respectivement l’intérieur de X, la
_ fermeture de X, la frontiére de X, 'espace vectoriel (resp. affine) engendré
par X et 'orthogonalde X.Sir > 0, By (z, r) sera la trace de la boule fermée
de centre z et de rayon r sur le sous-espace affine {¢} + L. Pour C € C,
on note ir C l'intérieur relatif de C et on définit le céne asymptote de C,

(*) Recu le 3 mars 1995
(1) U.R.A. n° 1586, Université de Limoges, 123 rue A.-Thomas, F-87060 Limoges
(France)
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noté Coo, par Coo = {d € E | C+ {d} C C}; remarquons que cette derniére
définition coincide avec celle donnée dans [10] seulement pour C € C fal

2. Espace de liberté d’un convexe

L’espace de liberté associé & un convexe non vide C de E, noté £(C), est
défini par la formule

(C)=(c-0),,.

Comme C — C € Cg, {(C) € £; nous définissons ainsi une application £ de
C dans £. Nous avons les premiéres propriétés suivantes qui se déduisent de
la définition de £(C) et des résultats de [10] sur le cone asymptote.

PROPOSITION 1.— Les assertions suivantes sont satisfaites :

(1) C1 C Cy entraine £(Cy) C £(Cs);

(11) C C L si et seulement si £(C) = C;
(1i)) C €Cp si et seulement si £(C) = {0} ;
(iv) si C3 €Cp, 4Cy + Ca) = £(Cy);

(v)  vect(Coo) C £(C) C afiC;

(vi) si C € Cs, 4(C) = Coo; si C est un céne convexe non vide,
£(C) =vect C;

(vii) £(C) =4(-C)=4C)={(irC) = £(C - C);

(viii) si E' désigne un autre espace euclidien de dimension finte et
A : E — E' une application linéaire, alors £(A(0)) = A(Y(C)) ; en
particulier
(a) UC)=L+£(pys(C)) si L € L vérifie L C vect(Coo);

(b) E(Cl + 02) = é(Cl) + K(Cg)

Preuve
(i) et (ii) sont évidentes.
(iii) est une conséquence immédiate de [10, théoréme 8.4].
(iv) Nous avons £(Cy + C2) = ((C1 — Cy) + (C; — C7)),, et puisque
C2 — C3 € C¢, d’apres [10, corollaire 9.1.2 et théoréme 8.4],
YCr1+ Co) = (Cy - C’1)oo =4(Cy).
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(v) Choisissons ¢ € C;on a C —{c} C C—C, donc

Coo = (C—{c}),, C(C-C)  =4C).
Comme £(C) € £, on déduit vect(Cso) C #(C). Pour la deuxiéme inclusion
CcaffC,doncC-CcCcaffC—-affC= aff C ce qui implique £(C) C aff C.

(vi) Supposons que C € Cg. Choisissons ¢ € C;ona C—{c} C C~C C 2C,
donc o

Coo= (C—{c}) . C (C-C),, C(20),, =Cuo.

Ainsi £(C) = Coo. Supposons que C' soit un cone convexe non vide. Alors
C —C € L et donc 4C) = (C - C)oo = C - C = vect(C).
(vii) 11 est clair que £(C) = £(=C). D’apres (i), £(C) C #(C). Réciproque-
ment, comme C —C CC—-C,ona

©-0)..c©=0), = (C-0),,
et donc £(C) C £(C). Alors on a aussi, d’aprés [10, théoréme 6.3], £(ir C) =
£(ir C) = ¢(C). Enfin, comme C — C € Cs, 4(C — C) = (C - C)_, d’aprés
(vi).
(viii) C’est une conséquence de [10, théoréme 9.1].
(a) Soit L € L vérifiant L C vect(Coo). Comme vect(Coo) C £(C), on a
aussi L C £(C). On utilise alors la décomposition E = L& L1, ce qui permet
d’écrire

£C) = pL(UC)) + 1 (H(C))

soit £(C) = L + py.(¢4(C)). En choisissant A = prt et en appliquant la
formule £(A(C)) = A(4(C)), on conclut £(C) = L+ £(py.(C)).
(b) On applique la formule £(A(C)) = A(¢(C)) avec C = Cy x Cj et
A: E x E — E définie, pour (z1,22) € E x E, par A(x1,22) =1+ z2. O

Le théoréme suivant justifie appellation “espace de liberté” et donne
deux caractérisations différentes de £(C).
Pour L € L, on note

L™ (resp. LY)={L' € L| L' C L (resp. LC L")}.

THEOREME 2.— Nous avons les égalités suivantes :
La(C)E {LeL|3Kecs, CcE+L)=6(C)F (2.1)
L) {LeL|Vr>0,32€C, Br(z,r) CC} =£(C)”. (2.2)
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Preuve

Etape 1.— Montrons que si C € Cg alors
Lext(C)=CF, et Lin(C)=Cx .

Comme zext(E) = Lext(C)-et (5)00 = (C, NOUS pouvons nous ramener 3
C fermé. Soit L € Lext(C); il existe K € Co tel que C C K + L, ce qui
implique Co, C (K +L)oo = L et L € C%,. Pour l'inclusion inverse, il suffit
de vérifier que Coo € Lext(C). Comme Co, € L, Coo est la partie linéaire
de C (voir [10, p. 65]), et donc C = Co + C’ ot

c'Eon(co)t.

Alors, d’apreés [10, théoréme 8.4], C’ € C¢ et donc Coo € Lext(C).

Soit L € Lint(C); pour r > 0, il existe z € C tel que By (z,r) C C. Ceci
entraine
Br(0,2r) = Br(z,r) — Br(z,r) CC-C C 2C

soit Br,(0,r) C C. Ainsi L C C et donc L € CZ,. Pour l'inclusion inverse, il
suffit de vérifier que Coo € Lin(C); pour cela montrons que Co C C. Soit
d € Cw; si nous choisissons un élément z dans ir C' qui est non vide, alors
{z} + R4d C C et donc

Rd= ({z}+R4d) — ({z}+R4d) CC~-CC2C et deC.

Etape 2.— Montrons que si C € C alors
Eext(c - C) = ﬁext(c) et ‘Crint(c - C) = ‘Cint(c) :
Soit ¢ € C'; comme C — {¢} CC~C,on a
cext(c - C) C Eext (C - {C}) = L:ext(c) .
Inversement, soit L € Lext(C); il existe K € Cp tel que C C K + L, ce qui
implique C —C C (K — K)+ L. Comme K — K € Cg, L € Lext(C — C).
Soit ¢ € C'; comme C — {¢} CC~C, on a
Lint(C) = ﬁint(C - {c}) - Cint(c -C).
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Inversement, soit L € Lin(C — C) et choisissons une base orthonormée
(ei)ie{l 5} de L. Pour r > 0, il existe ¢ € E tel que B (z,2r) C C - C,
puisque C — C € Cg, on déduit que

Br(0,2r)y)c C-C.

Pour ¢ € {1, ..., p}, il existe (a;,b;) € C? tel que 2re; = b; — a;, ou en
d’autres termes, il existe

¢ = C—li—;ﬁ tel que ¢; +[—-r,rle; C C.

Par convexité nous obtenons alors

(e

et ainsi L € Lint(C).

E"tape 3.— Vu que C — C € Cg, la conclusion est une conséquence
immédiate des deux premiéres étapes. O

Nous donnons comme exemple d’application le corollaire suivant. Remar-
quons que la partie (i) de ce corollaire est un résultat dua a Clark [5] (voir
aussi les articles de Klee [8] et de Thorp—Whitley [11] pour le cas de la
dimension infinie).

COROLLAIRE 3.— Les assertions suivantes sont satisfaites :

(i) C contient des boules de rayon arbitrairement grand si et seulement
st C n’est pas contenu dans une région de l’espace délimitée par deux
hyperplans affines paralléles;

(i) si pour un élément L de L il existe r > 0 tel que, pour tout x € C,
By (z,r) ¢ C, alors nous pouvons trouver un hyperplan vectoriel H
qui ne contient pas L et un conveze compact K tel que C C K+ H
(111) si, pour un élément L de L, sup,ec d(z, L) = +00 avec d(z,L) =
infier ||z — ||, alors il existe une droite vectorielle D, DN L = {0},

telle que l’on puisse trouver des segments de longueur arbitrairement
grande dans la direction donnée par D.
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Preuve

(i) C contient des boules de rayon arbitrairement grand est équivalent a
Lint(C) = L£; C n’est pas contenu dans une région de I’espace délimitée par
deux hyperplans affines paralléles est équivalent & Lext(C) = E. Et, d’apres
le théoréme 2, ces deux derniéres assertions sont équivalentes a ¢(C) = E.

(ii) SiL ¢ Lint(C) alors, d’aprés (2.2), L ¢ £(C) et donc il existe une droite
vectorielle D telle que

DNeC)=40} e DCL.

On peut alors choisir un hyperplan vectoriel H tel que DN H = {0} et
£(C) C H. On a alors le résultat souhaité.

(iii) Nous passons par la contraposée. On suppose donc que, pour toute
droite vectorielle D de L;n(C), D C L. Donc, d’aprés le théoréme 2,
UCYC Let L €Lext(C)D

3. Localisation d’un convexe

Nous étudions dans cette section la localisation des centres z que ’on
trouve dans la définition de Lini(C) pour L = £(C). Soit X C E; on dira
que X localise C si, pour tout r > 0, il existe z € X tel que B[(C) (z,7)CC.

THEOREME 4. — Soit A € A; si A localise C, alors
p(C)eL+Co.
La réciproque est vrate sous la condition ANirC est non vide.

Preuve

[=] On suppose que A localise C. Posons
p=pg et C1=p(C);
d’aprés (2.1), il existe K € C¢ tel que
Ci CK+44Cy). (3.1)

Ecrivons A = {a}+ A. Comme A localise C, pour tout r > 0, il existe « € A
tel que
Bi(c)(a—*'fl?,f') C C (32)
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Montrons que {p(a)} + p(¢(C)) C Ci. Soit z € {p(a)} +p(&(C)); il existe
v € £(C) tel que z = p(a) + p(v). En prenant r = ||v|| dans la relation (3.2),
on déduit I’existence de z € A tel que Bycy(a+z,r) C C. Or

z=pla+z+v) et a+:c+v€Bz(c)(a+x,7f);

ainsi 2 € C;. En combinant cette inclusion avec la relation (3.1) et en
utilisant la proposition 1(viii), on obtient

{p(a)} +£(C1) CTL C K +4(Ch).

La partie linéaire du convexe Cj est donc £(C4) et, d’aprés [10, p. 65] on
déduit C; = £(C)+ K' oa K' =C1 N Z(Cl)l‘ est un convexe compact non
vide de E. Ainsi C; € £+ Cc.

[<] Nous supposons que ANirC # @ et que C; € £ + Cp. 1l existe donc
LeLet K €Cp tels que C; = L + K ; alors clairement L = £(Cy). Ainsi

Ci = {C1)+ K. (3.3)

Comme ANirC # 0, il existe 2o € ir C' tel que A = {zo} + A. D’aprés [10,
théoréme 6.6], ' '

def .
vo = p(zg) € ir Cq

et par la relation (3.3), yo € #(C1) + ir K (utiliser [10, théoréme 6.3 et
corollaire 6.6.2]); on peut donc écrire yo = fo + ko avec £y € £(Cy) et
ko € ir K ; en particulier, il existe rg > 0 tel que Baﬁ;(ko, rg) C ir K. Soit
r > 0; d’aprés (2.2), il existe ¢ € C tel

Byy(z,m) CC, " (3.4)

r = max{?r; (1 + —d—) r} ,
ro

d désignant le diamétre de K. Comme p(z) € Cj, d’aprés la relation (3.3),
il existe k € K et £ € £(C1) tel que p(x) = k + £. Nous allons maintenant
envisager deux cas.

ou
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Cas 1.— k = ko.
Considérons ’élément
¥V=@—-0+k, ¥ E€ELC)+irK =irCy CCy

(utiliser la relation (3.3) et [10, théoréme 6.3 et corollaire 6.6.2]); alors il
existe &’ € C tel que y' = p(z’). Ainsi nous avons, grace a la relation (3.4), -

+z' 1 1
By(cy (m 2:6 ,7’) =5{e'}+ 5 Byco)(z,2r)CC

et p((z+2')/2) = yo soit (:i'+x')/2 € A. Dans ce cas, nous avons le résultat
souhaité.

Cas 2.— k # ko.
Considérons le point y' = k' + ¢ avec
ko -k lo—1¢
F=ko+ro——— et £ =Ly+rgm—m ;
llko — k|| llko — k||

k' € Bz (ko,70) Cir K et £ € £(C1) ce qui implique
¥ €4Cy)+ir K = ir(¢(Cy) + K)=irCy=irC; C Cy

(utiliser [10, théoréeme 6.3 et corollaire 6.6.2]). Par conséquent, il existe
z' € C tel que p(z') = y/. Posons

o o
= € , 1] .
ro + ||ko — k|| ]ro—}-d [

On a
Bycy(Az 4+ (1 =Nz, Ar1) = ABycy (2, r1) + (1 = A){z'},
et comme C' est convexe, d’apres la ?elation (3.4),
By(c) (Az+ (1=, ar) CC

et en particulier Byc) (Az+ (1 = XN)z’, r) C C car r < Ary. Il ne reste plus
a vérifier que Az + (1 — A)z’ € A. Ceci résulte de la suite d’égalités :

p(Az + (1 =XN)z') = Ap(z) + (L= Np(z') = Ay + (1 - )¢/
= (Ak+ (1= N)K') + (A + (1 = N)¢)
=ko+ £ = p(zo). O
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Nous déduisons entre autre les propriétés suivantes.
COROLLAIRE 5. — Les assertions sutvantes sont satisfaites :

(i) C peut étre localisé par un point si et seulement si C € L+ Cc ;

(11) soient (x1,22) € C xirC et I € L; si {x1} + L localise C, alors
{z2} + L localise C;

(i11) soitz € ir C; alors le sous-espace affine {x}+£(C) localise C. Il n’est
pas possible dans tous les cas de localiser C par un sous-espace affine

de dimension inférieure; pour s’en convaincre, il suffit de prendre
E=R"et

C=cof(t, 1%, ..., t") |t €R4};

(iv) si A € A est de dimension minimale parmi les sous-espaces affines

localisant C, alors A C £(C).

Preuve

(1) C’est une conséquence immédiate du théoréme 4 et du fait que I'intérieur
relatif d’un convexe non vide est non vide.

(i1) C’est une conséquence immeédiate du théoréme 4.

(iii) La premiére partie est une conséquence immédiate du théoréme 4 et de
(2.1). Pour la deuxiéme partie, il suffit de vérifier qu’aucun hyperplan M de
R™ ne localise C. Sinon, d’aprés le théoréme 4, il existe d = (dy, ..., dp) €
R™, ||d]| = 1 tel que pr4(C) € L+ Cc. Or pryg(C) = co X, ou

X = pgy ({(t, 2.1 |te]R+}) ;

comme X est connexe dans un espace de dimension un, X est convexe et
pr4(C) = X. Ainsi X € L+Cc ; ceci entraine que X est un convexe compact
ou bien X = Rd. On a donc prouvé que X est borné ou bien est égal a Rd.
Or, par le calcul, nous avons :

| X:{(;:;diti)dltelki.,.}

qui n’est ni un ensemble borné (faire tendre ¢ — +00), ni égal & Rd (utiliser
le fait que ¢t € Ry). On aboutit donc & une contradiction.

(iv) C’est une conséquence directe de (ii) et de la proposition ci-dessous.
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PRroOPOSITION 3.1.— Soient & € irC et L € L. Si {} + L localise C,
alors {z} + (LN £(C)) localise C.

Preuve. — La preuve de cette proposition commence par les deux lemmes
suivants.

LEMME 3.1.— Si E = Ej & E3, alors lapplication ¢ : E — E; X
E, définie par p(z) = (pE1 (z),pE,(z)) est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Preuve. — Tl est clair que ¢ est linéaire. Comme dim E' = dim(E; X E3), il
suffit de vérifier que  est injective. Soit z € E tel que pg, (z) = pg, (z) = 0;
alors

¢ € Ef NEy = (Ey + Ey)T = B = {0}.

Ainsi ¢ est un isomorphisme. Remarquons en fait que

¢ Mz1,22) = ({z1} + Ef) n ({2} + E5) . O

LEMME 3.2.— St E = E1 @ E; el si C est un conveze de E vérifiant
pE;,(C)€L+Cc et pg,(C)€Co,
alors C € L+ Cg.

Preuve

Etape 1.— Par hypotheése, il existe K7 € Co et L1 € L tels que

PE,(C) = L1 + K1. Remarquons que Ly + K; C Eq ce qui implique
Ly =4Ly + K1) C4E1) = Eq,
soit Ly C Ey. D’une part, pg, (C) C L1 + K7 ce qui implique
CC(Li+Ef)+K1 et Li+Ei € Lext(C).
D’autre part, il existe K3 € C¢ tel que pg,(C) C K2 ce qui implique
CCEy+Ky et Ey € Lext(C).
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Grace a la relation (2.1), on conclut
(L1 + E{) N Ef € Lext(C) = Lext(T),

ce qui s’écrit C C ((L1 + Eil') N E@L) + K pour un certain sous-ensemble K
de Cc.

E’tape 2.— Soit z¢ € ir C'; montrons que
{zo} + (L1 + Ef)NEF) CT.

Pour cela prenons un élément d € (L1 + Ei) N Ey. Nous avons d € Ey
et il existe £ € Ly tel que d — 4, € EIL On vérifie aisément que
d = ¢~1(£1,0). Nous avons pg, (zo) € ir(pg, (C)) [2, théoréme 6.6] et donc
pE, (z0) € L1 + ir Ky (utiliser [10, corollaire 6.6.2 et théoréme 6.3]). Alors,
pour tout n € N,

pE, (20) + néy € pg, (C).

Ainsi, il existe un élément ¢, € C tel que
Cn = 90_1 (pE1 (Cn) bl pEz(CTL)) = 80_1 (pEl (1:0) + nfl I pEz(Cn)) *

En divisant par n,

C_n - 50_1 <€1 + pEl (xO) , pEz(C‘n))
n n n

et en faisant n — +o0o, d = ¢~ 1(£1,0) € Cs. On conclut alors que
zo+deC.

Etape 3.— Des deux inclusions obtenues dans les étapes 1 et 2, on déduit
que (L + EiL) N Eé‘ est la partie linéaire de C et, d’apres [2, p. 65],

CeLl+Cc.0

Continuation de la preuve de la proposition

D’aprés (2.1), pyc)+(C) € Cc et d’apres le théoréme 4, pr. (C) € L+Cc.
Pour conclure, il suffit de montrer que (utiliser & nouveau le théoréme 5) :

Pc)nn)+(C) € L+Co .
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On a
(@e)nL)t =L+ + o)t =1t & E}

ou Ej est un sous-espace vectoriel de £(C)*. Nous allons nous placer dans
Pespace euclidien E/ = L1 + £(C)1 et appliquer le lemme 3.2 dans cet
espace avec la décomposition E' = E{ @ Ej, ou E] = L+, et avec le convexe
C' = pg/(C). Vérifions les hypothéses, c’est-a-dire avec des notations
évidentes,

pE(C) €L +Co et pp(CT) eC.

On a

pE;(C") = pg; (pEr(C)) = p11(C) € L+ Cc
et comme pp; (C") C E’', on démontre aisément que
pg:(C) € L'+ Ce.

D’autre part,

pEy(C") = pgy (pE/(C)) = Py (C)

= pEy (Poc)+ (C)) C Py (Pyc)L(C)) € Co

et comme pg (C') € E' on a aussi pEy(C') € C'. En appliquant le lemme 3.2,
on conclut C” € £’ + €', ce qui implique p(z(c)nL)J.(C) eL+C.O

Si C € Cp, notons
D(C)={{z}+Rid |z € Cetde Csx \{0}}
I’ensemble des demi-droites incluses dans C et
I(C) = {D € D(C) | D localise C} .
La proposition 6 donne des propriétés relatives a I(C).

PRrROPOSITION 6.— Soit C € Cr \ Cc; les assertions suivantes sont
satisfaites :

(i) I(C)# 0 si et seulement si P(Co)L(C) €L+ Co;
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(11) siZ(C)# 0, alors
{{z}+Ryd|z€irC et d € (ir(Co)) \ {0}} CZ(C);
(iii) si C est un cone
{{z}+Ryd|z€C etde (irC)\{0}} =Z(C);
(iv) C est continu (voir [7]) si et seulement si £(C) = E et Z(C) = D(C).

-

Remarque 7.— Supposons que ¢(C) = E. Avec les notations ci-dessus,
le cone d’ouverture interne (inner aperture) introduit par Larman [9] est
égal par définition a

N 7D,

DeI(C)

ot D désigne la demi-droite vectorielle associée & D. Cette définition a
ensuite été étudiée par Brondsted [3] et Bair ([1], [2]). Remarquons que cette
notion a permis & Larman [9] puis & Brondsted [4] d’obtenir des résultats
sur 'intersection de convexes translatés.

Preuve de la proposition 6

(i) [=] Mexiste D = {z} + R4d € Z(C); en particulier d € C . Posons
M = C% et C; = pp(C). Comme D € Z(C), on a

Vr>0,3t 20, Byc(z+ird,r)CC. (3.5)

Montrons que
{prm(=)} + o (€C)) C Cy.

Soit z = par(z) + par(v) avec v € £(C); z = ppy(z + trd + v). Si P'on prend
dans la relation (3.5) » = ||v||, alors

z+trd+v € Bycy(z+itrd, r)CC

et donc z € C. Ainsi, nous avons la double inclusion (utiliser la proposition
1(viii)) {pam(z)} + £(C1) C C1 C K + £(C1) pour K € Cc et donc

{pm(2)} +£(C1) C C1 C K +4(Ch1).
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De cette inclusion, on déduit que la partie linéaire de C7 est £(Cy) et donc,
d’apreés [10, p. 65],

Ci=4C1)+ (CindC)*Y) e L+ Cc.

[«<] Posons encore ici C; = P(Co)+(C). Comme C' # 0; choisissons
un élément z dans irC;-écrivons 2 = y + 2z avec y € p(Coo)l(‘”) et
Z = Pvect(Coo)(2); d’aprés [10, théoréme 6.6], y € irCy. Comme C ¢ Cc,
on peut choisir un élément d € (ir(Coo)) \ {0} et il existe &€ > 0 tel que
Byect(Coo) (4 €) C Coo, ce qui entraine, pour ¢ > 0,

BVeCt(Coo)(td7 te) C Coo . (3.6)

Montrons alors que D = {z} + R4d € Z(C), ce qui prouvera que Z(C) # 0.
Par hypothése, il existe L € £ et K € Co tels que C; = L+ K ; ceci entraine

(Cr)=4C)=UL+K)=4L)=L,

ce qui permet d’écrire C; = £(C1) + K. En prenant l'intérieur relatif de
chaque coté de cette égalité, ir Cy = ¢(C1) +ir K (utiliser [10, théoréme 6.3
et corollaire 6.6.2]), et par conséquent

{y} +4C1) C Cr. (3.7)

Envisageons désormais deux cas.

Cas 1.— £(Cy) # {0}.

Alors £(C1) = vect{er, ..., e}, 001 < p<n-—1etou (ei)i=1,...,p
est une famille orthonormale. Soit » > 0; pour i € {1, ..., p} (resp.
i€ {p+1,...,2p}), d’aprés la relation (3.7), il existe z; € vect(Coo) tel
que

y+re;+2,€C (resp. y—re;_p+ 2 €C). (3.8)

Prenons maintenant
1 r 2p
t==| —=+ ) _llall 1] ;
A\

alors

.
Byec z+td,——->C 21} +Co pourie{l, ..., 2p}. 3.9
e %) c ) pour i€ {1,...,20}. (3.9)
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En effet, soit y € Byecy(c,.)(2 +1d, r/\/P) — {2i}. D’'une part

r
—z—td+z|| < —
Ily z”_ﬁ

ce qui implique
lly - td]| < 71_, Hlell+ il < et
d’autre part y + z; — z — td € vect(Coo) ce qui implique
y—td € vect(Coo) .

Ainsi, d’aprés la relation (3.6), y € Cs. On obtient, en combinant les
relations (3.8) et (3.9) :

7

{z+td—rei—p} + Byect(Cuo) (0, %) cC ie{p+1,..., 2p}.
(3.10)

{z +td+re;} + Byect(Co) (O, ) cC ief{l,...,p}

Puisque C est convexe, on déduit de la relation (3.10) :

r r
+td} + B 0,— ) + Byee 0,—=)cc,
{z +td} + By, ( ﬁ) + Brect(Coo) ( \/ﬁ>

et grace a la proposition 1(viii),

Bg(c) ((L’+td, %) ccC.

Cas 2.— {(Cy) = {0}.

Dans ce cas, d’aprés la proposition 1(viii), £(C) = vect(Co ). Soit r > 0;
choisissons ¢ = r/e. D’aprés la relation (3.6), Byect(c,,)(td; 7) C Coo et donc

{«} + Bvect(Coo)(td) r)cC.

Ainsi Byc)(z +td,r) C C.

(i) SiZ(C) # 0, d’aprés (i), p(c,,)L(C) € Cc + L. En regardant ce que
l’on a démontré en (i), on a le résultat.
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(iii) Si C est un cone, vect(Ceo) = vect C = £(C) (voir proposition 1(vi) et
donc p(CW)L(C) est un cone qui est borné, ce qui implique p;_)1(C) =
{0}. On est dans la situation du (i), dont Z(C) # 0. Alors, d’apres (ii),

{{z}+Ryd|z€irCetde (ir(C)).\ {0}} CI(C)?

puisque C est un coéne. En remarquant que pour un coéne nous avons
((z € Cetd €irC) = z+d € C), la premiére inclusion est démontrée.
Réciproquement, soit D = {z} + Ryd € Z(C). Par définition, pour
ry = 14 ||z||, il existe t; > 0 tel que

Bvect(Coo)(x'i-tld’ 1+ ||:(:||) cce.

Comme d € Ceo, on peut supposer que ¢3 > 0. Alors Byecy(c,)(t1d,1) C C
et comme C est un cone Byeyc,)(d,1/t1) C C ce qui exprime que
deirCyp =1rC.

(iv) On rappelle (voir [7]) qu’un rayon frontiére du convexe fermé C est une
demi-droite qui est contenue dans la frontiére de C et qu’une asymptote est
une demi-droite A contenue dans E \ C tel que

inf {|ly —z|| [ye Aetz€C} =0.

Un ensemble C est continu si C est un convexe fermé qui n’a ni asymptote,
ni rayon frontiere. Le résultat qui va nous servir ici est le suivant.

LEMME 3.3 (voir [7]).— Soit d € Co \ {0}, ¢ € C et y € E tels
que la demi-droite A = {y+ Ad| A > 0} ne renconire pas C. Alors pour
u € [z,y)], la demi-droite D = {u+Ad | X >0} est une asymptote ou
contient un rayon froniiére.

Continuation de la preuve, partie (iv)

[=] Supposons que £(C) # E. Comme py(¢). (C) est borné, il existe y € E
tel que {y} + £(C) N C = 0. En particulier pour d € C \ {0} (qui existe
bien car C ¢ C¢), on a {y} + R+d ne rencontre pas C et, si ¢ € C, le lemme
donne une contradiction.

Soit maintenant D = {z} + R4d € D(C). En appliquant & nouveau
le lemme on montre que payL(C) = {d}*. En appliquant le méme type
d’argument que dans la preuve de la proposition 6(i), on déduit D € Z(C).
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[<] On suppose {(C) = E et Z(C) = D(C).

Supposons qu’il existe un rayon frontiére D = {z}+R 4+d. Alors D € D(C)
et donc D € Z(C); pour ry = 1 il existe t; > 0 tel que Bg(z+t:1d, 1) CC
et alors z +t1d € int C, ce qui contredit que D C C*.

Supposons maintenant qu’il existe une asymptote D = {y}+ R4d. Alors
on montre facilement que d € Coo. Soit € C; on a {z} + R4d € D(C)
donc par hypothése {z} + R4d € Z(C). Par définition, pour v, = ||y — ||,
il existe t9 > 0 tel que

Bg(z+td, |ly—z|) cC

Mais alors y +t2d € C N D, ce qui entraine & nouveau une contradiction.

-Ainsi C est continu. O

L’introduction de Z(C) permet d’obtenir une condition suffisante pour
que ’application £ soit stable par intersection.

PROPOSITION 8.— Soient Cy, Cz € Cp tels que Z(C1) NZ(Cy) # 0.
Alors
Z(Cl n Cz) ={(C1)N f(_Cg) .

Preuve. — L’inclusion £(C1 N C2) C 4(C1) N¢(Cy) est une conséquence
de la proposition 1(i). Réciproquement, par hypotheése il existe

D= {1’} + Rid € Z(Cl) NZ(Cs).

Soit r > 0; pour ¢ € {1, 2}, il existe t; > 0 tel que Byc,)(z + t:d, r) c C;.
Comme d € (Cl) (Cz) , pour i € {1, 2},

B[(Cl.)(l' =+ tod, T) - Ci

ou tg = max{ty, t2}. Ceci implique B,f(cl)ne(cz)(:c+tod, r) C C1NCy; ainsi
LC1)NLCs) € Lint(C1 N C3) et, d’apres (2.2),

(C1)NL(Cy) CH(C1NCy). 0
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4. Ombre d’un convexe

Dans cette section, nous supposerons que C € C vérifie £(C)} # E ou,
en d’autres termes, grace au corollaire 3(i),

ro d:-‘ifsup{rEIR.FIEIzEC, Bg(z,r) C C} € R4.

On appellera le convexe borné Pyc)L (C) 'ombre du convexe C. Le théoréme
suivant exprime que cette ombre donne une bonne information sur C lui-
méme.

THEOREME 9. — St A € A localise C, alors, pour tout R € C¢ inclus
dans ir(pg(c)l(C)), pour tout r > 0, i existe x € A tel que

(R+ {:C - pg(c)J.(:L‘)}) + Bg(c)(O,r) ccC.

Preuve.— Nous allons faire une récurrence sur la dimension de ’espace
E. Si n =1, le résultat est facile & vérifier. Supposons maintenant que le
résultat soit vral pour un espace euclidien de dimension inférieure 4 n — 1.
Nous allons envisager deux cas.

Cas1.— CeL+Co

Alors il existe L € £ et K € Co tels que C = L + K. On montre que
L = 4(C) et que I’on peut choisir K = Py(c)+(C). D’aprés [10, théoréme 6.3
et corollaire 6.6.2],
rC=irC=L+irK.

Choisissons un élément z dans A qui est non vide; on a T—py(c)L (z) € ¢(O).
Donc

R+ {x—pé(C)J_(:c)} + Bycy(0,r) Cir K+ L=irCCC.

Cas 2.— C ¢ L+Cc.

Nous allons décomposer la preuve en trois étapes.
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Etape 1.— Montrons tout d’abord qu’il existe en, € Coo N A4, |len|| = 1.
Pour k € N*, il existe zy € A tel que By)(2k, k) C C. Si une sous-suite
de (z)) converge vers un élément Z, alors on aura

{z} + K(C_) cC

et £(C) = £(C) est la partie linéaire de C ce qui implique que C € £ + Cc.
Ceci est impossible. Ainsi nous avons limy_, o, ||€%|| = +00; en toute gé-
néralité nous pouvons supposer que la suite (zj/||zx||) converge vers un
élément e, de E, ||en|| = 1. Comme 2z € ANC, nous déduisons que e, € An
Ceo

[10, théoréme 8.2].

I'jtape 2.— Posons
E'={es}t, C=pp(C) et A'=ANE

et vérifions que les hypothéses du théoréme sont satisfaites dans l’espace
euclidien E’ ol nous pouvons appliquer I’hypothése de récurrence, puisque
dim E’ = n — 1. D’aprés la proposition 1(viii),

#C) = C") + Rey.
Montrons que A’ localise C’. Soit r > 0; il existe z € A tel que Bycy(z,r) C
C'. Soit alors
2 € Byon(@',r) ot 2’ ¥ ppi(z) € A
d’aprés I'étape 1; 2’ — 2’ € (C’) et ||z’ — 2'|| < r. Posons
zd—_e-fz’+(:c—:c’) ;

on a
1=z €lC)CUC) et |lz—z|| <,

donc z € C et alors 2’ = pgi(2) € C'. Ainsi Bycry(2',r) C C' et A’ localise
C'.
Posons Cp = pe(C)-‘-(C) et notons

€= rig%d(r’ (aff C1) \ (ir C1)) > 0.
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Alors .
RE {yeafiCy|dyR)< S} ece

et vérifie R CirR' et R' CirC;.
Remarquons enfin que Z(C’)J' =4(C") LB ot alors

R Cir(pyc)+ () = ix(pyc (C1)) = if(?z(c:)lE/ (@)

Etape 3.— Nous allons dans cette étape appliquer I’hypothése de récur-
rence et conclure. Il existe z;; € A’ tel que

-1 def
I\j’[ =R+ {m;--{-l _pg(cl)lEl (x;'+1)} + B((C’)(O: r+1)C c'.

La fonction convexe ¢ définie, pour z € E', par
¢(z) =inf{t > 0| z+ten, € C}
est donc a valeurs finies sur K. On a, grace a [10, corollaire 6.6.2],
ir K = it R' + {2r41 = Pyc)1 (2141)} +ir Byon (0, r+1) D K3 .
D’apreés [10, théoréme 10.1], ¢ est alors continue sur le compact
K3 = R+ {2141 = Pyoyr (2r41)} + Bycry(0,7).
Il existe donc to > 0 tel que K} + [to, +oolen C C; et en posant
T = x;_‘_l + (r + to)en, qui est bien un élément de A d’aprés 1’étape 1,
on a
R+ {z = pycyL(2)} + Bycr)(0,r) + [-r, +oolen C T

et en particulier, nous déduisons R + {z — pe(c)J,(l')} + Byc)(0,7) C C.o

Nous donnons comme exemple d’application le corollaire suivant.

COROLLAIRE 10.— Si ¢(C) # E, alors :

1) C est contenu dans une région de 'espace délimitée par deuz hy-
p
perplans affines paralléles distanis de d telle que C contienne des
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segments perpendiculaires auz deuz hyperplans et de longueur arbi-
trairement proche de d;

(i1) nous sommes dans l'une des situations suivantes :

(S1) C est contenu dans une région de l’espace délimitée par deuz
hyperplans. affines paralléles distants de 2r¢ ;

(S2) il existe A € A de dimension n — 2 tel que

lim sup d(z,A)=0.
r—rc {x€C|Bg(z,r)CC}

Preuve

(i) Posons Cq = pe(c);(C) et notons d le diamétre de C;. Comme C7 est

compact, il existe y1, y2 € C] tel que ||ly1 — y2|| = d. Nous allons envisager
deux cas.

Cas1.— d=0

Alors Cy est réduit & un point et tout hyperplan contenant Cy + ¢(C)
répond a la question.

Cas 2.— d#0
Posons p = (y2 — y1)/||ly2 — 11]|; pour tout z € Cy,
PrhSpzIpy

et donc, pour z € C,

pnnspzrlp-y2.
Les deux hyperplans H; = {e€ E|p-e=p-y;} (i = 1,2) sont donc
paralleles et distants de d. Considérons maintenant le segment B; =

t{y} + 1 —t)[y1,y2], ot t € ]0,1[ et o y € irCy. En appliquant le
théoréme 9 avec A = E, R = By C irCj et r = 1, nous obtenons

By + {z —pg(c).L(l‘t)} ccC
et le résultat est prouvé.

(ii) Nous allons utiliser le lemme suivant.
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LEMME 4.1.— Soit C' un conveze compact non vide de I’espace eucli-
dien Ey de dimension finie n1. On définit une fonction concave ry sur C’
par

n(e) = sup{r € Ry | B, (2,r) C O'} = d(z, TN ).
Notons alors |
77 &ef sup{ri(z) |z € C'}, S =argmax{ri(z)|z €’}
et enfin, pour z € C',
I (z) - Bg, (z,r(z))* nC’™.

Alors, nous avons :

(a) S1 est un conveze compact non vide et dimS; < ny —1;
(b) siz€intC’, alors z € Sy est équivalent ¢ = € col1(z);

(c) si dim Sy = ny — 1, C' est dans une région de l’espace délimitée par
deuz hyperplans paralléles et distants de 277.

Preuve

(a) Le fait que Sy soit un convexe compact non vide est classique. Si
int Sy # 0, alors il existe z € S; et € > 0 tels que Bg, (2,¢) C S1; alors
Bg, (z, 71 +¢€) C C' ce qui contredit la définition de 77.

(b) Soit z € int C’; comme la fonction —r; est convexe sur C’, on a z € S;
si et seulement si 0 € O(—r1)(z), ou d(—ry) désigne la sous-différentielle
au sens de ’analyse convexe de la fonction —ry. Notons alors 8¢ la sous-
différentielle au sens de Clarke. D’une part, d’aprés [6, propositions 2.2.7 et
2.3.1], nous avons

B(=r1)(@) = 8°(=r1)(z) = ~8°ri(a) ;

d’autre part, nous avons 9°rq(z) = to({z} — I;(z)) (utiliser par exemple les
arguments que ’on trouve dans la preuve du théoréme 2.5.6 de [6]). Nous
obtenons donc

8(-r1)(z) = =@ ({z} - L(2))

et on conclut en remarquant que I (z) est compact.
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(¢) Si71 =0, alors intC’ = @ et C’ est contenu dans I’hyperplan affine
aff C/ et le résultat est prouvé dans ce cas.

Nous supposons désormais que 77 > 0. Choisissons un élément x dans
ir S1 qui est non vide. Posons (aff S’l)‘L = Rd, ||d|| = 1 et vérifions I'inclusion

L(z) C {z +7id;z — F1d}.
Soit 2 € I1(z); notons z1 = pafr 5, (2). Alors pour A € ]0, i[,
2= (1=Ne+22) | = [z = 2> + 22|z = 21| * + 20z — ) - (£ = 21)
= 2+ A = 2)||e — a1 |-

Siz # z1, alors z € int Bg, ((1 —Az+Az, 1) ; comme, pour A assez petit,
(1=X)z+Az; € S1, on déduit z € int C’ ce qui est impossible. Donc z = 21
et ceci entraine z € {z + 71d; ¢ — F1d}.

Compte tenu de (b), comme z € int C’ (car 77 > 0), il vient alors
Li(z)={z+7d; x —71d}.
Les deux hyperplans
{yeE|d-y=d-z+7} et {yeEi|d-y=d-z—-7}

satisfont alors aux conditions demandées.

Continuation de la preuve, partie (ii)
Nous allons appliquer le lemme 4.1 avec
E1=£(C)" et C'=pyg(0).
Constatons que grace au théoréme 9, nous avons 71 = r¢. Deux situations

seulement peuvent alors se produire (utiliser la partie (a) du lemme 4.1).

Premiére situation. — dimS; =ny — 1

Dans ce cas, en utilisant la partie (c) du lemme 4.1 on vérifie (S1)

Deuziéme situation. — dimS; < nj —1

Dans ce cas, en prenant un sous-espace affine de dimension n—2 contenant
(aff S1) + £(C) (ce qui est possible car dim((aff 51) + {C)) <n-2),o0n
montre facilement que (S2) est vérifiée. O
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