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- 691 -

Estimation effective des points entiers
d’une famille de courbes algébriques(*)

DIMITRIOS POULAKIS(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. V, n° 4, 1996

RÉSUMÉ. - Soit C : : F(X, Y) = 0 une courbe algébrique, définie sur un
corps de nombres K. Soient K une clôture algébrique de K et K(C) le
corps des fonctions de C. Dans ce travail nous donnons des conditions

suffisantes, sur la ramification de l’extension K(C)/ K(X), pour que
l’équation F(X,Y) = 0 ne possède qu’un nombre fini de solutions en
entiers de K. De plus, nous calculons un majorant explicite pour la taille
des solutions de l’équation F(X,Y) = 0, en entiers algébriques de K .

ABSTRACT. - Let C : : F(X, Y) = 0 be an algebraic curve, defined over
an algebraic number field K . Let ~i be an algebraic closure of K and 
the function field of C. In this work we give sufficient conditions, on the
ramification of the extension ~i (C)/Îi (X ), for the equation F(X, Y) = 0
to have only a finite number of solutions in algebraic integers of K.
Also, we calculate an explicit upper bound for the size of solutions of
the équation F(X, Y) = 0, in algebraic integers. of K. .

1. Introduction et énoncé du résultat

Soient ~~ un corps de nombres, Oh son anneau des entiers et ~i une
clôture algébrique de Soit F(X, Y) un polynôme de , Y ~, abso-
lument irréductible. Notons C la courbe algébrique définie par l’équation
F(X, Y) = 0 et g son genre. Notons aussi le corps des fonctions de C.

Lorsque a E K (respectivement a = oo) on désigne par Ea (respectivement
l’ensemble des anneaux de valuation discrète de Ii {C), qui se trou-

vent au-dessus de l’anneau de valuation discrète de associé à X - a

(respectivement 1/X).
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En 1929, Siegel [22] a montré le résultat suivant.

THÉORÈME. - Il n’existe qu’un nombre fini de solutions de l’équation
F(X, Y) = 0, en entiers de K, sauf peut-être si g = 0 et l’ensemble ~~
possède au plus deux éléments.

Toutefois la démonstration de Siegel ne donne pas une méthode pour
déterminer de façon explicite les solutions de l’équation F(X, Y) = 0,
en entiers de Dans [13] on donne une démonstration effective de ce
théorème de Siegel, dans le cas où g = 0 et l’ensemble Eoo contient au
moins trois éléments. Le cas g = 1, a été traité de façon effective par
Baker et Coates [1] et Schmidt [17]. Pour d’autres résultats effectifs on

peut consulter [2], [5], [7], [11], [12], [14] et [26]. Dans [2] on donne des
conditions suffisantes, sur la ramification de l’extension ~~ (C)/.~i (X ), pour
que l’équation F(X, Y) = 0 ne possède qu’un nombre fini de solutions en
entiers de K. De plus, la méthode décrite dans [2], permet le calcul d’un
majorant explicite pour la taille des solutions de l’équation F(X, Y) = 0,
en entiers de Notons que la famille des courbes étudiée dans [2] contient
les courbes C, telles que l’extension soit galoisienne. Le but
de notre travail est d’améliorer ce résultat (théorème 1), par une autre
méthode, et de le généraliser (théorème 2). Nous décrivons la méthode que
nous avons employée dans la section 2.

Soit V(Q) l’ensemble des valeurs absolues de Q qui contient la valeur
absolue ordinaire et les valeurs absolues p-adiques |.|p avec ( pl p = 
Notons : v E l’ensemble des valeurs absolues de

qui prolongent les éléments de V(Q). Si v E notons dv le degré
local correspondant. Soit ~ une famille finie, non vide, d’éléments de Si

card ~ ~ 2, on appelle les quantités :

"hauteur" de ~ (relativement à et "hauteur absolue" de ~ respective-
ment. Si ~ _ ~x~, on pose = ~~) et H(x) = H (~ l, x~) Soit
P E ..., , Xm ~ ; par "hauteur" HK(P) et "hauteur absolue" H(P)
de P nous entendrons la hauteur et la hauteur absolue de la famille des
coefficients de P. Pour les propriétés des hauteurs, on peut consulter [10,
chap. 3], [19, chap. 2] et [23, chap. VIII].

Soient d et Dh le degré et le discriminant de .~~ respectivement. Posons
N = max{degX F , degy F}. Notre résultat principal est le théorème

suivant.



THÉORÈME 1. - Supposons que la courbe algébrique G’ : Y) = 0
possède une des deux propriétés suivantes :

~i~ il existe a, b E K tels que les indices de ramification des anneaux
de ~i sont tous divisibles par un entier ei, i = a, b, avec ea > 2 et

- 

eb>3~ ; _

(ii) il existe al, a2, a3 E ~~ tels que les indices de ramification des
anneaux de , i = 1, 2, 3, sont tous divisibles par 2.

Alors si x, y E Oh avec F(x, y) = 0, on a :

COROLLAIRE 1. - Supposons que la courbe C : F(X, Y) = 0 soit de
genre g > 1 et l’extension galoisienne. Alors si x, y E 4h
avec F{x, y) = 0, les quantités vérifient l’inégalité donnée
dans le théorème 1.

Dans ~2~, on suppose que

avec aij E On suppose aussi que la courbe C possède une des
propriétés (i), (ii) du théorème 1. Soient ... , 03C3d les d plongements de
~i dans le corps des nombres complexes C. Si x E OK, on note ( =

, ... , I ~d(x) I ~ ; les quantités Hh-(x) et ( ( x ~ ~ vérifient l’inégalité
Aussi, on pose H = de même les

quantités HK(F) et H vérifient l’inégalité H  Hd. Alors, si x,
y E OK avec F(x, y) = 0, on montre dans [2] par une autre méthode, que

La constante ~ ne dépend que de d et de N ; elle est effectivement calculable
mais n’est pas donnée explicitement ; de plus, on a :



Le théorème 1 donne une valeur explicite pour ~ et améliore sensiblement
l’exposant de H, mais l’exposant de dans [2] est légèrement meil-
leur pour N > 6 ; alors, dans le cas où le théorème 1 améliore
sensiblement le résultat de. ~2~ . Notons aussi que dans ~27~ , on donne une
démonstration effective du théorème de Siegel, dans le cas où l’extension

est galoisienne, sans calculer un majorant explicite. La mé- ~
thode employée dans [27] est différente de la méthode de [2] et de la nôtre.
Enfin, dans le dernier paragraphe nous présentons des familles de courbes
algébriques qui vérifient les hypothèses du théorème 1 .

Rappelons qu’un diviseur sur C est un élément du groupe abélien libre
engendré par les anneaux de valuation discrète W de ~’{C), avec ~i C W
( ~9~ ) . On désigne par M le degré total de F (X , Y) En combinant le théorème
1 et le théorème 2 de ~14~, nous obtenons le résultat plus général suivant.

THÉORÈME 2. - Supposons que la courbe C : F(X, Y) = 0 soit de

genre g > 1 et qu’il existe une fonction h = Y) de où

Y), Y) E h’~ X , Y ~, telle que l’extension possède une
des propriétés ~i~-(ii~ du théorème 1. Soient ~1 et deux constantes telles

que Y)), , Y))  et le degré total des Y), Y)
soit  ~2 . Soit {h) ~ - h1 ~1 + ~ ~ + kr ~r, , où les entiers , ... kr sont
positifs et V1, ... , Vr E , le diviseur des pôles de h. . Notons deg(h) = b
et 0396 = max{M , 2g+k1, ..., . Alors si x, y E OK avec y) = 0,
on a :

COROLLAIRE 2. - Supposons que la courbe C : F(X, Y) = 0 soit de

genre g > 1 et qu’il existe une fonction h = Y) de 
où Y) E , Y ~, telle que l’extension soit

galoisienne. Alors si x, y E Qh avec F(x, y) = 0, les quantités 
Hh (y) vérifient l’inégalité donnée dans le théorème 2.



Dans [14], on étudie une famille de courbes algébriques, qui sont revête-
ments cycliques de la droite projective et on calcule un majorant expli-
cite pour la hauteur de leurs points entiers, définis sur un corps de nombres
(théorème 3). Le corollaire 2 est donc une généralisation de ce résultat.

2. Principe géométrique de la démonstration

Le principe géométrique de la démonstration du théorème 1 est très bien
expliqué par J .-P. Serre dans [20]. Dans ce paragraphe, nous allons le décrire
d’une façon plus générale.

Soit V une variété affine de Notons ... , xr les fonctions coordon-

nées de V. Si E est un sous-ensemble de on désigne par V(E) l’ensemble
des points de V à coordonnées dans E. On appelle un ensemble ,S’ C V(K),
quasi-entier (relativement à s’il existe un entier rationnel non nul a,
tel que pour tout P E ,S’ on a axi(P) E = 1, ? r. On note par V~
l’ensemble des points de la clôture projective de V qui se trouvent à l’infini.
Par courbe algébrique on entendra une variété algébrique de dimension 1.
Si C est une courbe algébrique, on désigne par ~~ (C) l’ensemble des an-
neaux de valuation discrète V de Ii(C), avec ~i tel que pour tout

V E il existe P E Coo avec V D Op(C), où Op(C) est l’anneau
local de C en P. Rappelons qu’un morphisme de courbes algébriques affines
f : C -~ E est non ramifié si l’extension est non ramifiée en

dehors 

PROPOSITION 2.1.- Soit ~ : : T --~ ~ un morphisme fini de courbes

affines, défini sur K.

(a) Si ,S C ~’(~~), alors S‘ est quasi-entier si et seulement ~(,S’) est un

sous-ensemble quasi-entier de 

(b) Supposons que le morphisme ~ est non ramifié. Alors si ,S’ est un

sous-ensemble quasi-entier de il existe une extension finie K’
de K telle que l’ensemble ~-1 (S’) est rationnel sur 

On peut consulter [19, pp. 108, 109] pour une démonstration de ces

résultats. Dans les énoncés correspondants de [19], on suppose aussi que le
morphisme § est surjectif. Ce n’est pas nécessaire, car d’après le théorème
4 de [21, p. 48], tout morphisme fini de variétés affines est surjectif. Notons
aussi que la partie (b) de la proposition 2.1 est une version affine du théorème
de Chevalley-Weil pour les courbes algébriques ([10, p. 44] et [19, p. 50]).



Soit F(X, Y) un polynôme absolument irréductible de ~[X , Y]. Notons
C la courbe définie par l’équation F(X, Y) = 0. On s’intéresse à déterminer
les points entiers sur C, rationnels sur Introduisons une courbe affine

plane (irréductible) C’ : : ~~(X, Y) = 0, définie sur un corps de nombres
L D K, telle que pour tout corps de nombres M D L, on sait déterminer
explicitement les sous-ensembles quasi-entiers de C~(M).

Supposons qu’il existe uri morphisme fini f : C~ --> Alors il existe un

corps de nombres L’, avec L’ D L, et un polynôme G(X, Y) de L~~ X , Y~,
tel que f (x, y) = G(x, y), pour tout (x, y) E C~(~~ ). Considérons une courbe
T qui est une composante irréductible de l’ensemble algébrique défini dans
l’espace affine A 4 par les équations :

Soient x, y, x’ et y’ les fonctions coordonnées sur T, engendrées par X, Y,
X~ et y’ respectivement. On a deux morphismes canoniques : T ~ C et

7r’ : : T -~ C’, définis par (x(Q), y(Q)) et ~r‘(Q) - (x‘(CL?), y‘(~)) .
On a supposé que le morphisme f est fini; il en résulte que l’anneau

h’ ~ x‘ , y‘ ~ est entier sur l’anneau y)~ = . Par conséquent
l’anneau est entier sur , y ~, d’où on a que le morphisme
7r est fini. Comme x = C(x‘, y‘), on déduit que le diagramme suivant est
commutatif :

Supposons maintenant que le morphisme 7r est non ramifié. Alors d’après
la proposition 2.1(b), il existe un corps de nombres M, avec M D .L‘,
tel que Ç T (M) ; de plus, d’après la proposition 2.1(a), on
a que (C(OK)) est un sous-ensemble quasi-entier de T (M). Ensuite,
la proposition 2.1(a) entraîne que (C(G~ )) ) est un sous-ensemble
quasi-entier de C’(M) (qu’on sait déterminer explicitement). Si P E 
il existe R E ~(?r’~(C(0~))), tel que x(P) = G (x‘(l~) , y‘(l~)) Donc, dans
le cas où on est muni d’une version effective de la proposition 2.1(b), on peut
déterminer explicitement les éléments de .

Récapitulant, pour appliquer cette méthode on a besoin de trois choses.
D’abord, d’une courbe affine plane (irréductible) C’, définie sur un corps
de nombres L D h, telle que pour tout corps de nombres M D L, on
sait déterminer explicitement les sous-ensembles quasi-entiers de C’(M).



Deuxième chose, d’un morphisme fini de courbes affines f : C‘ -~ défini

sur un corps de nombres L, tel que morphisme fini 7r soit non ramifié (on
définit T, 7r et 7r’ comme ci-dessus). Troisième chose, il faut connaître une

vesion effective de la proposition 2.1(b), au moins dans le cas particulier
auquel on s’intéresse.

A notre connaissance, on a appliqué cette méthode pour la première 
.

fois dans [8], où on l’a utilisée pour réduire le problème de déterminer les
solutions entières de l’équation hyperelliptique et superelliptique, au cas de
l’équation X3 + Y3 = 1. Dans [19], on considère une famille de courbes
hyperelliptiques F(X, Y) = 0 et on utilise cette méthode pour réduire le
problème de déterminer les solutions entières de l’équation F(X, Y) = 0,
au cas d’une équation elliptique. A propos de la proposition 2.1(b), la

remarque 1 de [8, p. 72], implique que si on connaît explicitement le

morphisme ~ : ~ ~ ~, on peut déterminer (explicitement) l’extension finie
de Toutefois, à notre connaissance, il n’existe pas dans la littérature

une version effective générale de la proposition 2.1(b) (par exemple une
majoration explicite du discriminant de ~i en fonction des courbes T, ~* du
morphisme § et de 

Pour démontrer le théorème 1 on utilise une courbe C’, adaptée aux
propriétés de ramification du morphisme p : : C -~-> défini par p(x, y) = ~.
Dans le premier cas on utilise la courbe S’eb = Rea + (a - b), que l’on projette
sur ~1 par (r, s) --~ x = rea + a = seb + b. Dans le deuxième cas, on utilise
la courbe ~Z2 = (X - a1)(X - a2)(X - a3), que l’on projette sur ~1 par
(x, r) --> x. Aussi, il est bien connu qu’on sait déterminer explicitement les
ensembles quasi-entiers sur les deux courbes auxiliaires. Remarquons que
dans le premier cas on peut remplacer la courbe auxiliaire par les équations

= X - a et = X - b. Alors la proposition suivante, qui est un cas
particulier effectif de la proposition 2.1 (b), suffit pour la démonstration du
théorème 1. .

PROPOSITION 2.2.2014 Soit C : F(X, Y) = 0 une courbe (irréductible~,
définie sur ~ . Supposons qu’il existe ai , ... , as E ~i et e E Z~, avec e > 2,
tels que les indices de ramification des anneaux de ~~i sont tous divisibles
par e, i = 1, ... s Notons T la courbe algébrique dont le corps de fonctions
est le corps K(C)(R), où Re = (X - al) - - - (X - as). Soit 03C6 : T ~ C la

projection définie par ~{x, y, r) = (x, y). Si ~, y E O~ avec F{x, y) = 0,
notons L le corps engendré sur h’(a1, ... as) par les éléments de l’ensemble

y). Alors le discriminant DL de L satisfait l’inégalité: :



Le morphisme § : : T --~ C est non ramifié. Alors pour démontrer la

proposition 2.2, on détermine un ensemble fini S d’idéaux premiers (entiers)
P de ..., as), tels que pour tout S le morphisme ~ : T 2014~ C
se réduit modP en un morphisme de courbes affines Cp non
ramifié. On en déduit que l’extension ... , as) est non ramifié en
dehors de S. Comme il n’existe qu’un nombre fini d’extensions d’un corps
de nombres M, de degré borné, non ramifiées en dehors d’un ensemble fini
d’idéaux premiers (entiers) de M, on en déduit le résultat.

Dans les sections 3, 4 et 5, nous donnons quelques résultats qui seront
utiles dans la démonstration de la proposition 2.2 et des théorèmes 1 et 2.

3. Sur la ramification des courbes algébriques

Soit F(X, Y) un polynôme absolument irréductible de 7~[X , Y]. Notons
C la courbe algébrique définie par l’équation F(X, Y) = 0 et le corps
des fonctions de C. Supposons que au-dessus de X = a E Ii il y a de
la ramification. Notons E = Posons m = degx F, n = degy F et
~V == max~ m, n ~ . On considère F(X, Y) comme polynôme à coefficients
dans K[X] et on note D(X) son discriminant. Alors le degré de D(X)
est  2m(n - 1). Il existe donc Ai, ..., À4N2 E 2, avec 1  ai  6N2,
i = 1, ... , 4N2 tels qu’il n’y a pas de ramification au-dessus de ~ X =
03BB1, ... , 03BB4N2. Notons V01, ..., hor les éléments de 03A3a et Y21, ... les

éléments Z = 1, ..., 4N2. Considérons le diviseur :

Si f est une fonction dans K(C) et W un anneau de valuation discrète de
K(C), on désigne par ordw( f) l’ordre de f en W . On note L(0394) le K-

espace des fonctions f E K(C), telles que ordVij ( f ) > -1, pour tout i, j et
0, lorsque pour tout i, j; la dimension 6 de L(A) est

 deg 0394 + 1 = r +. n4N2 + 1.

LEMME 3.1.2014 Il existe une base ,t3 = ... , fs~ de l’espace L(0),
telle que

où ci(X, Y) E E~ X , Y ~, i = 1, ... , b, et q(X) E E[X], avec



De plus, pour tout i, j, il existe un indice ~(i, j)  6, tel que la fonction
est une .uniformisante en .

Démonstration. . - Le théorème A2 de ~16~, entraîne qu’il existe des poly-
nômes q(X) et ci(X, Y) (i = 1, ... , b), tels que les fractions ci(X, Y)~q(X),
i = 1, ... , b, représentent une base de l’espace L(A). D’après. [16, p. 186], le
diviseur A est défini sur le corps E. Alors, le théorème B2 de [16] entraîne
que ci(X, Y) E E[X , , Y ~ (i = 1, ..., 8) et q(X) E 

Le théorème A2 implique que les racines de q(X) sont parmi les racines
p1, ... pi de D(X) et les entiers ..., a4~2 ; de plus on a :

Alors le théorème 5.9 de [23, p. 211] entraîne :

On a 67V~ (~ = 1, . ; . , 4~) et les lemmes 3 et 4 de [15] donnent :

Donc il résulte :

D’après le théorème A2, on a :

Soit F(X, Y) = + + - ’ + an(X). Suivant la notation
de [16], on a

où Y) = + ... + aj-2(X)Y (j = 2, ... , n), y1 = i , P
est un entier positif :5 6 et un polynôme de E[X]. . On a =



([16, p. 204]) et = 03B4ij0 + 03B4ij1X + ... + 03B4ij03BDX03BD avec
v  14 N3 ([15, p. 209]). Le lemme 15 de [16] donne :

et le lemme 26 de [16] entraîne que la hauteur du vecteur

satisfait l’inégalité :

Ona:

Alors on déduit- :

(pour conclure cette majoration on a supposé qu’un des coefficients de
F(X, ~’) est 1, ce qu’on peut faire sans restreindre la généralité). Enfin,
la proposition 2.4 de [10, p. 57] et les majorations pour les hauteurs des
polynômes £2 et 03A3nj=1 dijyj entraînent :

Soit g le genre de la courbe C. Le degré du diviseur 0394 - Vij est

r + 4nN2 - 1 > (2N~ 2 > 2g ; alors le théorème de Riemann-Roch entraîne
.~(~) - .~(0 - + 1. Par conséquent, il existe un indice l~(i, j) tel que

_ -l.



Rappelons qu’un K-système est une nombres

réels > 1, indexée par N~(~i), tels que Av = 1 presque pour tout v E M(K)
et Av est un élément du groupe des valeurs de I-Iv pour tout v E .

On appelle "norme absolue" du la quantité

où dv note le degré local qui correspond à la valeur absolue |.|v.

LEMME 3.2.2014 Pour tout j = 1, ... , r il existe un corps de nombres Ej
avec [Ej : E~  n, un élément non nul ;Qj E Ej avec

et une fonction h~ E Ej (C) qui appartient à l’idéal maximal de tels que

où ej est d’indice de ramification de d’anneau V0j.

Démonstration. . - D’après le théorème C2 de ~16~, le développement de
la fonction en ho~ est

les coefficients = -1, 0, ..., engendrent un corps de nombres Ej sur
E avec [Ey : : E] ~ n ; il existe deux E-systèmes et ~ Bv ~ définis pour
tout v E M(E), tels que

avec



Alors on a

où hj est une fonction de Ej(C) qui appartient à l’idéal maximal de ;

comme la fonction (X - a) est une unité dans il résulte que le

coefficient est non nul ; aussi on a :

4. Sur la réduction des courbes algébriques

Soit C une courbe algébrique (irréductible) définie par l’équation

avec ai(X) E = 0, ..., n. Considérons F(X, Y) comme polynôme
à coefficients dans et notons D[X] son discriminant.

LEMME 4.1.2014 Notons S l’ensemble des idéaux premiers P de O~- tels
que P divise un coefficient de D(X) ou de F(X,Y). Alors pour tout

P ~ S’, la réduction mod P du polynôme F(X, Y) est un polynôme F(X, Y)
absolument irr.éductible.

Démonstration. - Soit P un idéal premier de O~ avec P ~ S. Notons
YI, ..., n les fonctions algébriques (dans une clôture algébrique de 
telles que F(X, , 2 ) = 0, i = 1, ..., n. Soient L un corps de nombres avec
L et O L l’anneau des entiers de L. Soit P un idéal premier de ~~ avec
P n 4~~ = P. Notons vp la valuation discrète de L qui est associée à P. Si
g(X ) = + ... + gn est un polynôme de L~X~, posons :

De cette façon on définit une valuation discrète wp sur le corps -L(~) ; son
corps résiduel est .~(X ), où .~ = OL/P, Notons A l’anneau de valuation
discrète de L(X) qui est associé à wp et Mp son idéal maximal. Notons
B la fermeture intégrale de A dans le corps 1D~ = L(X )(y1, ... , yn) et
wi ..., wr les valuations discrètes sur M qui prolongent wp ; on note aussi
Mi , ... Mr les idéaux maximaux de B qui se trouvent au-dessus de Mp
et sont associés aux valuations wi ... , wr respectivement.



Comme P ~ S, on a = 0, j = 0, ... n. Il en résulte que
y2 est un élément de B; donc 0, i = 1, ..., n, h = 1, ..., r.
Supposons que > 0. Alors on a :

ce qui est contradictoire. On a donc = 0, i = 1, ..., n , h = 1, ..., r.
Notons G le groupe de Galois de l’extension et Ii le groupe

d’inertie de Mi, i = 1, ..., r. Comme P ~ S, on a w~ (D(X )) = 0, d’où
il résulte que yt) = 0, pour tout (s, t) avec s ~ t. Supposons qu’il
existe u avec 03C3 ~ Id. Alors il existe un indice s tel que et

E Donc Ys) > 0, ce qui n’est pas le cas: On en
déduit = 1, ..., r. Cela entraîne que l’idéal Mp ne se ramifie
pas dans B [18, chap. I, sect. 7]. Par conséquent la valuation discrète wp
ne se ramifie pas dans 

Nous allons déterminer par la suite l’anneau E = L(C) n B. Comme
Ni , ... , y~, sont toutes les fonctions algébriques avec F(X, = 0, il existe
un indice j tel que L(C) = L(yj ). On peut donc supposer, sans restreindre
la généralité que L(C) = Soit

où bo(X), ... , L(X ), un élément de l’anneau E. Notons (Ti,

..., 03C3n les L(X)-plongements de L(C) dans une clôture algébrique de L(X).
On a :

De cette façon il résulte un système linéaire qui a comme inconnues les
éléments bo(X), ... (X ). Le carré du déterminant de la matrice des
inconnues est au signe près le discriminant D(X ) qui est une unité dans
A. Aussi, les éléments i = 1,..., n, sont entiers sur A. On en
déduit que les éléments bo(X), ... , bn_1 (X ) sont dans A. Donc on a

E = Notons Ni ... , Np les idéaux maximaux de E qui se trouvent
au-dessus de N~~ et vi , ..., , vp les valuations discrètes correspondantes sur
L(C) qui prolongent wp. Alors le Lemme 4 de [18, p. 29 ], entraîne qu’il
existe des polynômes F1 (X, , Y ) , ... , Fp {X Y) de ~ ~ X , Y ~ dont les réduc-
tions F1{X, Y), ... , Fp(X, Y) mod Mp donnent F1{X, Y) ~ ~ F p(X, Y) =
F{X, Y) et tels que Ni = (Mp, Fi(X, y1 )) , i = 1, ..., p. Soit 03C0 un élé-

ment de L tel que = 1; alors l’idéal Mp est engendré par 



Comme la valuation w~ ne se ramifie pas dans E, l’élément ~r est aussi
une uniformisante pour toute valuation vi, i = 1, ..., p. Par conséquent
on a .F1(X, Ni) = Ni), où r~ est un entier positif et G(X, Ni) E
L(X)(y1), avec 271 ~~’.r{X, yl~~ - ~. Posons G(X, y1) = où

E E et R(X) E ~ avec v1 ~G~(X, y1 )~ = 0 = il
existe un polynôme J (X Y) E L ~ X tel que 

’

Comme wp (R(X )) = 0, la réduction de R(X ) mod MP, est non
nulle; il en résulte que la réduction J(X, Y) de J{X, Y) mod est un

élément non nul de B/Nl. On a donc :

Cela entraîne qu’au-dessus de Mp il n’existe qu’un seul idéal premier de B
et le polynôme F(X, Y) est irréductible sur le corps fini .~. Comme L est
un corps de nombres arbitraire, avec K C L, on conclut que le polynôme
F(X, Y) est irréductible sur toute extension finie du corps Alors le

polynôme F(X, Y) est absolument irréductible.
Considérons un idéal premier P de O~ tel que P ~ S. Alors d’après la

proposition 4.1, le polynôme F(X, Y) est absolument irréductible. Il définit
donc une courbe algébrique sur le corps fini Ok/ P que nous allons noter
Cp. .

Soit a E ~i et (a,bi), i = 1, ..., s les points sur la courbe C qui se
trouvent au-dessus de X = a. Notons E = K(a) et OE l’anneau des entiers
de E. Soient ~2, i = 1, ..., r, les éléments de ~a et e2 (i = 1, ... , r) leurs
indices de ramification respectifs. D’après le lemme 3.1, pour tout i, il existe
une uniformisante t définie sur E. On a :

où ui est une unité en définie sur E, i = 1, ..., r. Aussi, on a ui = ,

où 03B2i est un élément non nul de K et hi un élément de l’idéal maximal de
il existe un corps de nombres avec E C Ei et [Ei v E ~  n, tel

que 03B2i ~ Ei et la fonction hi est définie sur Ei, i = 1, ..., r. Le lemme 3.2
fournit une majoration pour la hauteur absolue de ,Q~ . Notons vi le plus
petit entier positif tel que est un entier de Ei, i = 1, ..., r. On désigne
par E’ le composé des corps Ei , i = 1, ..., r. .



Notons L = ... bs). Considérons l’ensemble Sa des idéaux pre-
miers entiers P de 0 L qui possèdent une des propriétés suivantes :

(i) P prolonge un élément de S,

(ii) la réduction de a modP est l’infini (ce que l’image de a par la place
de L qui correspond à Pest l’infini),

(iii) il existe des indices j, k distincts tels que bj = bk modP,

(iv) il existe un indice i tel que P divise 03BDi ou .

LEMME 4.2. - Sous les hypothèses précédentes, supposons que l’indice
de ramification de tout anneau de ~~ est divisible par un entier ea > 2.

Soit P un idéal premier de OL avec P ~ Sa . Notons k = OE/OE n P et
a la réduction de a modP. Alors l’indice de ramification de tout anneau
de valuation discrète du corps des fonctions k( Cp) de la courbe Cp sur k,
au-dessus de X = â, est divisible par ea .

Démonstration. Notons C la clôture projective de la courbe C.

D’après le théorème 3 de [4, p. 179], il existe une variété projective, non
singulière V, de dimension 1, dans un espace projectif et un épimor-
phisme birationnel 03C6 : V ~ C. Soit V E 03A3a. Comme la variété V est non

singulière et birationnelle à C, il résulte qu’il existe un point Q sur V, tel
que V = où est l’anneau local de V en Q. Aussi, il existe
un point P = (a, c) sur C, tel que V domine l’anneau local de C
en P (i.e. Ç V et l’idéal maximal de V contient l’idéal maximal de

Enfin, on a = (a : c : 1).
Notons M un corps de nombres tel que L C M et et Q sont définis

sur M. Notons OM l’anneau des entiers de M, II un idéal premier de OM,
avec II n et wn la valuation discrète sur M, qui est associée à
II. Considérons l’unique prolongement w de wn à M(C) défini par (4.1).
La valuation discrète w n’est pas ramifiée. Soit 7r un élément de OM avec

= 1. Alors ~r est aussi une uniformisante pour w. Si V = pour

simplifier la notation posons t = tj , u = Uj, , e = e~, , ~Q = ~3~ et h = hj. .
Supposons que w(t) - ~c ~ 0; alors on a = 0. On peut donc
supposer que w(t) = 0 ; il en résulte w(u) = 0. Notons t et u les réductions
des fonctions t et u modP. Comme w(t) = 0 = w(u), on a t, 0, oo.

Soient Q et c la réduction de Q et c modP. Notons ~~ la réduction de
la variété V modP et 03C6P la réduction de l’application 03C6 mod P. Comme
?~ ~ Sa l’image a de a dans k est finie, d’où il résulte que le point (a : c : 1)



sur Cp est fini. Aussi on a = (a : : é : 1). On en déduit que ~~ et Q
sont définis modP. De plus, ~~ est une application birationnelle, donc la
réduction ~~ de la variété V est un ensemble irréductible, donc une variété.
On est un élément non nul de E et h appartient à l’idéal
maximal de V. Comme 7~ ~ Sa, la réduction ~3 de ~3 modP est ~ 0, oo.
Si w(h)  0, on a w(u)  0, ce qui n’est pas le cas; si w(h) > 0, on a
il = 03B2 ~ 0, oo; ; si w(h) = 0, la réduction h de h mod P est ~ 0, oo et
on a h(Q) = h(Q) = 0, car h un élément de l’idéal maximal de V. On a
donc = ~3 ~ 0, oo. Par conséquent il est une unité dans l’anneau local

de Vp en Q. Aussi, on a t ~ 0, oo et I(Q) = t(Q) = 0, ce qui
montre que t est un élément (non nul) de l’idéal maximal de 

Soit une k clôture algébrique de k. Considérons un anneau de valuation
discrète U dans k(Cp), tel que U domine (par conséquent U se
trouve au-dessus de X = a). On a :

La fonction il est une unité dans et l un élément (non nul) de
l’idéal maximal de Il en résulte que il est une unité en U et l un
élément de l’idéal maximal de U. Par conséquent l’indice de ramification
de U est divisible par ea. Les fonctions t et u sont définies sur E, d’où on
conclut que l’indice de ramification de U n k( Cp) sur k(X) est divisible par
ea également.

Comme P ~ Sa, les réductions des points (a, bi), i = 1, ..., s, modP
sont deux à deux distinctes. Donc les points sur la courbe Cp, au-dessus
de X = a, sont les réductions des points (a, bi), i = 1, ..., s, mod P. Il en
résulte que si U est un anneau de valuation discrète dans k( Cp ), au-dessus
de X = a, il existe un point Q sur V, tels que U domine (on note

Q la réduction de Q mod P) et on se ramène ainsi au cas précédent. On a
donc que l’indice de ramification de tout anneau de valuation discrète de

k( Cp ), au-dessus de X = â, est divisible par ea . .

5. Quelques résultats quantitatifs

Soit

un polynôme de ~i ~ X , Y ~, absolument irréductible.



Notons N = max{m, n}. Soit un coefficient non nul de F(X, , Y) .
Notons 6 le plus petit entier positif tel que les éléments Cij = 6(aij/akf),
i = 0,..., m, j = 0,..., n, soient des entiers de Le polynôme
G(X, Y) = Y) définit une courbe algébrique C sur h. On
considère G(X, Y) comme polynôme à coefficients dans J et on note

son discriminant.

Soient ai, ..., as E K et (ai, = 1, ..., t ( 2 ) , les points sur C, qui se
trouvent au-dessus de X = ai, i = 1, ..., s. Supposons que l’extension

est ramifiée au-dessus de X = a i , i = 1, ... , , s . Notons

Ei = ~i (ai ), i = 1,..., s. Soient = 1 , ... , , r(i), les éléments de

~ai et = 1, ..., r(z), leurs indices de ramification respectifs. D’après
le lemme 3.1, pour tout i et j  r(i) il existe une uniformisante ti3 en 
définie sur Eç. On a :

où Uij est une unité en définie sur Ei, j = 1, ... , , r(i). Aussi, on a
Uij = + où hij est un élément de l’idéal maximal de Vi et un

élément non nul de De plus, il existe un corps de nombres Eij, avec
Ei ~ Eij et [Eij : Ei] ~ n, tel que hij est défini sur Eij et E Eij. . Le
lemme 3.2 entraîne :

Notons Vij le plus petit entier positif tel que 03BDij 03B2ij est un entier de Eij.

Notons E~ le composé des corps i = 1, ..., s, j = 1, ..., r(i), et O~~
l’anneau des entiers de E’. On désigne par S l’ensemble des idéaux entiers
premiers P de b12 , - . - qui ont une des propriétés suivantes :

(i) P divise un des coefficients non nuls de G{X, Y) ou de DG{X ),
(ii) il existe un indice i tel que la réduction de ai est l’infini,

(iii) il existe des indices j, k distincts avec a j = ak mod P,

(iv) il existe des indices i, j, k tels que j ~ k et bij _ bik modP,
(v) il existe des indices i, j tels que P divise Vij ou .

Posons E = ..., as ) et notons OE l’anneau des entiers de E. On
désigne par T l’ensemble des idéaux premiers P de OE tels que P = 
où P E S. Enfin, si L est un corps de nombres, on note NL la norme de L
sur Q.



LEMME 5.1. - sous les hypothèes précédentes on a :

Démonstration. - -En utilisant le théorème 5.9 de [23, p. 211] et le lemme
5.10 de [23, p. 213], on déduit :

Alors on a :

Soit

où v  2N(N - 1). La démonstration du lemme 4 de [15] entraîne :

Soient Pi,..., Pk les idéaux premiers de O~ qui divisent un des coeffi-
cients de G(X,Y) ou de Alors les inégalités (5.1) et (5.2) donnent :

Soit êi le plus petit entier positif tel que ~iai soit un entier algébrique.
Le théorème 5.9 de [23, p. 21l], et le lemme 5.10 de [23, p. 213], entraînent :



D’autre part les lemmes 3 et 4 de [15] impliquent :

On en déduit :

Soit II le produit des idéaux premiers P de OE tels que pour un indice i
la réduction de ai mod P est l’infini. Alors l’idéal II divise l’entier ~1 ~ ~ ~ 
Il en résulte :

Soit j. Alors on a :

Si P est le produit des idéaux premiers P de OE, tels qu’il existe des indices
~, .~ distincts, avec ak == a,~ mod P, l’idéal P divise l’entier algébrique

Donc, on a :

On vérifie facilement que

Alors l’inégalité (5.4) donne :



Soit ~2~ le plus petit entier positif tel que soit un entier algébrique.
Le théorème 5.9 de [23, p. 21l], le lemme 5.10 de [23, p. 213] et l’inégalité
(5.8) entraînent :

Posons Mikl = où k ~ l. Soit Pikl le produit des idéaux entiers’ 
°

premiers P de tels que bik = bif modP. Alors l’idéal Pikl divise l’entier
algébrique bif)’ Les inégalités (5.8) et (5.9) donnent :

Notons Pikl = Pikf n OE. On en conclut :

Le théorème 5.9 de [23, p. 211] et le Lemme 5.10 de [23, p. 213],
entraînent :

d’où on a :

Soit Pi~ le produit des idéaux premiers entiers de EZ~ qui divisent v2~ ou
03BDij03B2ij. Notons Pik = Pik ~ OE. Alors on a :

Enfin les inégalités (5.3), (5.0), (5.7), (5.10) et (5.11) donnent le résultat.

LEMME 5.2. Soit C F(X, Y) = 0 une courbe algébrique (irréductible)
définie sur ~i . Supposons que l’extension est ramifiée au-

dessus des places finies X = xi, i = 1, ... , s. Notons E = ... 

Alors le discriminant DE de E satisfait la majoration suivante :



Démonstration. - On considère F(X, Y) comme polynôme à coefficients
dans et on note D(X) son discriminant. On a deg D(X)  2N(N-1).
Les éléments ..., ~s sont parmi les racines de D(X). Notons ... , x~
{~c > s), les racines de D(X) qui sont deux à deux distinctes. Soit b le plus
petit entier positif tel que les nombres i = 1, ... , sont des entiers

algébriques. Supposons que K ; posons Ki = K(X1) et notons DK1
le discriminant du corps Ii 1. La formule de transitivité des discriminants
donne : 

_ _ , _ _

où D(P) est le discriminant du polynôme irréductible P(X) de 6X1 sur
Notons B(X ) le polynôme unitaire dont les racines sont les éléments
..., et DB son discriminant. Comme P(X) divise B(X ), on a :

On continue en procédant de cette façon et on obtient l’inégalité suivante :

D’autre part, le lemme 4 de [15] entraîne :

Alors les inégalités (5.12) et (5.14) entraînent :

Notons .ci, ..., Xv les racines de D(X) (avec multiplicité). Soit B’(X)
le polynôme unitaire dont les racines sont les éléments 03B4x1, ... , 6xv. Le
théorème 5.9 de [23, p. 211] et le lemme 3 de [15] donnent :

Alors on a :



En utilisant l’inégalité (5.13) il résulte :

Alors la proposition 2.4 de [10, p. 57], entraîne :

Enfin les inégalités (5.15) et (5.16) donnent le résultat.

LEMME 5.3. - Soient E un corps nombres ei ~~ l’anneau des entiers de
E. Soit L une extension finie galoisienne de E de degré ~. Supposons qu’il
existe un ensemble fini T d’idéaux premiers de ~E tel que l’extension L/E
soit non ramifiée en dehors de T. Alors le discriminant DL de L vérifie
l’inégalité: : 

- "

Démonstration. . - Notons DL/E le discriminant de L sur E. D’après la
formule de transitivité des discriminants, on a :

Notons la différente de L sur E. Posons

où ri, ..., rk et ~1 , ... , Pk sont des idéaux entiers premiers de L
distincts, avec Pj n OE E T, j = 1,..., k. D’après [18, proposition 4, p. 72,
remarque 2, p. 73 et exercice 3.c, p. 79], on déduit rj  À2, j = 1, ..., k. .
Notons NL/E la norme de L sur E. Alors il résulte :

Soient ~bl , ..., tous les idéaux entiers premiers de L au-dessus d’un
même P E T et f leur degré résiduel commun. Alors on a = Pf ,
j = 1, ... , m, et m f  a . On en conclut :



LEMME 5.4. - Soient ~~ et L deux corps de nombres. Notons DK et DL
les discriminants de Ii et L respectivement. Alors le discriminant du

composé des corps K et L satisfait l’inégalité suivante :

Démonstration . Notons Dh L, D~ et DL les différentes des corps 
~~ et L respectivement ; notons aussi la différente de KL sur Ii. La

formule de transitivité pour les différentes donne :

La différente est engendrée par les éléments f’{x), où x est un entier
de KL et f’ (X ) le polynôme dérivé de son polynôme minimal I(X) sur Ii .
Soit y un entier de L et g{X ), h{X ) les polynômes minimaux de y sur K
et Q respectivement. Alors l’idéal contient g’(y), d’où il résulte que

contient aussi h’( y). Donc on a DL ç On en déduit :

LEMME 5.5. ~’oient a un entier > 2 et al, ... , aq E h, deux à deux
distincts, avec aq > a + q. Notons I(X) = a(X - a1) ~ ~ ~ (X - aq) . Alors
si x, y E avec ya = f (x), on a :

On peut consulter [12], pour une démonstration d’un résultat plus
général.

LEMME 5.6. - Soit C : F(X, Y) = 0 une courbe ~irréductible~ de genre
> 1. Notons M le degré total de F(X, Y). Soit h = Y)/~(X, Y) une
fonction de avec Y), Y) E , Y ~ . Soient ~1, , ~2 deux
constantes > 0, telles que H{r~),  ~1 et le degré total des r~ et ~ est
 ~2. Supposons que le diviseur des pôles de h soit :

E Soo eï 1~i > = 1, ... , r. Notons deg(h) = b. Alors on a :



~1~ pour tout diviseur E = .~1 tj1 -I- ~ ~ ~ + , avec .~i > i = l, ... , r,
et 2g + b > deg E > 2g, tel que les entiers 6 et deg E soient premiers
entre eux, il existe une fonction f E K(C) avec ( f ) ~ = E et

~1~(.f~ ~) _ .~~ (C) ; .. 
°

(2) la fonction f est définie sur un corps de nombres L, avec ~~ C L et .

[L :  le discriminant DL de L satisfait l’inégalité suivante :

(3) il existe un polynôme G(X, Y) à coefficients dans l’anneau des entiers
GL de L, absolument irréductible, tel que l’équation G( f, h) = 0 soit
un modèle de la courbe C et une équation de dépendance intégrale de
f sur l’anneau OL ~h~ ; notons ~ = 2g ... , 2g + ;
alors on a degx G = 6, degy G  2g + b - 1 et

(.~~ la fonction h est un élément entier sur l’anneau ;

(5) supposons qu’il existe une constante ~ > 0, telle que si x, y E O~
avec F(x, y) = 0, on a y))  Alors on a :

C’est le théorème 2 de [14].



6. Démonstration de la proposition 2.2

Soit

Soit a~~ un coefficient non nul de F(X, Y). Si b est le plus petit entier
positif, tel que les éléments i = 0, ... m, j = 0, ..., n, soient
des entiers de OK, posons G(X, Y) = Y). On note Da(X)
le discriminant de G(X, Y), considéré comme polynôme à coefficients dans
K[X]. Notons E = , ... , as ) et O~ l’anneau des entiers de E.

Soient (ai, = 1, ..., , t(i), les points sur C qui se trouvent au-dessus
de X = ai, i = 1, ..., s. Notons Ei = k’(ai), i = 1,..., s. Soient 
j = 1, ..., r(z), les éléments de ~a~ et eij, j = 1, ..., , r(i), leurs indices de
ramification respectifs. Le lemme 3.1 entraîne que pour tout i et j  r(i) il

existe une uniformisante tij en définie sur Ei. Alors il existe une unité

Uij dans définie sur Ei telle que :

Aussi, on a = + hij, où 03B2ij E K avec 03B2ij ~ 0 et hij appartient à
l’idéal maximal de il existe un corps de nombres Eij, avec Ei C Eij
et [Eij : Ei] ~ n, tel que E Eij et la fonction hi j est définie sur ,

j = 1, ..., , r{i). Le lemme 3.2 donne une majoration pour la hauteur absolue
de Notons Vij le plus petit entier positif tel que 03BDij 03B2ij est un entier de
Eij . -

Soit E’ le composé des corps i = 1, ... , s, j = 1, ... , , r(i).
On désigne par S l’ensemble des idéaux entiers premiers P de E =

~12~ - ’? qui ont une des propriétés suivantes :

(i) P divise un des coefficients de G(X, ~’) ou de DG(X ),

(ii) il existe un indice i tel que la réduction de ai modP est l’infini,

(iii) il existe des indices j, k tels que j ~ k et a3 = ak modP,

(iv) il existe des indices i, j, k tels et bi3 = bi~ modP, ,

(v) il existe des indices i, j tels que P divise 03BDij ou .



Posons E = ..., , as) et notons OE l’anneau des entiers de E. On
désigne par T l’ensemble des idéaux premiers P de OE, tels que P = 

Soient x, y E OK avec F(x, y) = 0 ai, i = 1,..., s. Soit
r E ~i avec re = (.r 2014 a1 ) ~ ~ ~ (x - as). . Alors le corps engendré sur E
par les éléments de l’ensemble ~-1 {x, y) est le corps L = E(r, (), où (
est une racine primitive eième de 1. Soit P un idéal entier premier de E,
qui n’est pas élément de S. Notons ~ et y les réductions de x et y modP
respectivement et le localisé de l’anneau OE en P = 7~ n Q~. Le
lemme 4.1 entraîne que la réduction mod P du polynôme G(X, Y) est un
polynôme G(X, Y) absolument irréductible. Notons Cp la courbe algébrique
définie par l’équation G(X, Y) = 0, sur le corps fini ~ = OE/ P. Soit ~ci la
réduction de ai modP, i = 1, ..., s. Comme 7~ ~ S, il résulte que les

éléments ai, ..., as E k sont deux à deux distincts. D’après le lemme 4.2,
l’indice de ramification de tout anneau de valuation discrète de k(Cp), au-
dessus de l’anneau de k(X) associé à X - est divisible par e.

Notons [E(r) : E] = 03BE. Supposons que x ~ ai, i = 1, ..., s. Comme
al, ... , x E OE, il résulte que l’élément r est entier sur .

Le discriminant D{1, r, ... , , r~-1 ) des éléments 1, r, ... , divise le

discriminant du polynôme n(X) = X e - (x - ~ {x - as), dans 
qui est égal à

oo. On en déduit que Dn est une unité dans OE,p, d’où on a que

D(l, r, ... , r~-1 ) est une unité dans . Le discriminant 0 de la

fermeture intégrale de OE,p dans E(r) divise D(l, r, ..., , r~-1 ) ; donc 0
est une unité dans Cela montre que l’idéal premier P est non ramifié
dans E(r).

Supposons que x = ai, 1  i .  s. Soit V un anneau de valuation

discrète de k(Cp), au-dessus de l’anneau local de Cp au point (x, ). On
note v l’indice de ramification de V ; alors v = eh, où h Soit T une
uniformisante en V. Comme la fonction T est définie sur k, il existe t E E(C),
avec y) 7~ 0, tel que la réduction de t modP coïncide à T. La fonction
D(X, ~’) = (X - âl) ... ~ (X - âs)/Tv est une unité en ~, d’où on a D(x, ) ~
0, oo. Si l’élément z = (x - ai) ’ ’ ’ ~ (~ - y) n’est pas une unité dans

on a D(~, ) = 0 ou oo : il y a donc contradiction, donc z est une unité
dans Comme = z, il résulte que est entier sur



En considérant les éléments 1, ..., et en

procédant comme dans le cas précédent, on déduit que P est non ramifié
dans E(r).

D’après le lemme 5.1 on a :

Le discriminant de l’extension L/E(r) divise l’entier ee. Alors le produit des
idéaux entiers premiers de E(r) qui sont ramifiés dans L divise e. Donc les
idéaux premiers de O E qui sont en dehors de S et qui ne divisent pas e sont
non ramifiés dans L. Comme l’extension L/E est galoisienne, le lemme 5.3
et l’inégalité (6.1) entraînent que le discriminant DL de L satisfait l’inégalité

Enfin, le lemme 5.2 et l’inégalité (6.2) donnent :

7. Démonstration du théorème 1 

Soient x, y E OK avec y) = 0. Considérons le premier cas. Alors il
existe a, b E K tels que les indices de ramification des anneaux de ~~ et ~b
sont tous divisibles par les entiers ea > 2 et eb > 3 respectivement. Soient

K tels que rea = x - a et seb = .r 2014 b. Notons L = b, r, s, (, r~),
où ( est une racine primitive de 1 et 1] une racine primitive de 1.

On désigne par ~a et ~b les plus petits entiers positifs, tels que les éléments
~~a et ~bb soient des entiers de b). L’inégalité (5.5) donne :

Posons E = On a les égalités suivantes :

On en conclut que les nombres ~eb r et Eea s sont des entiers de L et vérifient

l’égalité :



Donc (~, Y) = donne une solution entière de l’équation :

Les inégalités (5.4) et (7.1) entraînent :

La Proposition 2.2 entraîne que les discriminants DLa et DLb des corps
La = ~i (a, r, ~) et Lb = respectivement, vérifient les inégalités :

D’après le lemme 5.4 on a :

Soit 6 le p.g.c.d. des ea et eb ; alors on a ea = bya, eb = 6yb et les entiers
ya , yb sont premiers entre eux; aussi, l’entier 6yayb divise n et n/2,
i = a, b. Il en résulte [ L : La] ~ 2N2eb03B3b et [ L : Lb] ~ 2N2ea03B3a Alors
les inégalités (7.3) et (7.4) entraînent :

Soit 9 = (a - b) l/eb. Notons D~f le discriminant du corps L’ = L(9) et
[L~ : : L = ç. Le discriminant de la base 1, ~9, ..., ~~8~ ~-1 de l’extension
L’/L est égal à l’entier algébrique a = ~~ {~~ (a - b)~ ~-1. Alors la formule
de transitivité des discriminants donne : 

-

Les inégalités (7.2) et (7.5) entraînent :

Maintenant on peut utiliser le lemme 5.5 ; donc, le lemme 5.5 et les inégalités
(7.2) et (7.6) donnent :

rl Y G



Ona:

d’où il résulte :

alors comme on a H(y)  N(N + on conclut :

Considérons le deuxième cas. Alors il existe ai, a2, tels que
les indices de ramification des anneaux des (i = 1, 2, 3) sont tous
divisibles par 2. Soit r E .~i tel que r2 = ( x - a 1 ) ( x - a 2 ) ( ~ - a3)’ Notons
L = a2, a3).
On désigne par ~i le plus petit entier positif, tels que l’élément ~iai est

un entier de L, i = 1, 2, 3. Posons [ = L’inégalité (5.5) donne :

Le couple (X, R) = (~2 x, est une solution entière de l’équation

sur le corps L. Le théorème 5.9 de [23, p. 21l], et le lemme 3 de [15] donnent :

Or la proposition 2.2 entraîne que le discriminant DL de L satisfait

l’inégalité :

Alors le lemme 5.5 et les inégalités (7.8) et (7.9) nous permettent d’obtenir
l’inégalité :

En utilisant la formule de Hurwitz [9, p. 26], on déduit facilement que N > 3,
ce qui donne la majoration annoncée dans le théorème 1.



8. Démonstration du théorème 2

Nous allons nous ramener aux hypothèses du lemme 5.6. Notons g le

genre de la courbe C. Comme 9  1, on a $ ~ 2. Supposons d’abord que
03B4 ~ 2g. Alors le degré du diviseur E = (k1 + + k2 V2 + ... + krVr est.
6 + 1. Supposons ensuite que 6  2g. Posons

Il existe donc m, q’ E ~, avec 0 ~ m ~ 6 - 1, tels que

d’où on conclut que les entiers 2g + m et 6 sont premiers entre eux. Alors le
degré du diviseur E = + + ... + q’kr Yr est 2g + m et les entiers
6 et 2g + m sont premiers entre eux. Par conséquent il existe un diviseur
E = l1 V1 + ... + lrVr avec 2g + 6. > deg E > 2g, tels que les entiers 6 et
deg E soient premiers entre eux et que pour tout i, .~i > Alors on peut
appliquer le lemme 5.6.

Le lemme 5.6 entraîne qu’il existe une fonction f E k’(C), avec (/) = E
et k’( f, h) ; la fonction f est définie sur un corps de nombres L
avec Ii C L et [Z : : ~i ~  le discriminant DL de L satisfait l’inégalité
suivante :

Aussi, il existe un polynôme G(X, Y) de L[ X Y], absolument irréductible,
tel que l’équation G(/, h) = 0 soit un modèle de la courbe C, dont le degré
total est  26 + 2g - 1 et dont la hauteur vérifie l’égalité :



D’après le lemme 5.6. l’équation G(/, h) = 0 est une équation de
dépendance intégrale de f sur l’anneau OL[h] et la fonction h est un élément
entier sur l’anneau OL~X~. Alors si x, y e avec F(x, y) = 0, les

éléments f (x, y) et h(x, y) sont des entiers de L avec G ( f (x, y) h(x, y)) = 0.
L’extension vérifie les hypothèses du théorème 1. Alors, en
utilisant la majoration fournie par le théorème 1, on obtient :

Enfin, en utilisant le lemme 5.6 (5), on déduit la majoration annoncée.

9. Démonstration des corollaires 1 et 2

Il suffit de démontrer que si l’extension Ii (C)/h’(X ) est galoisienne, la
courbe C possède une des propriétés (i), (ii) du théorème 1. Supposons donc
que l’extension est galoisienne. Alors la formule du genre de
Hurwitz [9, p. 26] donne :

où na est l’indice de la ramification au-dessus de X = a et sa le nombre des
anneaux de valuation discrète de qui se trouvent dans Comme
le genre de la courbe C est non nul, il en résulte qu’il existe au moins
deux nombres algébriques ai, a2 tels qu’il y a de ramification au-dessus
de X = ai, a~- . S’il existe exactement deux places finies X = ai, a2 E ~~
ramifiées et nal = na2 = 2, on a :

ce qui est contradictoire. On en conclut que la courbe C possède une des
propriétés (i), (ii) du théorème 1.



10. Exemples

Dans cette section nous allons donner des exemples de courbes algé-
briques qui vérifient les hypothèses du théorème 1.

1) Soient f(X, , Y ) , g (X Y) E , Y ] et h (X ) E trois polynômes ;
on suppose que I(X, Y) et g(X, Y) n’ont pas de zéro commun. Considérons
les équations :

B /

où a1, a2, a3 E ~~’ et sont deux à deux distincts ; si , s2, s3 sont des entiers
positifs impairs :

où a1, a2 E K, avec al =f a2 a, t1 et t2 sont des entiers positifs, avec a ~ 3
et (tz, a) = 1, i = 1, 2. On suppose que les polynômes F2(X, Y), i = 1, 2,
sont absolument irréductibles et on note Ci la courbe algébrique définie par
l’équation Fi(X, Y) = 0, i = 1, 2.

Si W est un anneau de valuation discrète de dans on a :

(car 0 et les polynômes f et g n’ont pas de zéro commun). On en
déduit que l’indice de ramification de tout anneau de valuation discrète de

dans est divisible par 2, i = 1, 2, 3. En procédant de la même
façon, on déduit que l’indice de ramification de tout anneau de valuation
discrète de K(C2), dans est divisible par a, i = 1, 2.

2) Soient I(X, , Y ) , g (X Y) deux polynômes de , Y ~ qui n’ont pas
de zéro commun. Soient a, b E K avec a ~ b. Considérons l’équation :

où m, n ~ Z avec n 2: 3 et m > 2. Aussi, on suppose que le polynôme
G(X, ~’) est absolument irréductible. Notons C la courbe G(X, ~’) = 0.

Soit W un anneau de valuation discrète de ~i (C), dans E~. Alors on a : 1



On en déduit que l’indice de ramification de W est divisible par n. De même,
il résulte que l’indice de ramification de tout anneau de valuation discrète
de ~i’(C), dans ~b, est divisible par m.

Soient a, b, c E K deux à deux distincts. Considérons la courbe

où n est un entier positif avec n > 2. On suppose que le polynôme E(X, Y)
est absolument irréductible. Alors on montre comme précédemment que la
courbe E(X, Y) = 0 vérifie les hypothèses du théorème 1.

3) Soient C : F(X, Y) = 0 une courbe algébrique (irréductible) définie sur
Dans le cas où le degré de F(X, Y) en Y est 3 ou 4, on peut examiner

facilement si l’extension est galoisienne. En effet, supposons
que

On considère F(X, Y) comme polynôme à coefficients dans et on note

D(X) son discriminant. Alors l’extension est galoisienne si et
seulement si D(X) est un carré dans [24, théorème 18.2].

Supposons ensuite que

Le polynôme

est la résolvante cubique de F(X, Y) (considéré comme polynôme à coef-
ficients dans Notons E le corps de décomposition de r(X, Y) sur
~i (X). Alors le théorème 1 de [6] entraîne que l’extension est

galoisienne si et seulement si on a un des cas suivants :

(i) le polynôme r{X, Y) se décompose en facteurs linéaires sur 

(ii) le polynôme r(X, Y) possède exactement une racine t dans et

le polynôme g(Y) = (y2 - tY + d(X)) {Y2 + a(X)Y" + b(X ) - t) se
décompose en facteurs linéaires sur E.

Dans le cas (i) le groupe de Galois de l’extension est

isomorphe au groupe à quatre éléments de Klein V et dans le cas (ii) est
isomorphe au groupe cyclique à quatre éléments C4.



Enfin si F(X, Y) = Y4 + + d(X ), on peut avoir un critère

plus simple. Dans ce cas le théorème 3 de [6] entraîne que l’extension
est galoisienne, de groupe de Galois V, si et seulement si

d(X ) E K(X)2 et de groupe de Galois C4, si et seulement si d{X ) (b{x)2 -
4d(X )) E Ii’(X )2 .
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