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Sur des équations diophantiennes
généralisant celle de Markoff(*)

SERGE PERRINE(1)

RÉSUMÉ. - L’article examine les équations diophantiennes

x2 + y2 + z2 = Lxyz - ux {où L E N B {0,1} et u E N).

Ces équations généralisent celle de la théorie de Markoff. On donne
toutes les solutions telles que x, y, z sont des entiers strictement positifs
lorsqu’elles existent. On montre qu’elles s’organisent alors en un nombre
fini d’arbres. On donne une méthode pour énumérer toutes les équations
diophantiennes de ce type ayant des solutions. Quelques compléments sur
les points entiers de certaines surfaces cubiques sont donnés.

ABSTRACT. - The article studies the diophantine equations

x2 -f- y2 + z2 = Lxyz - u,~ (where L E I~ ~ ~0,1 ~ and u E ~‘T ) . .

Thèse équations generalize the one encountered in the Markoff Theory.
Ail the solutions such that x, y, z are strictly positive integers when
existing are given. It is shown that they can be organized in a finite
number of trees. All such diophantine équations having solutions are
given. Compléments about entire points of some cubic surfaces are given.

1. Introduction

La théorie de Markoff classique consiste en l’étude de l’équation diophan-
tienne :

x2 -+- y2 + z2 = 3xyz (x, y, z entiers positifs). (1)

On sait (voir par exemple [1] ou [2]) que cette équation possède une infinité
de solutions en nombres entiers strictement positifs. Elles sont données (à

( *) Reçu le 14 juin 1994
(1) Institut Supérieur de Génie Mécanique et Productique, Université de Metz, Ile-du-
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une permutation près de x, y et z) à partir de la solution fondamentale
(1,1,1) par une construction arborescente (fig. 1).

Fig. 1

Différentes généralisations de cette théorie ont été recherchées [3, pp. 106-
110 et 292-300]. On a par exemple considéré les équations diophantiennes :

L’équation (3) a été complètement étudiée par A. Hurwitz ([4], [5] ou [15],
[18]).

Elle recouvre la précédente si b  0 en posant n = 3 - b, xo = L, x = ~1,

L’équation de Hurwitz (3) a donné lieu à des développements concernant
les équations diophantiennes asymétriques ([6], [7]).
On a également étudié (cf. [8]) l’équation diophantienne :

. (4)

Elle possède comme l’équation de Markoff (1) une infinité de solutions
entières positives organisables en un arbre [8]. Ceci peut aussi se déduire
des résultats de Silverman [9].

Mais ce n’est que très récemment ([10], [11]) qu’est apparue la possibilité
de résoudre par une construction arborescente comparable des équations
diophantiennes asymétriques qui généralisent naturellement l’équation de
Markoff (1), telles que les suivantes :

où a12, a23, a31 ~ u1 u2 et u3 sont des entiers tels que :
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Pour l’équation (5), T. W. Cusick [12] a complété les résultats disponibles
en [11]. Il a montré que, dans certains cas, elle n’a pas de solution (u = 3
ou u = 4).

Cette situation pour (5) est donc comparable à celle rencontrée par
Frobenius [13] pour l’équation :

~+~+~=L~, ~ > 1~ 2~ 3~ ~ (6)

(Il s’agit de l’équation (2) avec b = 0. Elle n’a pas de solution.)
Cusik a également vérifié que lorsque l’équation (5) a des solutions

positives, elles s’organisent en un arbre infini ( u = 1, u = 2 ou u = 5)
ou en plusieurs arbres infinis ( u = 10).

L’objet du présent article est de montrer que ces résultats de Cusick
s’étendent à une classe plus vaste d’équations. Ces dernières équations ne
rentrent d’ailleurs pas toutes dans la classe (5~) mentionnée par Manin [10,
théorème 7.5.8] et étudiée dans [17]. Mais elles conduisent à des résultats
comparables explicités dans la suite.

2. Résultats

On note dans la suite N* = N B ~0~ ensemble des nombres entiers
strictement positifs.

On considère l’équation diophantienne :

(7)

où u ~ N* et L ~ N* (L ~ 2).

On s’intéresse ici aux solutions (x, y, z) telles que x, y, z soient des
éléments de N*.

Après avoir établi l’existence d’une infinité de solutions à partir de
l’une d’elles, si elle existe, on systématise la construction de nouvelles
solutions. On introduit la notion de solution fondamentale. Toute solution
fondamentale est la racine d’un arbre de solutions dont on fournit le mode
de construction. Ainsi, à partir d’une solution s = (x, y, z), on en construit
trois nouvelles :
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où

Elles sont à termes strictement positifs et sont dites voisines de la solution

(~, y, z) = s.

Elles permettent à leur tour de construire de nouvelles solutions, et ainsi
de suite par récurrence.

Les trois transformations ~2, ~3 correspondent géométriquement
à des automorphismes de la surface réelle d’équation affine (7). Elles

engendrent un groupe G qui permet de décrire toutes les solutions de

l’équation diophantienne (7) par action, le plus souvent transitive, de ce
groupe.

Pour préciser les choses, on adapte comme le fait Cusick [12] la présen-
tation de la théorie de Markoff faite par Cassels (cf. [1]).

Les solutions sont classées en considérant les quatre nombres :

Une solution (~, y, z) est dite non fondamentale si et seulement si l’un des
nombres mx, m00FF et rnz est strictement plus petit que m.

Elle est dite fondamentale dans le cas contraire.

On s’assure que pour toute solution non fondamentale (~, y, z) deux des
nombres mx, m~ et mz sont plus grands que m, le troisième étant plus petit
que m.

Ceci permet de construire, à partir de toute solution non fondamentale
deux branches dans l’arbre des solutions de l’équation considérée.

On a alors le résultat suivant.

THÉORÈME 1. Si pour u E Î~* et L E Ï~* (L > 2), l’équation
diophantienne x2 + y2 + z2 = L xyz - u~ admet une solution (x, y, z)
en nombres entiers strictement positifs, alors elle en admet une infinité
organisée en un ou plusieurs arbres a yant chacun pour racine une solution
fondamentale de cette même équation.
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Ce résultat peut être présenté autrement en disant que le groupe
d’automorphismes G est un produit libre de trois copies de ~/2~ agissant
sur l’ensemble S des solutions de (7) (voir [10] pour un résultat identique
sur l’équation (5’)).

Pour les solutions fondamentales, on montre alors le théorème 2.

THÉORÈME 2. - l ’équalion diophantienne x2 + y2 + z2 = L xyz - ux,
où u E N* et L E N* (L > 2) n’admet qu’un nombre fini de solutions
fondamentales (x, y, z) en nombres entiers strictement positifs. Elle n’admet
donc qu’un nombre fini d’arbres de solutions.

Ce théorème signifie que l’ensemble S est composé d’un nombre fini d’or-
bites pour l’action du groupe G. Chaque orbite est bijectivement associée à
une solution fondamentale. L’ensemble des solutions fondamentales est fini.
Il peut être vide comme pour l’équation (6). Il peut contenir un unique élé-
ment comme pour l’équation (1). Il peut aussi avoir plus de deux éléments,
comme l’a montré Cusick [12] dans le cas de (5) avec L = 4 et u = 10 ou
u=25.

Ceci conduit à rechercher comment identifier les solutions fondamentales,
c’est-à-dire par ce qui précède, à déterminer complètement S.
On montre que les solutions fondamentales correspondent à la double

décomposition d’un nombre entier positif en carrés.
Plus précisément, on a le résultat suivant.

THÉORÈME 3. - En énumérant tous les nombres entiers T E ~1* possé-
dant deux décompositions en sommes de carrés de forme :

T = (2z) 2 -~- (2x + u) 2-~v2
où

(L>2), , 

et en posant :

Y = 
2 (v minimade) .

On détermine toutes les équations diophantiennes :

x2 + y2 + z2 = L xyz - ux où L E N* (L > 2~ et u E I~1* donnés (7)

possédant des solutions (x, y, z) E ~1*3 strictement positives, ainsi que toutes
leurs solutions fondamentales.
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Inversement, toute équation diophantienne de forme (7) non ainsi ob-
tenue à partir de deux décompositions en sommes de carrés d’un nombre
T E N* ne possède pas de solution strictement positive.

Ce résultat donne un algorithme aisément automatisable qui permet
d’identifier toutes les valeurs L E N* (L > 2) et u E N* telles que l’équation
(7) ait des solutions en entiers strictement positifs, ainsi que les solutions
fondamentales correspondantes.
À titre d’exemple, on donne maintenant toutes les possibilités ainsi

trouvées pour L = 3 avec u  20, à la permutation près de y et z : :

3. Démonstration des théorèmes 1 et 2

On s’inspire ici directement de la méthode de Cusick [12] :

3.1 Démonstration du théorème 1

Examen des différents cas possibles

Les différents cas possibles se déduisent de la comparaison d’une solution
et de ses solutions voisines.

Cas 1. . - On suppose x~ - x. Alors x = mx. Mais on a aussi, avec
l’hypothèse faite sur L : :
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De sorte que la solution (x, y, z) est fondamentale. La configuration cor-
respondante est donnée par la figure 2.

Fig. 2

Cette situation est possible par exemple dans le cas où L = 2, u = 14 avec
(x, y, z) = (5, 4, 3). Dans ce cas, le groupe G n’agit pas transitivement sur
l’ensemble S des solutions de l’équation (7).

Cas ~. . On suppose .c~ > x. Alors x’ = m~. > m.
Observant alors que si (x, y, z) est solution de l’équation, (x, z, y) est

également une solution, on peut supposer que l’on a :

y = max( y, z ) > z .

Alors z’ > y.

Cette inégalité permet de distinguer deux cas qui donnent tous deux
m~ > m. Ce sont les suivants :

a) si y > x, alors z’ = mz > y = m > z ;

On considère alors les deux possibilités suivantes :

. si (x, y, z) est une solution non fondamentale ; on a nécessairement

m00FF  m,

- le cas 2 a) est possible avec :
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la configuration correspondante est donnée par la figure 3.

Fig. 3

- le cas 2 b) est impossible ;
~ si (x, y, z) est une solution fondamentale; ; on a m00FF > m,
- dans le cas 2 a), on a :

max(x, z)  y = m ~ m~ = max(x, z))

d’où aussi y’ = m~, ; ;
- dans le cas 2 b), on a, avec l’hypothèse sur L, y’ = ;

dans ces deux cas, la configuration correspondante est, si y’ > y, celle
donnée par la figure 4.

Fig. 4

Cette situation est possible par exemple dans le cas où L = 4, u = 1
avec (x, y, z) = (1,1,1). On trouve alors :
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Si au contraire y’ = y, la configuration correspondante est celle de la
figure 5.

Fig. 5

Dans ce cas, le groupe G n’agit pas transitivement sur l’ensemble S de
l’équation (7).

Cas 3 . - On suppose x’  x. Alors x = m > m’x.

On a aussi, avec l’hypothèse faite sur L : :

Dans ce cas, la solution (.c, y, z) est nécessairement non fondamentale. La
configuration correspondante est celle donnée par figure 6.

Fig. 6
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~.~.~ Combinaison des cas précédents

On combine les différents cas que l’on vient de voir. Toute solution de

l’équation diophantienne permet de construire pas à pas, en veillant à faire
décroître le nombre m = max(x, y, z) > 0, une solution fondamentale. En
effet, toute valeur minimale de m correspond à une solution fondamentale
par ce qui précède. Cette solution fondamentale permet de construire en
sens inverse un arbre infini de solutions contenant celle dont on est parti.
Ceci termine la démonstration du théorème 1. 0

3.2 Démonstration du théorème 2

Le problème est ici de déterminer le nombre de solutions fondamentales
que l’on est susceptible de trouver par la méthode précédente. Pour une
solution fondamentale (x, y, z), seuls les cas 1 et 2 sont à considérer. On

peut donc supposer j/ ~ .c et, comme vu avant, y ~ z.

Cas ~ a~, ~ ‘ > x et y > ~

L’équation s’écrit

f(y) = y2 - (L xz)y + (~2 + z2 + ux) = 0 .

Avec ce qui précède, y ~ y’ . De sorte que z n’étant pas situé entre les deux
racines y et y’ du trinôme f ( y) on a : .

0  fez) = z2 (2 - L~) + ~2 + u~ .

On trouve

~ si x  z - 3)z  u ; et l’on conclut facilement en distinguant les
deux cas 3 et Lz > 3 ;

:

0  - f( x ) _  x2 ~ 2-Lz ) + 3 L + ~ .c 
on conclut facilement en distinguant les deux cas Lz > 2 et Lz  2.

L’équation s’écrit
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On a, puisque y n’est pas situé entre les deux racines du trinôme :

y(Lz - 3)  u .

On conclut facilement en distinguant les deux cas Lz  3 et Lz > 3.

3. ~. 3 Cas 1 : : x = x~ > max(y, z)

L’équation étudiée s’écrit

On conclut facilement en distinguant les cas Lz = 2 et Lz > 2. Au total, on
ne trouve ainsi qu’un nombre fini de solutions fondamentales. Ceci termine
la démonstration du théorème 2. 0

4. Démonstration du théorème 3 et application

4.1 La démonstration

La démonstration du théorème 1 a permis de distinguer différents cas
pour les solutions fondamentales. Dans tous les cas, on vérifie que l’on a :

y’ y. .

Si l’on pose

2y = L xz - v (v E~1),

on peut considérer le nombre entier positif T qui s’écrit facilement sous les
deux formes suivantes :

r=(Z~)’+~=(2~+(2~+~+~. . (T)

Ainsi, la recherche d’une solution fondamentale se fait parmi celles des
nombres entiers T décomposables en somme de trois carrés et en somme
de deux carrés. Par des résultats classiques (cf. [14, théorèmes 1 et 2,
pp. 24-25]) un tel nombre T n’est pas de forme 4~(8m + 7). Il est aussi

tel que tout diviseur premier q de T congru à 3 modulo 4 apparaisse dans
sa décomposition en facteurs premiers avec une puissance paire.
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Inversement, en énumérant ces nombres entiers positifs T possédant
deux telles décompositions (T) et en calculant les valeurs L, u, puis
y = (Lxz - v)/2, on fabrique des équations diophantiennes (7) et des

solutions correspondantes. Ces solutions peuvent être fondamentales ou non.

Mais il est facile, avec les définitions données auparavant, de sélectionner
les solutions fondamentales. De plus, toute solution fondamentale est ainsi
obtenue et ceci donne le théorème 3.

On présente ici quelques exemples d’équations et de solutions (non
nécessairement fondamentales) obtenues par la méthode précédente.

Exemples
. Avec T = 17 = (4 . 1 . 1)2 + 12 = (2 . 1)2 + (2 . 1 + 1)2 + 22, on trouve la
solution fondamentale du cas 2 a) :

(x, y, z) _ {1, 1,1)

de l’équation x2 + y2 + z2 = 4x yz - x. .

~AvecT=65={4~2~1)2-~-12={2~1)2~-(2~1~-1)2-~-62,ontrouvela
solution non fondamentale :

{x, y, z) _ (2,1,1)

de l’équation x2 ~- y2 + z2 = 4x yz - x. .

~ Avec T = 12 241 = (2 . 8 . 6)2 + 552 = (2 . 6)~ + (2 . 8 + 55)2 + 842, on
trouve la solution fondamentale du cas 2 b) :

(~~ y~ z) _ {g~ 0~ 0)

de l’équation x 2 -f- y2 + z 2 = 2xyz - 55 ~ .

. Avec T = 1096 = (2 ~ 5 ~ 3)2 ~--142 = (2 ~ 3)2 + (2 ~ 5 -I-14)2 + 222, on trouve
la solution fondamentale du cas 1 :

(~, y, z) _ (5, 4, 3) 
_

de l’équation x2 + y2 + z2 = 2xyz - 14 .c.

(Cette solution est également fondamentale du cas 1 pour l’équation
x2 ~- y2 + z2 = 26 ~ et pour la décomposition T = 2 701 =
{3~5~3)2~-202=(2~3)2+{2~5+26)2-f-372.)
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4.2 Application à la recherche des solutions fondamentales

En décrivant par ordre croissant l’ensemble des nombres entiers positifs
T E N* et pour chacun de ces nombres, en recherchant toutes les décompo-
sitions nécessairement en nombre fini de forme :

~’=A2~B2 = c~ + D~ + ~

En posant ensuite successivement :

En s’assurant enfin que les conditions nécessaires sont vérifiées, on détermine
toutes les équations diophantiennes (7) possédant une infinité de solutions.
On peut ne conserver que les solutions fondamentales en testant des inéga-
lités évidentes.

La procédure est facilement automatisable. Elle a permis à l’auteur du
présent article de constituer une table assez importante d’équations dio-
phantiennes (7) possédant des solutions, et de leurs solutions fondamentales.

On a donné, ci-dessus, un extrait de cette table pour L = 3 et u  20.
La procédure permet de retrouver pour L = 4 et u  25 les solutions fonda-
mentales données dans [12]. Cusick a calculé ces dernières par une méthode
déduite de celle de Herzberg [15] également transposable à l’équation (7)
pour démontrer le théorème 2.

5. Remarques finales

Remarque 5.1. - On peut aisément généraliser les méthodes qui précè-
dent aux équations (5~), en oubliant la condition restrictive imposée dans
[10] ou [17] :
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Pour cela, les transformations ~~ et ~3 à considérer sont données par

Elles engendrent un groupe G produit libre de trois copies du groupe à
deux éléments ~ ~ 2~ . Le groupe G agit sur l’ensemble S des solutions de
l’équation considérée. Il découpe S en orbites disjointes et chaque orbite
peut être caractérisée par l’un de ses éléments : la solution fondamentale
correspondante.

Ainsi toutes les solutions de l’équation ici considérée sont données à

partir d’un ensemble de solutions fondamentales. Il reste à caractériser les
équations du type ici considéré dont l’ensemble de solutions fondamentales
n’est pas fini. L’auteur conjecture qu’il n’en existe pas.

Remarque 5.2.2014 Les méthodes qui précèdent permettent sans difficulté
de calculer tous les points à coordonnées entières des surfaces réelles

d’équations affines :
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