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Probléeme de Dirichlet
pour un opérateur elliptique dans un
domaine & point cuspide(*)

JEaN-Luc Steux()

RESUME. — Nous étudions la structure des solutions u du probléme de
Dirichlet associé & un opérateur proprement elliptique sur un domaine U
dont le bord contient un point cuspide. Lorsque le second membre est C'®
jusqu'au bord de U, la structure de u dépend des propriétés des équations
des deux branches du bord de U. Nous montrerons en particulier que u
est C® jusqu’au bord si les équations sont C°.

ABSTRACT.— We study the structure of the solutions u of the Dirichlet
problem associated to a property elliptic operator on a domain U, the
boundary of which countains a cusp points. When the second member is
C up to the boundary of U, the structure of « depends on the properties
of the equations of the two branches of the boundary of U. We will show
in particular that U is C'* up to the boundary if the equations are C°.

0. Introduction et hypothéses

Soit U un ouvert borné de R? dont le bord OU contient I'origine 0. On
suppose que U est C* sauf en 0. Soit L un opérateur proprement elliptique
d’ordre 2m & coefficients C° sur U. Il est bien connu (cf. [1]) que le probléme
de Dirichlet associé & L

Lu=f, ueHA™U), (0.1)

) Recu le 3 janvier 1995
(1) Université de Nantes, Département de Mathématiques et d'Informatique, 2 chemin
de la Houssiniére, F-44072 Nantes Cedex 03 (France)
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est “régulier” sur tout domaine V tel que 0 ¢ V,V k € N,
si f € HF=™(U) alors u € H¥*™(U N V). (0.2)

Par contre, si 0 € V, le résultat ci-dessus ne subsiste pas en général.

Ce qui se passe au voisinage de 0 dépend de la géométrie de U. Supposons
que lon puisse choisir des coordonnées cartésiennes de R? de fagon que

UNB(0,¢) = {(z,y) € B(0,¢) | p1(z) < y < p2(z)} (0.3)
(ou B(0,¢) est la boule de centre 0 et de rayon ¢),

1, p2 € C1([0,e])NC>(]0,¢])
1<z sur]0,e]
¢1(0), ¢2(0) =0
£1(0)=0.
Le cas oll 7 et g sont des équations de droites a été abondamment traité

dans la littérature : U coincide alors localement avec un secteur plan (cf. [4]
et les références qu’il y a dans [4]).

(0.4)

Si, plus généralement,
{801 , P2 € Coo([o) 6]) s
©5(0) # 0

alors 1 et 2 ne sont pas tangents en 0 et la régularité des solutions de
(0, 1) est la méme que pour le domaine tangent dont les équations des cotés
sont ¥y (z) =0, ¥a(z) = ¢4(0)z (cf. [2], [3]). Dans ce cas, 'angle w tel que
tgw = ¢4 (0) intervient de fagon déterminante. Par exemple si L = A, on a
pour la solution u de (0,1),si k < 7/w :

si f € HF=1(U) alors u € H*1(U).

Nous remarquons que pour cet exemple, plus ’angle w est petit, plus le
probléme est régulier.

Notre sujet d’étude dans cet article est le cas ou

3(0) =0, (0.5)

c’est-a-dire le cas d’un point cuspide saillant, ou pointe effilée. Nous
supposons de plus que ¢ := g — 7 est continu sur [0, £] et que

VkeN,Vi=1,2,..., gokgoz(k+1)—>0quand:c—->0 (0.6)
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ou gaz(-]) désigne la ji¥™e dérivée de @, ; pour k = 0, (0.6) redonne ©1(0) =0,
/ —

#5(0) = 0.

DEFINITION 0.1.— Nous regroupons l’ensemble des hypothéses (0.4),
(0.5), (0.6) sous le nom d’hypothése (Hg) De plus, sous Uhypothése (Hp),
nous poserons toujours ¢ = pgy — ¢1.

Les résultats que nous avons obtenus sont & rapprocher de ceux donnés
par Ibuki [6], Khelif [7], Mazya-Plamenevskii [8], Grisvard [5].

o Ibuki [6] s’est intéressé & des opérateurs d’ordre 2 mais avec des ouverts
de la forme

{(zl,xz)eﬁk2|0<z1<d,0<z2<xf‘,a>1}.

Il a donné des résultats avec un second membre dans L2. Grisvard [5] a
donné des résultats dans le méme cadre pour le Laplacien et le probleme
de Stokes. Khelif [7] a donné des résultats concernant le Laplacien avec
second membre dans L? mais pour des ouverts plus généraux que ceux
étudiés par Ibuki. Ces ouverts sont trés proches de ceux que nous avons
étudiés et vérifient ’hypothése (Hp).

o Les énoncés de Mazya~Plamenevskii [8] concernent en particulier des
seconds membres dans des espaces LP & poids et pour un ouvert U de
R™ de révolution, de classe C? sauf en 0 et tel que

UNB(0,¢) = {z||2'| < p(zn), 0 < & < ¢}
pour ¢ assez petit, avec ¢ € C2([0, 1[), ¢(0) = 0, ¢'(zn), ¢(zn),
¢"(z5) tendant vers 0 quand z, tend vers 0.

e Dans la note [9] nous avons donné des résultats concernant le Laplacien,
des ouverts vérifiant (Hg) et des seconds membres C. Ici les opéra-
teurs considérés sont d’ordre 2m, m > 1 et ’on obtient, sous certaines
conditions (sect. 1), une régularité C'*°.

Notations

e Si g € ]1,+400[, Cg([0,¢c]) désigne ’espace des fonctions ¥ de
C*(]0, e[) telles qu’il existe une suite croissante (gn), -, tendant vers
+00 et des réels a,, vérifiant -

4o =4, aO;&Oy v — Z anl‘q" :O(a)qN+1)
0<n<N
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vl — Z angn(gn — 1) (gn —J + l)xq"_j = O(:ch+1—j) ,
0<n<N

VjeN"tel que j < gnyq, VNEN.

e SigeN\{0,1},Ce([0, e]) = C([0, ]) NCy ([0, €])

Voici quatre exemples fondamentaux de domaines a points cuspides
vérifiant (Hg).

Ezemple 1.— 1 € Cp, ([0, €]), 2 € Cp, ([0, €]) avec ¢ > 0 et non
plat en 0.

Ezemple 2.— o1 € Cgf([O, e]), p2 € Cz‘,’,“,’([O, e]) avec ¢ > 0, non plat
en 0 et 2 < py < p1 < +00 (1 et vy sont par exemple des polyndmes
distincts de valuation p; et pg).

Ezemple 3.— ¢1(x) = a1zPlsin 2P+ biaP1, p2(z) = agaP?sin 22 4
bozP? avec p1 > p2 > 1, A1, B2 < 0, B = inf(B1, B2) est tel que S+p2—1> 0,
ag et by vérifiant |ag| < |b2].

Cet exemple ne vérifie pas les hypothéses nécessaires dans [4] et [7].

Ezemple §.— ¢1(z) = Cy e~ (1/z%1) po(z) = C’ge_(l/“’az) avec aj,
ay>0,C1 #Casl o = ag.

Cet exemple ne vérifie pas les hypothéses d’Ibuki [6].

En fait, quoique vérifiant tous (Hp), ces exemples n’ont pas les mémes
propriétés. Voici une suite d’hypothéses dont nous verrons a la section 2
qu’elles sont de plus en plus fortes.

e (H;) désignera ’hypothése suivante :

— Phypothése (Hg) est vérifiée,
—3Ape>1,3Cp>0,Teg>0telsqueVae[0,e], p(z) > CoxPo.

Sous ’hypothése (Hj), on se fixe p < po, p choisi le plus petit possible
tel que

p(z) 2 Cox? .
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Evidemment on a p > 1. Comme |901 (:c), < Cz sous ’hypothése (Hy), on a

Ipy €1, p] tel que p(z) 2 Cler ()|

Toujours sous ’hypotheése (Hy), on se fixe p’ € [1, pj] choisi “le plus petit
possible” pour lequel

3C’ > 0 tel que p(z) > C"lgol(:c)|pl, Vzel[0,e].
Seul I’exemple 4 ne vérifie pas ’hypothése (H;).

e Pour définir I’hypothése (Hz) nous aurons besoin des notations suivantes :
on pose Eg = C et pour J dans N* on note Ej ’espace des combinaisons
linéaires de fonctions de la forme

n +1
IT ool
1<k<K

avec

ir €{1,2},np 20, > (np+1)=17J.
1<k<K

(H2) désignera les hypothéses suivantes :

— l’hypothése (H;) est vérifiée,

— il existe une suite (6(J)) J>1 Positive, décroissante, telle que

RGO
J>1
et satisfaisant a

VecEy, 30_5(1)—"'—5(‘])6 est continue en 0 ;

on peut toujours supposer que §(J) < (p— 1)/p; on pose

A= D (K).

1<K<J

e (H3) désignera I’hypothése : (¢7,p2) est du type de ’exemple 1.
e (Hy4) désignera ’hypothése : (¢1,¢2) est du type de I’exemple 2.
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Voici successivement les hypothéses sur 'opérateur L et quelques espaces
fonctionnels utiles.

Hypothése (L)

o L(z,y; 0z,0y) = Z|a|<2m aa0% avec aq € C®(U);
e L est proprement elliptique;

e soit Lo(dz, 0y) la partie principale de L gelée en (0,0); 6 désignera par
la suite la variable homogénéisée (y — ¢1)p~!; on est amené & utiliser

LO (%1 d@) =

et on suppose que

Y al0,0) (%)al az

|a|=2m

YVIER, Lg (-;\—, dg) est injectif sur I?Im(]O, ).

On peut montrer que si A = 0, Lp(0,dg) est toujours injectif sur

(o]

H™(]0, 1[). Cest le cas aussi pour X quelconque dans R et m = 1 lorsque
les deux premiéres conditions sont vérifiées. Ce n’est pas toujours le cas par
contre si m = 2. Ceci sera développé dans le paragraphe 2.2.

DEFINITION 0.2.— C®(U) = {u € C®(U) telles que ¥ o 0%u se
prolonge en une fonction continue sur _[7}

Sig € NU{+oo}, C3°(U) = {u € C®(U) telles que 0%u(0,0) =0, V o
tel que |a| < q}.

Sin €N, VMU) = {u € D'(U) telles que plel=m9%% € L2(U), V a tel
que |a| < n}.

W™ (U) est l'espace des fonctions dont toutes les dérivées jusqu’d
Uordre n sont bornées sur U.
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1. Résultats

1.1 Cas du second membre plat

THEOREME 1.1.— Soient (1, p2) vérifiant Uhypothése (Hp), L véri-
fiant Uhypothése (L) et soit n € N. Si f € V™(U), alors u solution du
probléme (0.1) appartient ¢ V2™ (U),

La démontration de ce résultat est une réécriture plus simple (car on se
trouve dans un cadre plus simple) des résultats de Mazya-Plamenevskii [8].
Le théoréme 1.1 donne en particulier que pour L = A, si f € L%(U) alors
u € V3(U), donc u € H%(U). (On retrouve pour les opérateurs considérés
dans ces articles les propriétés données dans [4], [5], [6] et [7].)

COROLLAIRE 1.2.— Sous les mémes hypothéses sur (p1,p2) et L que
dans le théoréme 1.1, les vecteurs propres de l'opérateur L sont dans

CX(U).

Ce n’est pas le cas en général pour les polygones curvilignes dont les
tangentes aux points singuliers forment un angle w différent de 0 (cf. [3]
ou nous avons cherché a caractériser de tels polygones curvilignes GG pour
lesquels les vecteurs propres du probléme de Dirichlet pour le laplacien sur
G sont C'* jusqu’au bord de G).

THEOREME 1.3.— Si (¢1,p2) vérifie Uhypothése (Hy), si L wvérifie
Uhypothése (L) et si f € CX(U), alors u € CX(T).
1.2 Cas du second membre C*

L’un des résultats les plus marquants est que, lorsque les c6tés ont des
équations C'*°, le probléme de Dirichlet a la régularité C°.

THEOREME 1.4.— Si (1, p2) vérifie Uhypothése (Hy) et si L vérifie
Uhypothése (L), alors si f € C°(U), u solution de (0.1) est C=(U).

Lorsque I’hypothése (Hy4) n’est pas vérifiée, il apparait des singularités.
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LEMME 1.5.— Soit (p1,p2) vérifiant (Hz), L Uhypothése (L) et soit
a € N2, Alors pour tout n € N*, il eziste Oa,n tel que

L(xoan) —2*y*? € V(U), x0an€ ;Im(U)

ot x € C®(R?) est d support dans la boule B(0,¢), vaut 1 au voisinage

de 0,
Con € S¥1/PHaz/p'+2m

ot pour s réel Uespace S8° est introduit dans la définition 4.1. Par exemple
oo, est une combinaison linéaire d’éléments de la forme :v’yfgo{“(y - gol)a
avec i, j, k,a €N, i/p+j+k/p'+a>2m.

THEOREME 1.6. — Sous lhypothése (Hy) et (L) pour L, si f € C®(U),
VY n € N* on pose :

1
Sn =X Z a(aaf)(0,0) Goyn - (L.1)
la|<[pn]-1
Alors u solution dans Folm(U) du probléme (0.1) vérifie
u—S, € VPIm(y).

Autrement dit les S, constituent un développement asymptotique de u en 0.

THEOREME 1.7.— Sous les hypothéses (Hz) et (L), si f appar-
tient a C;o(-[f), g > 0, alors u solution du probléme (0.1) appartient d
02m+(‘1/p)(ﬁ) si 2m + (q/p) nest pas entier et u appartient @
W2m+(a/P)0(U) si 2m + (q/p) est entier.

Pour mieux décrire la régularité sous ’hypothése (H3) nous introduisons
la définition suivante.

DEFINITION 1.8.— Si o € ]0,1[, on appelle COO(U) Uespace des
fonctions u telles que
sup |u(z1, 1) — u(za, 11)| |21 — z2| ™7

T1#ET2
('rl Y1 )7 (I21y1)€U

est borné indépendamment de y;. De méme CO7(U) est Uespace des fonc-
tions u telles que

sup |u(xy,y1) — u(z1,v2)| |1 — v2| ™7
y1#Y2

est borné indépendamment de xq.
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Si o = 0, on note COO(T) Pespace CO(T). Si s et s' sont deuz réels
positifs, on définit C>°' par :
u € C**'si et seulement si 6;‘05u € Co%(T)nC (D)
a+t+o
s

+8ET oy

Va,BeN, Vo, 7€[0,1] tels que .

THEOREME 1.9.— Sous Uhypothése (H3) et (L) pour L, si f appar-

tient a C;"(_U—), g > 0, alors u solution du probléme (0.1) appartient
Ca(Q/p)+2m,(4/P)+2m(ﬁ) ot a=p/(p—pz+1).

Ces résultats s’appliquent au laplacien (et en général & tous les opérateurs
proprement elliptiques d’ordre deux), au biplacien. Ils peuvent aussi s’ap-
pliquer au probléme de Stokes sous certaines conditions pour les données
(ceci sera développé 4 la fin du paragraphe 2.2).

1.3 Grandes lignes de la démonstration

Les énoncés des théorémes 1.3 et corollaires 1.2 découlent du théoréme
1.1. Pour obtenir le théoréme 1.1 on se raméne a un probléme de Dirichlet
sur la bande ] 0, 1[ x R en faisant le changement de variable

(z,y) — (0,1) (1.2)
_y—er _ [T® do
o=t == [T

ol ¢ est prolongé de fagon que 1/¢ € L(]e, +00[). Cette méthode est
reprise de [8].

ou

Lorsque f € C®(U), on retranche une partie polynomiale f, telle que
[ — fn € V*(U). Ensuite on construit une fonction uy,(fy,) de i ™(U) telle
que :
Lup = frn+mn

avec r, € V™(U) (résolution polynomiale approchée). On a alors
Llu—up)=f—fn—rn
avec u — un, € B ™(U). Les résultats précédents donnent alors que
U—u, € V"+2m(U).
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La résolution polynomiale approchée est obtenue a ’aide du changement de

variables C suivant :

ou
X=z, Y=y-—¢i(x).

Le plan est le suivant : dans le paragraphe 2.1 on donne certaines
propriétés vérifiées par les domaines, dans 2.2 on étudie des exemples
d’opérateurs et dans 2.3 on étudie les changements de variables (1.2) et
(1.3). Dans la section 3, on démontre les théorémes et corollaires 1.1 & 1.3.
Ensuite dans la section 4, on étudie la résolution polynomiale approchée et
on en déduit les énoncés 1.4 a 1.9.

2. Analyse fonctionnelle

2.1 Propriétés vérifiées par les domaines

PROPOSITION 2.1.— Si (i1, p2) vérifie Uhypothése (Hz), alors (o1, ¢2)
vérifie 'hypothése (Hy) avec §(N) = (p2 — 1)/p. De plus p’ = sup(1, p/p1).

Démonstration

a) Pour i = 1, 2 il existe une suite croissante (Qn,i)n>0 tendant vers
+o0 et des réels an ; tels que -

9, ="D;i, a0; #0,

©; — Z an’iz‘In,i = O(&IN+14)
0<n<N

) - Y tnitni(@ni— 1) (gni— J + DT = O(zIN+1i77)
0<n<N
2.1)

pour j tel que 1 < j < g4 4. Alorssi pp < py en ordonnant {g,;, i = 1, 2}
on obtient une suite croissante (qn73)n>0 tendant vers 4+00. Posons :
Gp,2 — an,1 si dn,1 = 9n,2 = 4n,3
an3 = { n?2 8l gn,2 = qn,3 # In,1

—an,1 Sl qn,1 = qn,3 # Gn,2-
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On a go3 = p2, ap3 = ag2 # 0 et ¢ vérifie (2.1) avec 7 = 3. On a alors
P=Dp2.

e Si p1 = p2 avec ag;1 # ap2 en ordonnant encore {g,;, i = 1,2}, on
obtient une suite croissante (gn3). ., tendant vers +oo et des réels a3
tels que ’on ait : -

903=p1, ao3=aop,2—ag1#0
et ¢ vérifie (2.1) avec i = 3. On a alors p = ps.
o Si p; = ps avec ag,;; = ag,2, on pose
p:inf{qn,,-,i= 1,2|an2 —an1 # 0} .

Alors si on ordonne {gn; > p, ¢ = 1, 2}, on obtient la suite (qn’3)n>0 et
les réels ay, 3 tels que N

q03=p, ap3#0

et ¢ vérifie (2.1).

b) D’aprés ce qui précéde, comme py < py
e= H go”"goz(-:kﬂ) avec Z (ng+1)=1J,
1<k<K 1<k<K

est égal a
pmptp2—n1—14-+nppt+pr—ng—1 (C + O(ar:‘*‘))

ou ¢ > 0. Comme p > ps
e = 2P~ DI+' (0 4 O(2%))

ou ¢’ > 0. Ainsi le produit de ga‘A(J ) par e est continu au voisinage de 0 si
—A(J)p + (p2 — 1)J > 0. On posera dans ce cas
p2—1
A(J)=——1J.
(7) >
Il est immédiat d’apres la définition de p’ que p’ = sup(1, p/p1). O

PROPOSITION 2.2.— Si (p1,¢2) est du type de lexemple 3, alors

(¢1,p2) vérifie Uhypothése (Hz) avec p = pg, 6(J) = (p+ B —1)/p. De
plus p' = 1.
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PROPOSITION 2.3.— Si ¢y € Cp, ([0, €]) et s
p2(z) = agzP? sin 2P + byzP?
avec
pi1>p2>1, l—=pa<as<0, 0<az<by ou by<az<0,

alors (p1,p2) vérifie Uhypothése (Hy) avec p = p2, 6(J) = (p+ 8 —1)/p.
De plus on a encore p’ = 1.

2.2 Exemples d’opérateurs

Remargue 2.4.— Pour tout opérateur tel que agm, 0(0,0) # 0,
Lo(0,dg) = azm0(0,0)dz™

o)
est injectif sur H m(] 0, 1[) Pour le démontrer on regarde les polyndmes

de la forme
a2m-10*"" + -+ g

qui s’annulent ainsi que leurs dérivées jusqu’al’ordre m—1en O et en 1. On
obtient un systéme dont le déterminant est non nul, d’ou la seule solution 0.

PROPOSITION 2.5.— Pour tout opérateur proprement elliptiqgue d’ordre
[o]
2, pour X dans R, Lo(A/i,dg) est injectif sur H*(]0,1[).

Démonstration. — En utilisant la définition de Dellipticité propre de
Popérateur L, on obtient que pour tout A # 0 I’équation caractéristique
de Vopérateur Lo(A/7,dy)

a0.2(0,0)r% — ay 1(0, 0)iAr — ag (0, 0)A? (2.2)

a une racine 3 partie réelle > 0 et une a partie réelle < 0. Si on désigne par
r1 et rg les racines de (2.2), les éléments du noyau de Lo(A/7, dg) sont de la

forme
ae® 4 pe? (2.3)

D’aprés ce qui précéde, comme r; — 79 ne peut étre imaginaire pur, on a
e™ # €™ ; donc la seule fonction de la forme (2.3) qui s’annule pour § =0
et 6 = 1 est la fonction nulle. O
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PROPOSITION 2.6.— Pour un opéateur proprement elliptique d’ordre 4
dont le symbole en 0

Lo(61,€2) = ) aa(0,0) €165

lo]=4
peut se metire sous la forme
a0,4(0, 0)(e161 — &2)(@1é1 — €2)(a2én — &2)(@261 — &2)
avec oy et ag imaginaires purs, Lo(A/1,dg) est injectif sur }012(] 0, 1[)
Démonstration. — D’aprés I’hypothése
a4,0(0,0) + - - - + a0 4(0,0) 7*
peut se mettre sous la forme
a,4(0,0)(a1 — 7)(@ — 7)(az — 7)(@2 — 7).

Les racines du polynéme caractéristique de Lg()\/7,dg) sont alors idaj,
1AQ, tAag, 1Aay.

e Cas ol il y a racine double (non nulle). On pose ida; = A3, B € R*
L’autre racine est alors —A3. La solution générale de Lo(},dg)u = 0
est alors

u=a eMB 4 as M8 asf NP 4 aqb e M8
u(0) = u(1) = v’(0) = w/(1) = 0 est équivalent a :

a1 +az=0

ay e + age M 4 azerP + age= P =0

a1A8 —azAB+az+ay =0

a1AB e —aABe P 4 az(14+ A8) e 4 ag(1 — AB)e™?F = 0.
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Le déterminant de ce systéme (ol aj, ag, a3, a4 sont les inconnues)
2 _ (M8 _ o=7B)2 Mai
vaut (A8)” — (e — e=*F)”. Mais
4(sh28)® = N28?, BeR* (2.4)
n’a pas de solution. L’opérateur Lo(A/i,dg) est donc injectif sur
[o]
H2(]0,1[).

e Cas ou il n’y a pas de racines doubles (c’est-a-dire on a 4 racines
distinctes). Les racines peuvent dans ce cas s’écrire Afy, —AfB1, Af2,
—)AB3, avec par exemple $; > 0, B2 < 0, |B2| < |B1l|- Rechercher la
solution générale de Lg(A,dg)u = 0 qui s’annule ainsi que sa dérivée
en 0 et en 1 revient dans ce cas & chercher les solutions du systéme :

a1+ax+az+ags=0

a1 fage M1 pazer2 4agem M2 =0

a1Af1 — a2AP1 + azAfB2 — agAB2 =0

a1 A0y €M1 — agABy et 4 azABy M2 — ayBy e M2 = 0.

Le déterminant de ce systéme vaut en posant
ABr—PB2) =z, Mbr+B2)=y.
A =2%chy—1)—y*(chz —1)

d’ou

1 2 1 z2
— 22(2 Y o (L1 L)) =
A=0<z"y <2!+4!+ (2!+2!+ ))_O

Comme la fonction z — 1/(2!)+z2/(4!)+- - - est strictement croissante
et que ¢ > 0, on a A # 0. Ainsi, Popérateur Lg(A,dy) est injectif sur
[+]

e Le cas A = 0 a été étudié dans la remarque 2.4. 0

Remarque 2.7.— Dans le cas oll o; et ag ne sont pas imaginaires purs,
Vopérateur Lo(A/i,dg) est non injectif si et seulement si ’équation (2.4)
avec (8 complexe (non nécessairement réel) a des solutions. Mais 1’étude de
sh A = 2)0 revient en posant 8 = a + ib au systéme

{ cos Absh Aa = 2Aa
sin Abch Aa = 2Xb.
Ce systéme ayant des solutions, il existe des opérateurs d’ordre 4 pour
o
lesquels Lo(A/i,dg) n’est pas injectif sur H™(]0, 1[).
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PRrOPOSITION 2.8.— Le laplacien et le biplacien vérifient I’hypothése
(L). Le probléme de Stokes : étude de vy, vo et p solutions du systéme

' —Av1+a—p=f1
Oz

A+ 2o,
Oy

6’01 01;2 _

8z |y

\v1 =v2 =0 sur OU

(2.5)
0 dans U

avee f1, f2 dans V*(U), n > 1, ou dans C;"(U), q > 0, peut étre transformé
en Détude de u tel que

pou U108
dy O (2.6)
ue Iofz(U)

avec 8f1 /8y — 8f2/0x appartenant @ V*1(U) ou ¢ C'gil(ﬁ), g>1.

Démonstration. — Le laplacien et le biplacien vérifient les conditions de
la proposition 2.6, d’ou ’hypothése (L£). Soient v, v2, p, f1, fo vérifiant
(2.5) avec f1, f2 € V({U) ou C;’°(_U-), g > 0. On peut suivre la méthode
donnée par Grisvard [4] pour réduire (2.5) au systéme (2.6).

2.3 Etude des changements de variables (1.2) et (1.3)

I Changement de variable C

Le changement de variable C (cf. (1.3)), consiste & aplatir le c6té y =
¢1(z). Au voisinage de 0

G=CU)={(X,Y)eR?|0<Y < p(X)}.

DEFINITION 2.9.— Sin, A € N, sout Crn ) les combinaisons linéaires
d’expressions de la forme

1 1
Tt L prat)

avecny, ...,np >0, ni+ - +np<n, keN* k<A
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Remarque 2.10.— Vn € N,s1 S € C, ) alors ™S tend vers 0 quand z
tend vers 0.

PROPOSI’fION 2.11.— Soit o = (a1, a2) un multi-indice. Alors
Oyu=0%yi+ . Sapdyy i
181

ot & =uoC™! avec Sqp € Cloj=g|,jal-

Démonstration. — On montre par récurrence que V o € N2,

Ou= Y bopdfyi
1B1<le]

avec by, g=1sia=p4,b,5€ C|a|-—|ﬁ|,|a| sinon. Pour cela on utilise que si
S €Cy, alors 0xS €Cprhyy ). O

COROLLAIRE 2.12.— Soit

Lu= Y bgdy i
|1<2m

avee ¥ 5, bg = ag + 3 )pi<jal<2m Sor,par
DEFINITION 2.13.— Sia€R etn €N,

wEVMU) <= Vla|<n, p?Hllmo2 ue 1(U),

u€VMG) <= Vla|<n, Tl mo2 uwe I4G).

COROLLAIRE 2.14.— Soit

uEVIM <> T=uoC e Va”(G).-

Ce corollaire est une conséquence de la remarque 2.10 et de la proposi-
tion 2.11.
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II. Changement de variable T

On appelle 7 le changement de variable suivant

Y T dg
X,Y)— (8,1, 0:—,t=—/ —_—
(%.¥) =~ 6.9 ¢ x (o)
On pose Q=T(G) =T oC(V),

v(8,t) = (uo C™1 o T71)(6,1).

DEFINITION 2.15.— Soit Fy l’espace engendré par les produits d’un
élément de la forme
ezal SOQZ 003 30?4

et d’un élément de C®(U) ot oy, a9, a3, a4 €N, e € Ej, J € N avec
aj+az+ag+J > 1.

Remarque 2.16.— Les éléments de F tendent vers 0 quand z tend vers 0.

PROPOSITION 2.17.— Pour tout multi-indice a on a

o2,i= ool (050 S bugdl)

18I
ou boz,ﬁ € Fp.
Démonstration. — Pour démontrer cette proposition (par récurrence) on
a besoin :
¢ des formules suivantes :
Oy dy Oz Oz
— =, = =0 ’7 _— = 0, _—= s
-7 P 5 ot 7
96 1 o _, 9 _ 0 ot 1.
dy ¢’ Oy 0 o dx o’

e de la propriété : si e appartient & Ej, alors ¢0,e appartient & Ejyq;

e de la définition des éléments de Fyp. D
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COROLLAIRE 2.18.— Sout
Lu= Z So""“‘ (aa(O, 0)839 + Z Ca’ﬁago) v
|e|<2m [B]<]e|

avec Cy, g € Fop.
COROLLAIRE 2.19.— On a :
©?™ Lu(z, y) = Lo(0t, 8g)v + P(t,6, 8, 0p)v
0i P =31 1<om C,yaze avec Cy € Fp.
DEFINITION 2.20.— Sia€R etn €N,

v € H (Q) <= ¢v € H'(Q).

THEOREME 2.21.— Soit
vEVIU) <= v=uoC toT e H" ,.1(Q).

Ce théoreme découle du corollaire 2.14, de la proposition 2.17 et du
résultat “ réciproque ”: pour tout multi-indice o, on a

8§fgv = 30|0‘| (63’3/& + Z da,ﬁag’yﬁ) , da,ﬁ € Fy.
[BI<]e|

III. Propriétés sur les espaces

PROPOSITION 2.22.— Siu € Ica’fm(U), alors u € V' 1 (U).

Cette proposition se démontre assez facilement en utilisant I’'inégalité de
Schwarz, pour u appartenant a D(U), a

ua2)= [ g—;(x,wdy

p1(x
et en intégrant |u(:c, z)|2 par rapport a z sur [¢1(z), p2(z)].
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PROPOSITION 2.23.— Sin >3, on a V™(U) C C*%(T).
Pour démontrer cette proposition on utilise le lemme suivant.
LEMME 2.24.— Sia€R,neN, ona

P EWMR(Q) = Vla|<n, 9202 € WOR(Q).

Ce lemme se montre facilement en utilisant que V n € N,

e = ¢, en € WOP(Q).

Démonstration de la proposition. — Si u € V*(U), alors
" uoCloT 1 =y ¢ H(Q).
L’injection de Sobolev donne
e "y e WBR(Q)N CEQ).
D’apreés le lemme précédent on a, V « tel que |a| < n — 2,
e~ € WO(Q) N CO@).

On utilise alors les propositions 2.17 puis 2.11 pour obtenir que V « tel que
la| < n -2,

plal=n+lge v e WO(U)n CO(T \ {0}).

I suffit ensuite d’utiliser que |a| — n + 1 < 0, donc que pl*l=7+1 — 4o
quand ¢ — 0, V « tel que |a| < n — 2 pour obtenir le résultat. O

Remarque 2.25.— On ne peut pas appliquer directement les injections
de Sobolev sur U car il existe ¢ > 0 et u € H"(U) avec u ¢ C*"175(T) :
par exemple si U est de la forme

UNB(0,e) = {(z,y) € B(0,e) | 0 < y < 2P},
il suffit de prendre u = z"~17¥ avec (1/2)(p —1) >+ > O car on a
veH'"(U)<=p-1-2y>0
et par contre, dés que 0 < ¢ < v, on a u ¢ C*~175(T).
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COROLLAIRE 2.26.— St

we (V™)

n€N
alors u € CZ(U).
Ce corollaire découle facilement de la proposition 2.23.

PROPOSITION 2.27.— Sous I'hypothése (Hy), sin > 1, si f € C°(U)
et st

11
k4+e<[pn]-1

alors

f=IneV™(U).

Cette proposition s’obtient en appliquant pour o tel que |a] < n, la
formule de Taylor en 0 & l’ordre k = [pn] — [@] & la fonction 8% f sur un
voisinage de U et en utilisant ’inégalité qui découle de I’hypothése (Hy).

3. Régularité dans les espaces a poids

3.1 Démonstration du théoréme 1.1

D’aprés le corollaire 2.19 I’équation (0.1) avec u € ﬁm(U) et f € V™(U)
se transforme en
(Lotplv=g

avec ¢ = (p?™f) o (T o C)_l. D’aprés les propositions 2.21 et 2.22
vE Hm(Q) et g€ Hﬁn+l—2m(Q)'

Soit (o une fonction C* sur R telle que

sit < -1
sit > 0.

1
1) =
o(t) {0
On posera dans la suite, pour tout T réel,

Cr(t) =C(t+1T).
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Premaiére étape
Soit B= {(t,0) |[teR,6€]0,1[}.

ProPoOSITION 3.1.— Sous Uhypothése (L) pour L, Ly est un isomor-
o)
phisme de H*t?™ N H™(B) sur H*(B) pour tout k de Z tel que k > —m.

Pour démontrer cette proposition on utilise le lemme classique suivant
(cf. [8] par exemple).

LEMME 3.2.— Il existe K et Ay tels que pour tout A € R tel que |A| > A\
on ait :

Vue B2 Fm(]0,1]),

k -
0<£§|—2 @+ o ”dﬁu”%z(]oyl[) <
Ses m

<K Y (1+)‘2)“[”%(’\’d)“”iz(]o,l[)‘
0<e<k

Grace a cette estimation a priori on obtient que pour A grand, Lo(A, d)
est a image fermée d’ou :

[Im Lo(A, d)] - = Ker [L§(}, d)]

en notant L§(A,d) I'adjoint formel de Lo(A,d). Mais L§(A, d) étant aussi
proprement elliptique a coefficients constants vérifie I’inégalité a priori.
L§(A, d) est donc aussi injectif pour A grand. Ainsi Lo(A,d) est surjectif
donc bijectif pour A grand. Il est donc & indice et d’indice nul. Soit A
réel tel que |[A| < Ay. Si on prend X tel que |[N| > 1, Lo(A,d) =
Lo(X,d) + P(A, X, d) ou P(A, X,d) est un opérateur d’ordre 2m — 1 donc
compact de H*¥+2m n Ic}m(]O, 1[), dans H*(]0, 1[). Lo(},d) est donc
d’indice nul. Comme il est injectif, il est par conséquent bijectif.

Remarque 3.3.— On a ainsi obtenu que pour tout réel A, Lg(A,d) est

bijectif sur fof’" (] 0,1 [) Pour obtenir la proposition 3.1 on utilise alors que
F défini par :

+oo
Fu(A, 6) :/ e~ u(t, 0) dt

—00
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est un isomorphisme de H*(B) sur V*(B) avec

VE(B) =

= {v € LX(B) | (1+X2)¥/284u(7,0) € L¥(B), Y j, L €N, j+£< k}
(I’injection découle de l'injection de Lg(A, d) pour tout A de R; la surjection
est une conséquence de l’estimation a priori que l’on integre sur R, par
rapport a ).

Deuziéme étape

Montrons que v appartient & H*+2™(Q).

LEMME 34.— S5iQ = EOSMS?’“ bﬁZe ot by € Fy, alors la norme de

Vopérateur (sQ dans L(H*+2™(B), H¥(B)) tend vers 0 lorsque 6 tend vers
400, Vk > —m.

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence du résultat suivant qui
se démontre par récurrence sur « :

d4
Va, 87%((sQv)= Z > bmm(cs)a]ﬂv
a<le] hI<lal+2m

En effet, d’aprés la remarque 2.16, e tend vers 0 quand z tend vers 0 si
e appartient & Fp, d’ol

e
VieN, Y > ‘-&—(f

lal<k [v|<k+2m

|6,

tend vers 0 quand 6 tend vers +oc. O

Par conséquent si § est suffisamment grand, Lo+(sP est un isomorphisme
o]
de H*t2m n H™(B) sur H*(B) pour tout k de Z, k > —m (P est a
coefficients dans Fp). On a, pour tout T réel,

L) =(rlv+ Y cad(r
o< |a|<2m

ou les ¢4 sont des combinaisons des coefficients de L et de dérivées d’ordre
inférieur & 2m de v. Ainsi

L) =Gra+ S cad®r.
0<|}j<2m
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Posons

rg+ Y. cadr=h.
0<|a|<2m

Si P'on suppose que v appartient & Hk(B) avec m < k < n+ 2m, alors h
appartient 3 H*+1-2m(B). Si T est assez grand

(1 =¢)P((Tv) =0

d’ou
(Lo +¢sP)(¢rv) = h— (1= (s)P(Crv) = h.

Ainsi, d’aprées le lemme 3.4 si § est assez grand, {7v appartient &
H**+1(B). Finalement, comme (1 — {r)v appartient & H"+?™(B) pour
tout 7' réel, v appartiendra & H**1(Q). Comme v appartient & H ™(Q),
v appartient & H™2™(Q). 0

Troisiéme étape

Montrons que v appartient 3 H fif_’;m +1(9).

—n=2m+ly La fonction w appartient & H? 27 ().

Posons w = ¢ tr2m—1

Comme (8/86)(p™t2™=1) = 0 et que

VkeN,VbeR, 6%(gob)=gobek, ex € B,
on a

(LO + P)(son+2m—lw) — §0n+2m—1(L0 + R)U) =g
ol les coefficients de R appartiennent & Fy. Ainsi

(Lo +({rR)yw = ¢~ 2™y _ (1 - (1) Rw.

Mais
" HEmtlg _ (1-(r)Rw € H™(Q)

d’ol en utilisant le lemme 3.4 on obtient que pour T assez grand, w
appartient & H"1t2™(Q). Ce qui donne v appartient 3 H fj{i’;m +1(R), cest-
a-dire, d’apres le théoréme 2.21, u appartient a V"*+2™(U). Ce qui termine
la démonstration du théoréme 1.1.
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<}
Preuve du corollaire 1.2.— Si u appartient a H™(U) est tel que Lu = Au
sur U, alors Au appartient & L2(U); d’ol1 en appliquant le théoréme 1.1, nous
avons

u € V¥™(U)

donc

du € VI(U).
En répétant le raisonnement nous obtenons que

ve [ V*U).

neN

Le corollaire 1.2 se déduit alors du corollaire 2.26. Le théoréme 1.3 est une
conséquence immeédiate du théoréme 1.1 et de la proposition 2.27 : en effet
si f appartient & C*°(U), f appartient & MNpen V*(U). O

4. Résolution polynomiale approchée

Dans toute la suite, nous ferons I’hypothése (Hg). Nous introduirons les
espaces suivants qui engloberont les singularités et les polynomes.

DEFINITION 4.1.— Soient i, k, £, a € N, j € Z. On appelle S(ini-k4:a)
(resp. S(”J'k’g’a)) Despace des expressions de la forme

migojgolf e(y—e1)* (resp. Xigojgolf eY?)

ot e € Ey et ot la puissance de ¢ dans chacune des ces expressions est
positive (p apparait dans ¢’ et dans e).

Soient s € R, A € N, on appelle S5 (resp. gs’)‘) les combinaisons
linéaires finies d’éléments de S(ikta) (resp. S(“J’k’f’a)) telles que

%+j+-§/+A(l)+a28, £<A. (4.1)

Soit s € R, on appelle §° (Iesp. §s) les combinaisons linéaires finies
d’éléments de S(Hk4:a) (resp. S(ikla) ) gelles que

) k
-+j+5+Al)+a>s.
ity () +a>
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LEMME 4.2.— 851 u; € Ss1A et ug € 532’)‘2, alors u1 X ug €
Ss1+s2, 1422

Ce lemme provient de la décroissance des 6(N), N € N* (définis dans
I’hypothése (H2)) qui entraine que A(¢1)+ A(€2) > A(€1+4£2) si 4y, €5 € N.

Remarque 4.3

e Dans le cas de I'hypothése (Hg) on a S(iwkba) « Co(T) d’on
S c C=(D).

o Nous verrons que lorsque s augmente, la régularité des éléments de $*
augmente.

LEMME 4.4.— SiS€ Cq avec d €N, alors S € S8(1)=did+X),

(n1+1) .¢£nk+1)

Démonstration.— Si S = ¥ € Cq ), alors

(pd§= (pd—(n1++nk) e
ole€ Ep 414..4np41 avec k> 1, nq, ..., ng >0,
ni+---+np<d, k<A

Les puissances de ¢ dans S étant nulles nous avons le résultat. O
PROPOSITION 4.5.— Si S € 8*, alors

6?655 € §s—ata §(A+a)=B,a+X )

Démonstration. — Pour obtenir cette proposition on démontre d’abord
par récurrence sur d que si S € S(h35:49) et d € N, alors 8%S appartient a
q T
la somme des espaces

i(a) 5(a) p(a) pla) (o) N
S5k £t oll = (e, @y, a3, ag) €EN?| || =d,

et

i@ =i _a;, @ =j_ay, B =k—as,
(4.2)

(9 =ptastaz+as, a®=a—ay, i, k) > 0.
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Ainsi si § € 8%, 6335 S appartient & la somme des espaces

S(i(a),j(a),k(a),z(a),a(a)_ﬁ)
avec a1, a2, a3, a4 EN, vy +ag+ag+ a4 = 0o, et
T
I—)+]+;+A(f)+a_>_s, <A

On a ainsi 1’égalité
i(e) (o)
i) kp— +AE) 4 0@ _ g =

i .k o
=%+]+?+A(f+a2+a3+a4)+a——i—az—-—,———ﬁ-

(4.3)
Puisque ag + a3z + a4 < « et que la suite ((5(N))N>1 est décroissante, on a

Al +ag+az+ag)— A(l) > (ag+ a3+ ag) 6(€+ ag + a3 + ay)
> (a2+oa3+as)é(f+a).
d’ou

(4.3) Zs—ﬂ+(a2+as+a4)6(5+a)—%—a e i

1
>s—a+o (1—;)+(a2+a3+a4)6(ﬁ+a)—,3.

D’autre part, (£ + a) < 1 — 1/p entraine
(43) >s—a+adé(l+a)-4.
Comme £ < A, on obtient le résultat désiré. O

On déduit de la proposition précédente et de la proposition 2.1 le résultat
suivant.

PROPOSITION 4.6.— Si S € 8* et si (¢1,p2) vérifie hypothése (Hy),
alors

0208S € 872
St (1, p2) vérifie Uhypothése (Hs), alors
agags € SS—,@—Q(P—PT*'U/P .
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_ ProposITION 4.7.— Soit n € N. Si s > n —1/2, alors, VX € N,
S3A C V(G).

Pour démontrer cette proposition on utilise la définition de gs*/\, les
inégalités X < /P, |901(X)| < Cp(X)Y/?" et ainsi que la proposition 4.6.

La proposition 4.7 justifie la définition suivante.

DEFINITION 4.8.— Sis€R et A\, n €N avec n > s+ 1/2, on appelle
Ty \n la somme des espaces S5} et VP(G). Sin < s+1/2, T, ) désignera
V™ (G).

Remarque 4.9.— Le produit d’un élément de S5* et d’un élément de
Ts’,)\',n est dans TS+SI’A+AI’n.

LEMME 4.10.— Si f€ C®(U) etbeN

1
-3 aacalyazf(“)(O) € Tp41)/p,0,n VP EN.
la|<b

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.6,si n > 1 et si f € C*°(U)

e %xalxazf(“)(O)eV”(U).

lo|<[pn]-1

l‘alyaz - Z C§2Xalya2—ksoic
0<k<Laz

avec
onl Yaz—ksof = g(al,o,k,o,az—k) ]

Comme p’ < p on a, lorsque b < [pn],

S Safiat s 0) e SO0 g
b+1<|a|<[pr]-1
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PROPOSITION 4.11.— Lu = L avec

z B LO(aXr aY) + Z Caa%y 3
lo]<2m

0t ¢o € Tytja|-2m, 4m,ns ¥V R EN, avec ¢ = inf(6(1),1/p).
Cette proposition découle des lemmes 4.4, 4.10 et du corollaire 2.12.

DEFINITION 4.12.— On appelle §8 (resp. gg’)‘) les éléments S de S°
(resp. §°*) tels que
~ [o]
x(§0C) € H™(U)
ou x est la fonction définie dans le lemme 1.5.

Nous commencons maintenant la résolution avec second membre polyno-
mial ou singulier.

LEMME 4.13.— V 5 € 8, il existe B € §8+2m’A tel que 8}2,7"5 =S.
Démonstration. — Tout générateur de S5 est de la forme 5= f(x)yre

et, par intégration en Y, on contruit une solution B qui lui correspond, elle
a la forme

f(X) (caYa“m - D oty )
0<i<m—1
dont on vérifie immédiatement qu’elle appartient & §8+2m’ A

En utilisant ce lemme, les propositions 4.5, 4.11 et la remarque 4.9, on
obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 4.14.— Soit S € 8**. Alors il existe
> os+2m, A
By €85"™ ", Ri€Tory rtomn
avec ¢’ = inf (6(\ + 2m), 1/p) vérifiant
EE] =S +R;.
Une application itérée de la proposition 4.14 donne la proposition qui
suit.
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PROPOSITION 4.15.— Soit § € 8%*. Alors Vk € N* il existe
By, By, ..., Bkr jl) j2a B jk tels que

ot Is+2m A = ~s+2 ik—1, A +(k—-1)6
By e §5t2m | By e §3imHik-n A(k=1)om

1
jo=0, ji=ji_1+inf<6(A+(i—1)6m+2m), ;) , 1<i<k

Ry € Toyj, A+6mk,n >
E(El +E2+"'+§k)=§+Rk-

Remarque. — Comme on a fait I’hypothése ) ) «n<yoo 6(N) = 400, la
suite (jk)k>1 tend vers +o00. -7

Démonstration des théorémes 1.4 et 1.6
Soit )
fn = Z axalyaz (6%£)(0,0).

lor|<[pn])-1
D’aprés la proposition 2.27, f — fr, € V*(U),
215 = XY 4 1) € Sealrreals
d’ou en appliquant la proposition précédente
a1 a2

S=(2*1y*2)oC, s=—+4 —
(z1y%) > v

et en prenant K suffisamment grand pour que
R, € V(U)
on obtient, en posant 4 5 = El + §2 + -+ ﬁk que
L(S,)=fn+R),, R,eV™U).

Comme
f - f'n, e Vn(U)7

d’aprés le théoréme 1.1,
u— S, € VMIm(U)
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d’ou le théoréme 1.6. D’aprés la proposition 4.15, o4,, appartient &
Sea/rtez/p'+2m Dang le cas de Phypothése (Hy) (remarque 4.3), 0a,n ap-
partient & C*(U), d’ol1, d’aprés la proposition 2.23,

VneN, ueCt?m2([).

On obtient ainsi le théoréme 1.4.

En étudiant la régularité des Sy, lorsque ’hypothése (Hy4) n’est pas vérifiée
on va obtenir les théorémes 1.7 et 1.9.

PROPOSITION 4.16.— Soit S dans S°. Alors si (1, p2) vérifie hypo-
thése (Hy),
Soce cll(D) si s est non entier
W#(U) sis est entier.

Démonstration. — Soit S = xigpjgolfe(y - gol)a appartenant & S°. En
utilisant que si z est assez petit on a

!
2P <Crp, lp1|* < CopFl?' | e < CapD | y—p1| <o

on obtient que |S| est majoré pour z petit par

Cypt/ Ptk +A(D)+a

Sii/p+j+k/p'+ A(£) =0, alors S appartient a W9 °(U).
Sii/p+j+k/p'+ A(f) > 0, alors S appartient & C®(T).
On utilise alors la proposition 4.6 pour conclure. O

PROPOSITION 4.17.— Si S e &* alors, si (¢1,92) vérifie (Hs)
SoCeC®*(T)
ot a=p/(p—p2+1).
Pour démontrer cette proposition, on utilise le lemme suivant.

LEMME 4.18.— Sous l’hypothése (Hz), sic € ]0,1[,n €N et si g est
une fonction continue sur U NR, alors

9(2)e?= (y — p1(2))" € (D). (44)
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Si de plus xg' est bornée sur UNR, on a

9(2)e” 7" (y — p1(2))" € C70(D). (4.5)

Démonstration

e Solent z, y1, y2, y1 # y2 avec (2,y1), (¢,y2) € U. On applique le
théoréeme de Rolle a la fonction

01(y) = (¥ - #1(2))" = (11 — ¢1(2))" +
—((r2—e1@)" = (1 — 1)) (2 — 1) " (y—1)°

pour obtenir (4.4), ®1(y1 — ¢1(z)) = ®2(y2 — pa(z)).
e Si (z1,y), (z2,y) € U avec z1 < x5 (par exemple) on pose

®(2) = flz,y) — f(21,9) — (Ff(22,9) — f(z1,9)) (2 —21) " (z — 21)°

f(e,y) = 9(2)z° P (y — 1 (x))" .

Pour démontrer le lemme, comme ®2(z1) = ®3(x2) = 0, on peut
utiliser le théoréme de Rolle et on obtient ¢ appartenant & |z, z2 |
tel que ®5(c) = 0. Pour obtenir (4.5), il suffit ensuite d’utiliser pour
c€]0,1[,ona

c"‘l(c - xl)a_l <1

TPy — p1(2)|", c_np+p|y - gol(c)ln—l bornés si n > 1 0.

Démonstration de la proposition §.17

Soient o, T € [0, 1[ tels que

—pat1
p__lio'_i_»rs.s

et soit S = xigojgollc e(y - gol)a appartenant a S°.
e Dans le cas oul py = p2, S1 est une combinaison linéaire de fonctions

de la forme
g(P=p241)otpT=pb(y _ 4 )05b
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o Dans le cas oll p; > p2, S7 est une combinaison linéaire de fonctions
de la forme

xa+p'r—pb (y _ y1)azb )

e Dans les deux cas, on peut conclure a l'aide du lemme précédent
que S; appartient & C70(U) N CO7(V). Si S € 8%, alors d’apres la
proposition 4.6,V a, BEN,V o, 7 € ]0, 1] tels que

1
(ato +8+7<s,

)p —p2+
p
A CRYAN gs—B—alp—p2+1)/p

et comme

p—p2+1
-_—0

s—f—alp—p2+1)p> +7,

020850 C) € COUT)NCO™(T)).

Les théorémes 1.7 et 1.9 sont alors une conséquence des propositions 4.16
et 4.18 du fait que p’ < p et de Pappartenance de o4, & S¥1/Pto2/p'+2m
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