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Sur la somme de certaines séries de factorielles(*)

MourLay A. BarkaTou(!) et ANNE Duvar(®

RESUME. — Nous définissons une classe de séries de factorielles que ’on
peut “sommer” & l'aide de la transformation de Mellin et montrons que
les solutions de certaines équations aux différences sont de ce type.

ABSTRACT. — In this paper, we define a class of formal factorial series
which can be “summed” using the Mellin transformation, and we show
that the formal solutions of certain difference equations are in this class.

MOTS-CLES : Equations aux différences, séries de factorielles, séries
Gevrey, transformation de Mellin, séries sommables multisommabilité.

AMS Classification : 39A10, 44A15.

1. Introduction

Dans [4], il est établi que les coefficients des séries de factorielles appar-
tenant au noyau ou & 'image d’un opérateur aux différences linéaire & coef-
ficients polynémes vérifient une condition de croissance qui se lit sur I’un ou
l'autre des deux polygones de Newton associés & I’'opérateur. Nous abordons
ici le probléme naturel de la détermination de fonctions holomorphes dans
des domaines convenables admettant, en un sens que nous précisons, ces
séries pour développement asymptotique. Nous cherchons également & dé-
terminer des conditions assurant 1’unicité d’une telle fonction. On peut alors
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parler de somme de la série de factorielles envisagée. Comme dans [4] la mé-
thode employée consiste & utiliser la transformation de Mellin et son inverse,
la transformation de Pincherle, comme dictionnaire entre les opérateurs aux
différences et les opérateurs différentiels & coefficients polynomes. Cette fois,
il s’agit non seulement de transformations formelles mais des transforma-
tions intégrales qui leur correspondent pour des fonctions convenables. Nous
montrons que ces transformations permettent de relier le comportement au
point 1 de ’une des fonctions au comportement & I'infini de I’autre. Ceci
nous conduit a introduire & coté des séries de factorielles, bien adaptées a
P’étude & l’infini dans un demi-plan Rz >> 0, les séries analogues du coté
Rz < 0, que nous appelons séries de rétrofactorielles. La notion de dévelop-
pement asymptotique fait intervenir, suivant les cas, I'un ou I’autre ou les
deux type(s) de séries.

Le cas ol les séries obtenues convergent est connu depuis les travaux
exposés dans le livre de Norlund [13] et nous en rappelons les principaux
résultats. Signalons qu’une étude du type de celle réalisée ici est effectuée
par J. Ecalle [6] pour des séries de puissances et par des méthodes tout a fait
différentes. Le cas particulier significatif de ce qu’Ecalle appelle le niveau
11 est envisagé en détail par G. Immink dans [9]. La méthode employée ici
ne permet pas d’aborder ce cas.

Notations

Pour A € R, on pose
Q) ={zeC|Rz>1}.
Pour 6 € R, R > 0, > 0, on définit

W&,R,ez {x€C||xl>R, |a,rgx_5|<€}
W&,R,s={we¢3| |z] > R, |arge — 8| < -725+5}
V6,5={77€C\larg17—6|<5}
Time={e€C o<l <R, |argt — 8| < 3+
Uspe={t€C|0<1-t| <R, |arg(l—t) =8| <e} .
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Pour z € C et n € Z, on note

r 1 .
ol — I(z) z(z+1)---(z+n-1) sinz1
T T(e+n) )1 sin=0
(z—=1)(x—-2)---(x+n) sin<O0
’ ! sin>1

x—{"}—r(”_"+1)— z(z—-1)---(z—n+1) =

T Iz+1) )1 sin=0
L (z+1)(2+2)---(z—n) sin<O0.

Pour z € C et j € N* on note

<1‘>]~=(L‘(Z+1)"'(l'+j—1), ;c)jzz(:c'—l)...(;c—j+1)
T z);
(j):TJ'

()= (2)g= (3) =1

On note 7 P'opérateur de translation de pas +1 et 6 = 7 — 1 'opérateur aux
différences habituel.

On pose

2. Séries de factorielles convergentes et asymptotiques

2.1 Séries de factorielles convergentes

Nous rappelons ici sans démonstration quelques résultats classiques con-
cernant les séries de factorielles convergentes et le développement en séries
de factorielles de fonctions holomorphes. Les démonstrations se trouvent
dans les ouvrages classiques de Nérlund ([12], [14]), E. Borel [5] et Wasow
[17]; on peut aussi consulter D’article de Fitzpatrick et Grimm [7], celui de
Gérard et Lutz [8] ou celui de B. Malgrange [10].

Une série formelle de factorielles est une série de la forme

f= Z ape~ . (1)

n>1
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Une série de cette forme a pour domaine de convergence un demi-plan Q, olt
o est I’abscisse de convergence de la série. Elle converge absolument dans un
demi-plan Q,/ oli ’abscisse de convergence absolue ¢’ vérifie 0 < ¢/ < o+1.

Dans son domaine de convergence la somme d’une série de factorielles est
une fonction holomorphe sauf, éventuellement, aux points entiers négatifs
ou nul qui sont alors des poles simples.

Le développement en série de factorielles d’une fonction holomorphe dans
un demi-plan Q ), lorsqu’il existe, est unique.

L’abscisse de convergence se calcule en fonction des coefficients par la

formule
. In|> %, a;/d! = ..
limsu In|d i @i/t i/l si = diverge
p ; ,
n—00 Inn e 4!
o= 1=1
o0 . oo
. In | Ei=n+1 a; /i . a;
limsup , si — converge.
1 ]
n—00 nn =1 1.

2.1.1 La transformation x — x + p

Nous commencons par rappeler deux lemmes et en donnons la démons-
tration pour la commodité du lecteur.

LEMME 1 (Formule de translation [12]).— Pourn € Z,z et B €C, on a

@+0) =X (1) @, ®

k>0

La somme est finie et la formule est valable Vz € C sin <0 ou B €N (et
dans ce cas © non entier négatif); elle est valable pour Rz > —RB sinon.

Démonstration. — Pour n = 0, c’est trivialement vérifié.

Pour n < —1 on procéde par récurrence sur —n. Les égalités
@+ T =s4p-1=@-)+s=2"T14 0

prouvent la relation si n = —1.
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Supposons le résultat vrai pour n et établissons-le pour n — 1. On a

“h-_ _ T+p) o T=+8-1)
S e S ) Ty sy
—(e-1) L((z—1)+8) T(z+(8-1)

Ne-D+6+n)  "Te+@-1+n)

=03 () @ue-n

k>0

() - o

k>0

Puisque (z — 1) (= - 1)_U] = 2"l g j est négatif ou nul, et B(B-1), =
(8) k41> o0 en déduit

@+ =T () @t 3 (1) ()

k=0

—-n+1
e -n -n Itk
=e e Y (( k >+<k-1))(ﬂ)k-’f frtb=1]
k=1
—(n-1)

S <—(nk— 1))(ﬂ)km—[(n—l)+k]'

k=0

Passons au cas n > 1. La formule suivante [12, p. 176] constitue le
développement en série de factorielles de la fonction 1/(x — a) et est valable
pour Rz > R si a n’est pas un entier négatif; elle est finie et valable pour
tout z non entier négatif si a € —N.

1 1 « L ala+l)-(a+k-1)
z(x+1)---(z+k)

On constate aisément que, si n = 1, la formule & établir coincide avec celle-ci
en prenant o = —f.
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Pour n > 2, appliquons ’opérateur 6™~ 1 aux deux membres de cette
égalité et utilisons la formule &'(z~[") = (=1)"(n),z~ =+ qui se déduit
immeédiatement des définitions. On obtient les égalités valables pour n > 1,

(z'+,8) el = ((nlznl—)i 6"—1 ((17—}—,3)_[1])

E 671—1 (x—[k-!-l])

- 1!
(n 1 k>0

—Z(n 1)| (ﬁ) (k+1),, 28

k>0
(n +k-1) —In
B k; kl(n— o (e et
0
=2 <—kn> (8),z”"H. o
k>0

LEMME 2.— Pouri,jENetn€Z,on a

; ~[n]\ _ e . ~[n+itk—j]
6 (“)j(z )= Z (k) (J ")i+k“' :

k=0

Démonstration. — Par définition (:c)j;c—["] = (I(z +7))/(T(z + n)) =
(1‘ + j)—[n_j], donc
5i<x>j”—[n] = ("1)i<n —j§);(z+ j)'["—j+i]

et la formule (2) donne

6’(:0) 27l = (- n—y) Z ( n+] ) (j)km—[n—j+k+i]

k>0

= (-1)¢n —mé (i) (<t j = i)zt
5 (2) e
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Nous donnons maintenant sans démonstration le résultat suivant établi
dans Norlund [12].

PROPOSITION 1.— Soit f(z) = 2on>10n =[] une série de factorielles
d’abscisse de convergence 0. Si 0 < 0, on note p Uentier tel que —p — 1 <
o < —p. On désigne aussi par f(x) la fonction définie dans Q, \ =N par la
somme de cette série. Quel que soit le nombre compleze p,

1) sioc >0, on pose pour n >0
by = LG: )T + k)an_tis ;

la série .~ bn (:c+p)_[n] a une abscisse de convergence o, vérifiant
o,<¢0 si Rp >0
{apgo—%p st Rp<0;
de plus pour Rz > max(0, 0,) elle converge vers f(z);

2) sioc <0, on pose

pour0<n<p

|
k—'n+l ’

n

1 n
b = — T(p+ k)a’ _ our n > 0
nt+l F(p)kzz(:)(k) (pt+k)ap_ki1 P >

ot les coefficients aj, sont ceur du développement en série de puisances
de 1 —1t de la fonction holomorphe au voisinage de 1,

an41
pr(t) =Y ’;T (1-t)" ZBktk
n>0 )
la série
By By

z z+1

n>1
a une abscisse de convergence vérifiant
o siRp>0
op < .
c—Rp siRp<O0;

de plus, pour Rz > max(c,0,) cette série converge vers f(x).
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Lorsque p est réel positif, la fonction p — o, est continue et décroissante.
Définissons 0o = lim,—o0 0,. La proposition 1 réalise le prolongement
analytique de lasomme de la série f(z) au demi-plan Q. Elle ne s’applique
qu’a des séries qui convergent pour Rz assez grand.

2.1.2 La transformation z — z[fw

DEFINITION 1

1) Soit w un réel supérieur d 1, on appelle série d'w-factorielles formelle
une série formelle

= (5

n>1

2) Si n et k sont deuz entiers positifs tels que n > k, on désigne par
wﬁk)(w) le coefficient de (1 — t)n dans le développement de Taylor au
point t =1 de la fonction (1 — tl/“’)k

P i [ L(i/w+1)
()—k'z( +<i)F(i/w—n+1)'

=1

Les 1/),(1k) (w) sont des réels positifs satisfaisant I’inégalité

C

(k)
n (W) < TFijo=

obtenue en considérant l’ordre de la fonction (1 — 1/ “’)k sur le cercle
|1 — tl =1.

PROPOSITION 2.— Soit w > 1 un réel. A toute série formelle de
factorielles f =35 54 an:c'[”], on associe la série d w-factorielles

fw—zb ( ) [n]

n>1

avec by = a1 et pour n > 2,

Z ¢(k)

- 14 -
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1) Sila série f converge absolument pour Rz > p, alors, pour toutw > 1,
la série f, converge absolument pour Rz > max(u, 1) vers la méme
fonction.

2) Si la série f converge pour Rz > 0, la série f, converge pour
Rz > max(0eo,0) (000 est défini d la fin du paragraphe précédent).

2.1.8 Séries de factorielles en —oo

Les définitions précédentes sont adaptées & une étude au voisinage de
+00, c’est-a-dire dans un ouvert stable par la translation +1. Lorsqu’on
veut faire ’étude dans un ouvert stable par la translation —1, il est naturel
d’étudier les séries de rétrofactorielles :

f= Z bn:c—{n} .
n>1

Du point de vue formel, ce sont les “mémes” objets comme le montre le
lemme suivant (cf. [13]).

LEMME 3. — Toute série formelle de factorielles f Zn>1 ane =[n] peut
se récrire en la série de rétrofactorielles

Rf=F=3 buz{

n>1

avec by = ay et pourn > 2

by, = (n—1)! ni:l(—l)”""‘l (:1:21> Gmt1

m!
m=1

Inversement toute série de rétrofactorielles f = Zn>1 pz—in} peut se
récrire en la série de factorielles

RIf=f=) anal"l
n>1
avec ay = by et pour n > 2

= n 2 b 1
— - m+
an = (n—1)! E (m—l) g

m=1

Les opérations R et R~ sont inverses l’une de autre.

- 15~
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Démonstration.— On peut écrire z~1"} = D(z —n+1)/(T(z + 1)) =

(:c —n+ 1)_[n] et en utilisant la formule de translation avec f = —n + 1,
- _ —n —[n+k
=3 () Cnr e
k>0

d’oti ’on déduit par linéarité la formule annoncée. La démonstration inverse
se fait de la méme fagon en remarquant que

2 = ()" s = (1) (-9,

ce qui permet de déduire du lemme 1 la formule

(e+6)~1M = ) (—kn> () 2=}

k>0

On écrit z~[M = (:c +n-— 1)_{n} et on applique la formule précédente avec
B = n — 1 puis on conclut par linéarité. O

Remarque 1.— Ce résultat est formel. La convergence de I'une des deux
séries n’implique pas celle de I’autre. Lorsque les deux séries convergent
dans un domaine commun A\; < Rz < Ao, leurs sommes ne coincident pas
nécessairement. '

Cependant [13, p. 50] si f(z) est holomorphe & 'infini, elle admet toujours
un developpement f en série de factorielles convergent pour Rz > Aq et un
développement f en série de rétrofactorielles convergent pour Rz < Ag. De

plus f=R f.
2.2 Séries de factorielles asymptotiques

La remarque qui clot le paragraphe précédent rend naturelle la définition
suivante.

DEFINITION 2.— Soit f une fonction holomorphe dans un domaine
WsR,e-

1) (Cas D) S’il existe ng € Z tel que |2nom — 6| < ¢ et si Vn € Z,
‘(2n+1)7r 6| > ¢, on dit que f admet la série formelle de factorielles
=3, >10nZ =[r] pour développement asymptotique dans W5 p ., st

- 16 -
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VR' > R, Vo tel que |2nom — 6| < @ < ¢ et Vn € N*, il eziste une
constante Cp, g1 o > 0 telle que

f(x)_z:az

2) (Cas G) S'il eziste ng € Z tel que |(2no + 1)7 — 5! <cetsiVneZ,
|2nm — 6| > €, on dit que f admet la série formelle de rétrofactorielles
f= En>1 bpz—in} pour développement asymptotique dans Ws R St
VYR > R, Va tel que |(2n0+ 1) 7r—6| <a<eetVn€N* i existe
une constante Cp, g o > 0 telle que

n—1
flz) = Y bt
=1
3) (Cas DG) S’il existe ng et ny € Z tels que |2nom — 6| < ¢ et |(2n1 +
Dr— 6[ < ¢, on dit que f admet le couple (f, f), od f = En>1 anz ="l
est une série de factorielles et f = Rf = En>1 bpe={n} est la série
de rétrofactorielles associée, pour développement asymptotique dans
WsRe, siVR' > R, Va tel que max(|2nom — 6' [(2n1 + )7 - 6]) <
a < ¢ etVn € N¥, il existe une constante Cp, gr o > 0 et une constante
C'n R >0 telles que Vz € W&R/’a,
n—1

f@) =Y a7l

=1

n—1
fl@) =3 bzl
=1

Ve W&,R’,a ) < Cn R’ alx [nll

Ve € Wspia, < Cppigle™ 7.

< Cn,R’,alx—[nll

<Chprglz™1M.

Dans la définition précédente 39 = 0 (cas n = 1). Le cas D est celui
ou le secteur Wsp . contient la direction Rt (modulo 27), mais pas la
direction R~ et est donc invariant par la translation +1, mais pas par la
translation —1.

La série f est déterminée de maniére unique par la condition d’étre
asymptotique & f puisque

ap= lim z(z+1)---(z+n—1)R,(z)
T—=+00
argr=2nom
ol Ry(x) = f(z) et, pour n > 2, Ry(z) = f(z) — 21—1 a;x . Le résultat

s’en déduit par récurrence sur n.

- 17 -
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Le cas G est celui ou le secteur Wy g . contient la direction R ™, mais pas
la direction Rt et est donc invariant par la translation —1, mais pas par la
translation +1. Un raisonnement analogue au précédent montre l'unicité
de la série ‘de rétrofactorielles. Enfin le cas DG est celui ou le secteur
Ws R, contient les deux directions R7T et R™ et est donc invariant par
les translations +1. '

Rappelons maintenant la définition des séries formelles Gevrey et des
développements asymptotiques Gevrey.

DEFINITION 3. — Soit (an)n>1 une suite de nombres complezes. Soient
s et A deuzr nombres réels avec A > 0. Sl existe C > 0 tel que |an| <
C(n!)sA", pour tout entier n > 1, on dit que les séries

p= z an(1- t)n_1 , f= Z an(n — 1)!:0"[”]

n>1 n>1
F=3 an(n-1)te=™
n>1

sont Gevrey d’ordre s et d’ordre précisé (s, A).

LEMME 4.— Si s > 0, la série de factorz'ellesf est Gevrey d’ordre s st
et seulement si la série de rétrofactorielles f = Rf lest.

Démonstration. — Supposons que les coefficients ar, de la série de facAto-
rielles f = ZnZl anz=[M vérifient |a,| < C(n —1)! (n!)sA”. Sif=Rf=
Yon>1 bpz=1"} on a pour n > 2,

n—1 m+1((m s
Ibal S C(n =)' (n=2)! 3 (nA_ mfﬂﬂn?'-) Dt
m=1

Si s >0, ((m+ 1)!)° est une fonction croissante de m et on a

n—2
Ibal < C(n = 1) (n)* S (";2) e
m=0

et donc
lbn] < C(n—1)! (n1)*A2(1+ A)" 2 < C(n—1)! (n!)° (1 + 4)"

ce qui est le résultat cherché. On remarque que 'ordre précisé n’est pas
conservé.

- 18 -
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La similitude des formules décrivant R et R™! établit I’équivalence
annoncée. [

DEFINITION 4
1) Soit ¢ une fonction holomorphe dans un secteur ouvert Usp . de

sommet 1, on dit que ¢ admet la série p =Y, 51 an(l — t)n—l pour
développement asymptotique Gevrey d’ordre s dans Us g . st, VR <R
et Vo <e, il existe des constantes positives Aps o, Crr o telles que

VteUspr o, VN €N¥,

N
o) = 3 an(1=1)""!| < Cria(N)° AN, |1 -1V .

n=1

2) Dans la définition 2, on dit que le développement asymptotique est
Gevrey s si dans les conditions de la définition on peut prendre des
constantes de la forme

s+1
CrhRio = CR/,a(n!) Aﬁ,ya .

On vérifie immédiatement qu’une série formelle de factorielles (ou de
rétrofactorielles) qui est développement asymptotique Gevrey s d’une fonc-
tion est automatiquement Gevrey s (le résultat analogue pour les séries de
puissances est bien connu).

3. Transformation de Mellin

Nous rappelons ci-dessous les définitions et résultats de [4] et les com-
plétons pour prendre en compte les séries de rétrofactorielles.

3.1 Transformé de Mellin d’un opérateur

On note C[z, 7] l’algébre non commutative des polynémes en z et 7. La
multiplication correspond a la composition des opérateurs et est caractérisée
par les régles :

etz = (z4+1)r;

e C[z] et C[r] sont des anneaux commutatifs.

- 19 -
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On note § = td/dt 'opérateur d’Euler et C[¢, 8] ’algébre des polynémes
en t et 6. La multiplication correspond & la composition des opérateurs et
est caractérisée par les régles :

et =t(6+1);

e C[t] et C[f] sont des anneaux commutatifs.

PROPOSITION 3.— La correspondance ¢ +— —6, 7 +— t définit un
isomorphisme d’algébre M de C[z, 7] sur C[t, 6]. Cet isomorphisme est
appelé transformation de Mellin.

Le transformé de Mellin de Popérateur aux différences

A= i Xq: Bi,i8'(2);

1=0 7=0
est donc 'opérateur différentiel
—~ LI . AV
D=M(@)=33 Bi;(-1)'(t-1)"¥ (5)
1=0 j=0

Le changement de variable z — —z conduit a définir I'opérateur O de

Clz, 7] sur Cly, ;'] par Oz = —y et (’)r:ry—l.

A cette opération correspond du coté différentiel le changement de
variable t +— 1/t, qui conduit & définir opérateur Z de C[t, 6] sur
Clu~1, 6,] (ot 6, = ud/du) par Tt = u~! et T8 = —0,,.

L’isomorphisme M se transmute en P'isomorphisme M Cy, 7y -
Clu~!, 8, ] défini par M'(y) = 6, et J(/l\’(‘ry"l) = u~1.0naZoM = M'o0.
L’opérateur P ainsi défini est I'isomorphisme de C[z, 7] sur Clu™1, 6, )
défini par £ — 0y et 7 — u~l. Cet isomorphisme joue pour les séries
de rétrofactorielles le méme role que M pour les séries de factorielles. On
I’appelle transformation de Pincherle.

Le transformé de Pincherle de I'opérateur
g
— st
A= ZZ%& (“’)g‘
1=0 7=0

est I’opérateur différentiel

r

q . ]
D' =A8) =3 Y il —w)w™ (1) =7

=0 7=0

si D= M(A).
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3.2 Transformée de Mellin formelle d’une série de factorielles

On considére des séries formelles de factorielles généralisées :

f = a I(z) _ _I(=) Gn+1
_%:1 "T(x+n+p) F($+P)7§)(I+/})(:L’+p+1)...($+p+n)

oupeC.

Le cas des séries formelles de factorielles correspond & p = 0.

DEFINITION 5.— Soit f une série formelle de factorielles généralisées,
sa transformée de Mellin formelle est la série formelle ramifiée de puissances
de (1-1):

Mf=(1-1) 1-)"1,

Z I‘(n+p)

Remarque 2.— Si p n’est pas un entier strictement négatif, ﬂ définit
une bijection entre les séries formelles correspondantes puisque dans ce cas
1/(T(n + p)) n’est jamais nul.

La définition est faite pour que ﬂ transforme une série Gevrey d’ordre
5 (resp. d’ordre précisé (s, A)) en une série Gevrey d’ordre s (resp. d’ordre
précisé (s, A)).

Il faut noter qu’une série entiére formelle ¢ est Gevrey d’ordre 0 si et
seulement si elle est convergente. Par contre une série formelle de factorielles
Gevrey d’ordre s et d’ordre précisé (s, A) est convergente si et seulement si
s=0et 0< A< 1. Le résultat suivant est établi dans [4].

PROPOSITION 4.— Soient f une série formelle de factorzelles générali-
sées el A € Clz, 7], alors § = A(f), D= M(A) et p = Mf vérifient
M §=D(p). Autrement dit MoA= M(A) o M

3.3 Transformée de Mellin d’une série de rétrofactorielles

On remarque d’abord que l'opérateur R défini dans le lemme 3 se
prolonge aux séries méromorphes : la partie “négative” est un polynéme que
l’on écrit suivant deux bases différentes, la base (a:— 1) . dans le cas factoriel
et la base (:c + 1>j dans le cas rétrofactoriel. Les formules décrivant R ne
mélangent pas les termes d’ordre positif & ceux d’ordre négatif. Un opérateur
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A € [z, 7] agit sur les séries méromorphes formelles de factorielles ainsi
que sur les séries méromorphes formelles de rétrofactorielles et cette action
commute a cellede R : RoA=AoR.

Le changement de variable ¢ — 1/¢ est également défini sur les fonctions
de t et sur les séries formelles en 1 — ¢, qui deviennent des séries formelles
en u — 1 par la formule

0-9"= % (') -0
k>0
Les définitions sont faites pour que ZoD =Z(D)o Z.

Définissons alors la transformée de Mellin d’une série méromorphe for-
melle de rétrofactorielles par

PROPOSITION 5.— Pour tout A € Cl[z, 7], on a

PoA= ﬁ(A)oﬁ.

Démonstration. — Par définition
PoA=IoMoR 1oA
=ZoMoAoR™!
=ZoM(A)o MoR™?

I(./(/i\(A)) oZoMoR™!
(A)oP.O

1
o))

LEMME 5.— Sipourng€Z, f = En>n bpz= 1", alors ¢ éf est la

série )n
(v—1)""
=> bn
—1)!
n>1 (n 1)
Démonstration. — 11 suffit détablir le résultat pour f = 2~} avec
n>1. Or
- - b - k
R ) = 30 (1) (n )07
k>0
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dont la transformée de Mellin est la série
A -_n (1 _ t)n+k—1
b= () (e, Lo
pees k (n+k-1)

Comme

-n 1 k(—n+ 1)k<”>
(k)(‘"+9ka:r;rﬁi=“‘)ZW;IE:Tf

=(Sf§!<_3fl>’

on en déduit que

ce qui fournit le résultat annoncé en appliquant Z. O

Remarque 3.— 11 est facile de vérifier directement qu’en prenant la
formule qu’exprime ce lemme pour définition de la transformée de Mellin
d’une série de rétrofactorielles, la proposition 5 est satisfaite.

Il y a un résultat du méme type pour les développements asymptotiques.

LEMME 6.— Si ¢ admet la série ¢ pour développement asymptotique
(resp. développement asymptotique Gevrey s avec s > 0) au point 1 dans
UsR,e, alors la fonction *(u) = ¢(1/u) admet la série $ = L@ pour
développement asymptotique (resp. développement asymptotique Gevrey s)
au point 1 dans Usp, . = {ueC|lu-1<R*, larg(u— 1) —6| <e}, ou
R* < 1 est tel que R*/(1 — R*) < R.

Démonstration. — L’inversion u = 1/t transforme le secteur Usr, en
un “secteur” de sommet 1 contenant la direction arg(u — 1) = §, dont
les bords sont constitués par les arcs de cercle inverses des demi-droites
arg(l —t) = § £ ¢ et par la courbe |u — 1| = R|u|. On vérifie facilement que
ce domaine contient U g" R*e
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On établit le résultat dans le cas Gevrey s. D’une inégalité

N
o)=Y an(1-0)" <o) AN |1 -2V
n=1
on déduit
N 1 n—1 N
90*(u)—2an (1—;) SC(N!)SAN|1——‘ ,
n=1

et puisque |u| > 1 — R*,

N 4 N .
©*(u) — an(u— l)n—l <C(NY? ((——-) |1 —u|A + Ry
n=1

1- R*)

ol Zg___l bp(u—1)"" ! est la somme partielle de la série ¢ = Z ¢ et
al -n+1 k4n-1
Rv=Y, > an< . >(u—1) -1
n=2 n+k>N

Ce reste peut s’écrire

n N -1)!
Ry = (u-1)" Z( oA +1(N—-1(z+1)!2n—2)!anT”

n=2

ou

Lo=14 Y (c1)f AW HD WA= 1) )(u-—l)j.

= (N—n+2)--(N—n+j+1

Or puisque |[u— 1] < R*,on a

1
|| < =TT oaNC
j>0 ! (1 - R*)
Et donc
IRy < (1 NZ( ;) lanl
Puisque la série ¢ est Gevrey s (s > 0), cette derniére somme se majore

comme dans la démonstration du lemme 4 par C(N1)*(1+ 4)"*'.0
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3.4 Transformée de Mellin d’une fonction
Les définitions suivantes sont classiques.
DEFINITION 6
1) Soit f(x) une fonction holomorphe dans Q). Si

fa) =24 1D

ot p(z) est bornée dans Q, on définit sa transformée de Mellin par
la formule :

o) =M =5 [ f@rde.
I Je—ico
C’est une fonction de classe C* sur 10, 1[, qui ne dépend pas du
choiz de £ > A,

2) Si p(t) est une fonction continue sur 10, 1[ et s’l existe un réel
X tel que la fonction t p(t) soit intégrable sur [0, 1], on définit sa
transformée de Mellin inverse par la formule

1
f(z) = Mp(z) = /0 7 (t) dt .

C’est une fonction holomorphe dans Q,, de la forme

fle)= L 4 £2)

ot p(z) est bornée dans Q.

Les transformations M et M’ sont inverses 1’une de l’autre. Le lien
. entre les séries de factorielles convergentes et ces transformations est fourni

par le théoréme suivant dont la démonstration se trouve par exemple dans
Norlund [12].

THEOREME 1

1) Une fonction f(x) est développable en série de factorielles si et
seulement si c’est la transformée de Mellin inverse d’une fonction ¢
qui est restriction d 10, 1] d’une fonction holomorphe dans [1—t| < 1,
d’ordre fini sur le cercle |1 —t| = 1.
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Plus précisément si f(z) = > .51 anz~ [ a pour abscisse de
convergence o, alors : -
o la fonction o(t) admet dans le disque |1 —t| < 1 le développement
en série convergente

1-1)"!
0= en

n>1

e lordre de t=1p(t) sur le cercle |1 —t| =1 est o+ 1sioc >0 et
>o0+1st0<0.

2) Une fonction f(z) est développable en série d'w-factorielles (w > 1
réel) si et seulement si c’est la transformée de Mellin inverse d’une
fonction ¢ qui est restriction ¢ 10, 1] d’une fonction holomorphe dans
{I1 —t¥| < 1, |argt| < w/w}, d’ordre fini sur Uovale |1 —t¥| =1,
|argt| < m/w.

Pour obtenir des résultats du méme type dans le cas de fonctions admet-
tant un développement asymptotique en 1, il est nécessaire de compléter les
définitions et résultats précédents en étudiant le prolongement analytique
des fonctions obtenues. Le changement de variable t = e~" transforme M’y
en l'intégrale de Laplace L(¥)(n) = [5~ e " ¢(n)dn ot ¥(n) = p(e™").
Pour cette derniére, on dispose, dans chaque direction é, de 'isomorphisme
de Borel-Laplace (voir [6], [11], [16] pour un traitement récent). La trans-
cription de ces résultats au plan des 7 conduit aux définitions et résultats
du paragraphe suivant.

4. Isomorphisme de Mellin

4.1 Transcription de Borel-Laplace

On note

= C
M&,R,s = {f € 0(W5,R,5) | FA>0,C>0, |f(:c)| < H’T}
T
et

Ms= |J Mspge-
e>0,R>0
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L’addition, la multiplication ordinaire et la dérivation —d/ dz font de Mg

une algebre différentielle isomorphe par
1
Z: )~ F© = 1(})

a l'algébre différentielle (pour les opérations naturelles et de la dérivation
£2d/ dg), :
B_s= |J B_sre
e>0,R>0
ou, pour 6 € R,

Bspe = {F €O0(U5pe |3C>0,0>0,|F©)| <Cle'} .

Le changement de variable ¢ = ™7 transforme la demi-droite d’origine
0, d’angle polaire 8 du plan des 7 en la courbe Sy du plan des ¢ qui est :

e le segment ]0, 1[si § = 0 modulo 2,

e le segment |1, co[si § = 7 modulo 2,

e le cercle |t| = 1 parcouru une infinité de fois & partir de 1 dans le sens
négatif si # = 7/2 modulo 27, dans le sens positif si § = —7/2 modulo
2,

o la spirale logarithmique d’équation polaire
It] = e(l/ tanf) argt
dans les autres cas; cette spirale a pour origine 1, pour extrémité 0 si
6 € |—7/2, 7/2[ modulo 27 et pour extrémité co si § € |7/2, 37/2]

modulo 27 ; en chaque point, le rayon vecteur et la tangente font 1’angle
6.

Pour 6 € R et € > 0, on pose

Yse = U Sy .
|6-6|<e

C’est un ouvert de la surface de Riemann du logarithme, sur lequel la
fonction In¢ est définie. On note

:5,5 = {50 € 0(26,5) |
)3A>0,C>0,|e@)| <Cll—t}, ¢ prés de 1

i) 3R >0, C' >0, |p(t)] < C'eP0Y, nt prés de oo}
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et

1 1
Mj = U M;j, .
e>0

L’addition, la convolution multiplicative (définie par

p1* p2(t) = /tl p1(u)p2 (%) du

u

ot I'intégrale est prise sur I’unique spirale de 5, joignant ¢t € X5, a 1) et
la multiplication par —Int font de cet ensemble une algebre différentielle
isomorphe par ’application

T = p(t) — ¥(n) = p(e™")

a ’algébre différentielle

Ls = U Lse
e>0

ou
Lse = {6 € O(Va) |
)3A>0, C>0n, |6(m)| < Cla|*™", n pres de 0
i) IR>0,C >0, |¢(n)| < C'eME 5 pres de oo}

qui est une algebre différentielle pour 1’addition, la convolution additive et
la multiplication par 7.

Les algebres différentielles Bs et Lgs sont isomorphes par les applications
Bs (transformée de Borel) et Ls (transformée de Laplace) dont nous
rappelons maintenant la définition.

1) Si F(€) € BsR,e, la formule
1 de
v = BsF) = 5 [ @

ou le contour ¥ a la forme ci-dessous et est choisi de sorte que
sur les deux segments de droite (tracés dans Vj,.) on ait 7/2 <
|arg & — argn| < /2 + ¢, définit une fonction holomorphe dans V.
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La fonction ainsi définie appartient & Lsc. Plus précisément, si

|F(£)| < C‘El)‘ (A > 0) sur ‘75,3’5, alors Ve’ < ¢, il existe une constante
K(R,¢,¢’) telle que sur Vs o on ait

|BsF(n)| < K(R, ¢ s’)C'llA:elnl/R.
- o ()

2) Si ¥(n) € Ls., on définit
eie

F(€) = Lp(€) = /0 T ey dy

ol § € ]6—¢,864 €[ est choisi de sorte que |argé — 8| < 7/2.
La fonction ainsi définie appartient & Bs g . pour un R > 0. Plus
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précisément, si |1/)(7])l < Clnl)‘_l ell/B (X > 0) sur Vs, alors
VR < Ret Ve < ¢, il existe une constante K(R, R',¢,¢’) telle que

sur la réunion pour |§ — 6| < &’ des disques d’axe 6§, de diamétre R’
dont le bord passe par 0 on ait

|Cs6()| < K(R, R, e,")CT(W)|e| .

Ces opérations sont inverses 'une de ’autre et, localement, ne dépendent
pas de 6.

Les opérateurs
M_s=J 1oBsoZ: M_gs — Mj

et
M%=Z—10£50JZMS—>M_5

constituent des isomorphismes inverses I’un de I’autre qui coincident lorsque
cela a un sens avec les opérateurs M et M’ définis précédemment.

Les affirmations suivantes découlent des définitions et résultats ci-dessus.

1) Si p(t) € My, alors
Mip(z) = / " 1p(t) dt
So

ot la spirale S est telle que |0 —§| < ¢ et |arg z+6| < 7/2. La fonction
Mo appartient & M_s g . pour R > 0 convenable (dépendant de ®).

2) Si f(x) € Mg R, alors
1
Msf(t) = EL t™% f(z)dz

ou le chemin Cgs dessiné dans Ws g . a ’allure suivante :
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-

_——— e m e ——————)

(Cs est choisi de sorte que sur les deux demi-droites on ait 7/2 <
|argz + 0| < w/2+csit € Sp).

La fonction M f appartient & M' . Le lemme suivant précise cet
énoncé, en traduisant le résultat rappele précédemment.

LEMME 7.— St |f(:c)] < C/I:c|’\ (A >0) sur /I/I75,R’5, alorsVe' < ¢, il
eziste une constante K(R,¢,¢’) telle que sur £_g .1 on ait

A—1
|Msf(t)| < K(R,e, e:)C’| (l ) (Rlnt|
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3) La classique formule intégrale définissant la fonction “béta” a pour
conséquence : si p(t) = (1 — t))‘_1 (A >0), alors :

esid e ]|—n/2, m/2[ modulo 27,

L(z)T(Y)

Mip(z) = T(z+ )

qui est égal a nlz= [+ 6 X =n 41,
esiée]n/2,3r/2] modulo 2,

L(=z)I'(})
! —
o29(2) = T 1)

qui est égal a (—1)n+1n! eIt} sid=n+1.

Inversement un calcul de résidus donne pour § € ]—7/2, 7/2]
modulo 27,

-0 _ 17, @),
T 2ir e, Ta+»

On en déduit, pour § € ]7/2, 37/2[ modulo 27, la formule
A-1
(1—l :F(,’\)/ e LED g,
t 2 Je, T(—z+A)

4.2 Développements asymptotiques

Les résultats suivants relient I’existence d’un développement asympto-
tique en 1 de ¢ & celle d’un développement asymptotique en série de facto-
rielles ou de rétrofactorielles de f lorsque o et f sont transformées de Mellin
I’une de l'autre.

LEMME 8.— Soient 6 € R et o(t) une fonction définie sur Sy. On
suppose qu’il existe $ € My, (0u 0 < |0 — 8| <¢) telle que :
1) la restriction de ¢ @ Sp est p,

2) la fonction ¢ admet au point 1 la série ¢ = Y sqan(l — t)n_l
pour développement asymptotique (resp. développement asymptotique
Gevrey s) dans Us, . (0 <7 <1).
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Alors la fonction

f@) = [ o e

est holomorphe dans W_o r,x/2 (R >0 donné par le comportement en 0 de
¢) et

esi 0 € |-7/2, /2] modulo 27w, f admet la série de factorielles
f= M lgo pour développement asymptotique (resp. développement
asymptotique Gevrey s) dans W_g,Rx/2:

esi € |7/2,37/2[ modulo 27, f admet la série de rétrofactorielles
f = ﬁ— ¢ ot p = Ip, pour développement asympiotique (resp.
développement asymptotique Gevrey s) dans W_gRx/2-

Démonstration. — On voit sans peine que f(z) est définie holomorphe
dans W_g R /-

Traitons d’abord le cas § € ] —7/2, 7/2[ modulo 27. Sans restreindre la
généralité on peut supposer |0| < 7/2.

Pour N € N~ posons fn(z) Zn— an(n — )z~ [n] et en(t) =

Snci an(1=1)""". Alors pour @ € W_g vz, fn(x) = [5, 1" Lon(t) dt
et donc

|f(z) - fn(z)| =

[ 7 o0 - en0] at| < 1+ 1

ou

_ -1 _
L= /5 R ORS00

L= / 171 o) — on(0)| |dt]
Sen{|t|>p}

avec0<1l—-r<p<l.
Sit € Sy, alors

_ |4|1+itand _ |,1(1/cosb)e’®
= e < g
et donc , si z = |z| e, on a

[t%| = lt||x|(cos(9+w)/cos 6)
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D’autre part Sg N {|t| > p} C Us . pour p assez proche de 1 et pour tout
¢’ tel que |§—6| < &’ < €. Pour tout ¢ € SN {[t| > p} on peut donc majorer
dans le cas Gevrey s (I’autre cas se traite sans tenir compte de la fagon dont

les constantes dépendent de N) |<p(t goN(t)| par C, s (N’ A, 5,!1 t|

Le changement de variable t = p(1t+itan6) conduit &

I2SC7',5( ) A

re!

1
/ (cos(€+w)/cos€)|x|—1|1 144 ta.nt9|N
v — v
cos f

Au voisinage de 1, on peut écrire :
pl¥itant — (1 _ (1 - p)) 2 = 1 _ (1 4 itan)(1 - v) + O((1 - v)?).

Si donc K > 1/ cos#, alors en choisissant p assez proche de 1, on obtient la
majoration

1,(cos(ts' +w) Iz I)

K cos @

s+1
I; < Cror(NY) Are'(wsg)NH F(E’S_("_Jr_ﬂ| |+N+1).
OS

®3)

Mais si, pour & > 0 fixé (o < 7/2),z € W_&R’,,/Q_a, alors jw+0| < 7/2—a
et cos(f + w) > sina donc

sin & < cos(f + w) 1

cos@ — cosf ~ cosB’

Si k = min(cos #,sin a), pour tout entier j, on a

klz + j| < sinalz|+ jcos b < cos(f + w)|x|+ jcosb.
On adonc Vz € W_Q,R’r/z_a,
F(cos(t9 +w) 33[)

1 — woe(7 +c3§,(9 < p—(N+1) Ix—[N+1]| )
(cos 6) F(————OS |z|+ N + 1)

Cette inégalité combinée avec la majoration (3) donne pour l'intégrale I
une majoration de la forme cherchée.

Dans lintégrale Iy on fait le méme changement de variable ¢ =
v(1+itand) [hypothése |p(t)| < C'efl2t se traduit en

‘<p(v1+itan9)l < CIU—R/ cos 8
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puisque sur Sy, Int = (1 + itanf)Ilnv et donc |Int| = —1/(cosf) Inv
(v < 1). Comme ¢ est un polynome en ¢, on peut en changeant éventuel-
lement la constante C’ utiliser cette méme majoration sur tout ’intervalle
v € ]0, p] (et la constante obtenue ne dépend pas de p). On peut alors
écrire ,

L <

P
/ plcos(8+w)/cosb) |z|—R/(cos ) -1 dv .
0

cos f

Cette derniére intégrale, qui est convergente dans le demi-plan W_o.rx/2>

vaut a constante prés
p(|z|cos(0+w)—R)/cost9

|| cos(f +w) — R

quantité qui tend exponentiellement vers 0 quand £ — oo dans W_o R x /2
ce qui achéve la preuve dans ce cas.

Pour traiter le deuxieme cas, on remarque que, lorsque t décrit Sp, u = 1/t
décrit Sp4 . Le changement de variable u = 1/t dans 'intégrale raméne donc
au premier cas avec —z au lieu de z et la fonction ¢(1/t). D’aprés le lemme 6,
cette fonction admet au point 1 le développement asymptotique Z ¢ et le
caractére Gevrey s est conservé s’il y a lieu. Le deuxiéme cas devient alors
conséquence du premier & ’aide de la formule (—z)—[n] = (—1)":0_{"}. O

PROPOSITION 6
1) Soient 6 € R, e >0 et p(t) € M}, admettant au point 1 la série $ =

Y1 an(l— t)n—1 pour développement asymptotique (resp. développement
asymptotique Gevrey s) dans Us, . (0 <r < 1). Alors,

e dans le cas D, la fonction Mggo admet la série de factorielles f =

ﬂ—lgb pour développement asymptotique (resp. développement asymyp-
totique Gevrey s) dans /W—E,R,s pour R > 0 convenable (dépendant de
®),

o dans le cas G, la fonction Mggp admet la série de réirofactorielles

- AN -

1 .
f =P ¢ oi g = L, pour développement asymptotique (resp.
développement asymptotique Gevrey s) dans W_sRre pour R > 0
convenable (dépendant de @),

e dans le cas DG, la fonction Mip admet le couple (//M\_l o, 72-14,5)
ou ¢ = Zp, pour développement asymptotique (resp. développement
asymptotique Gevrey s) dans w_g’R’s pour R > 0 convenable (dépen-
dant de ¢).
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2) Soit f(z) € MsRr,e-

e Dans le cas D, on suppose que f admet f = >on >1 anz~ " pour
developpement asymptotique (resp. développement asymptotzque Gevrey
s) dans WgRs Alors la fonction Mgf admet la série ¢ = M f pour
développement asymptotique (resp. développement asymptotique Gevrey
s) au point 1 dans U_s, . ot r vérifie :

0<r<1—e2r/tane,

e Dans le cas G, on suppose que f admet f = Yo >1 bpz—1n} pour
developpement asymptotique (resp. développement asymptotzque Gevrey
s) dans WgRE Alors la fonction Msf admet la série ¢ = ZoP f pour
développement asymptotique (resp. développement asymptotique Gevrey
s) au point 1 dans U_g, . ot r vérifie :

1 — ¢—27/ tane

0<r<—————2_e_27r/tan€.

e Dans le cas DG, on suppose que f admet le couple (f =3 > anz~" ,

Rf) pour développement asymptotique (resp. développement asympto-
tique Gevrey s) dans W&RYE. Alors la fonction Mgsf admet la série
P = MA_f = lo’éoRf pour développement asymptotique (resp. dévelop-
pement asymptotique Gevrey s) au point 1 dans U_s, . pour0 <r <1
convenable.

Démonstration. — Le premier point se démontre a partir du lemme 8
par un argument classique de prolongement analytique.

Etablissons le deuxiéme point (cas Gevrey s) dans le cas D. Sans
restreindre la généralité on peut supposer 0 < ¢ < 7/2 — |6].

On remarque que si, pour N € N* fixé,

N (1 _ t)n—l
InE) =Y ane et oy(t) = 2 ey
n=1 ’

alors o (t) = M fn(t) et donc
p(t) = en(t) = M'(f = fN)().
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Fixons o < €. Par hypothése VR’ > R et Va < ¢ < ¢, il existe
des constantes positives Crier et Api o telles que dans Ws R e on ait
|£(@) = fn(@)| < Crior (NY)*TLAR, i [o=(NH1).

Pour tout entier j, si Rz > 0, alors |z + j| > |z] et si Rz < 0, comme
x € W&Re' ona|argz| < w/2+¢ +|6| < m,d’ou |z+j| > |:c|cos(5 +16]) >
|| cos(e + |6]). On en déduit la majoration, valable dans W5 Rle

AN
3 L (N R, —(N+1)
17) = v @) < Cpret (W)™ gty Jel :

Le lemme?7 fournit alors la majoration suivante : il existe une constante
K(R',¢',a) telle que dans £_ ,,

A N+1
_ » (v AR N-1 R/|int]
let)—en(t)] < K(R',¢',@)Cprer (V) (COS(E +|5|)) LU

Cette majoration est en particulier valable dans U_srqa, mais dans ce
secteur la fonction Int/(1—t) e®'I'2tl est bornée, ce qui conduit au résultat.

Pour traiter le cas G, on remarque que la fonction f(z) = f(—z) vérifie
les hypothéses du cas traité ci-dessus avec § + 7 au lieu de é et on utilise
la relation Mg, . f=eQ /t) si ¢ = Msf. On conclut alors en utilisant le
lemme 6 et en remarquant que U* =U_§rpe-

—b—m,r\e

Le cas DG se traite en considérant séparément la partie de W& R,e Située
dans le demi-plan Rz > 0 et celle située dans Rz < 0 pour lesquels on
utilise les cas précédents. Le fait que les fonctions de ¢ obtenues se recollent
est une conséquence de la formule M4, f = p(1/t) si ¢ = Mgf puisqu’il
s’agit d’une méme fonction f. O

COROLLAIRE 1.— Soit f € Msp,., admetiant pour développement
asymptotique Gevrey s dans V/I?g’Rys

o la série de factorielles 0 si on est dans le cas D;
o la série de rétrofactorielles 0 si on est dans le cas G ;

o le couple (0,0) si on est dans le cas DG.
Sie >ms/2, alors f = 0.
Démonstration. — D’aprés la proposition 6, la fonction M f est asymp-

totique Gevrey s a 0 dans un secteur d’ouverture 2¢, donc nulle dés que
2e > ws. O
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5. Sommabilité

5.1 Fonctions f-plates

DEFINITION 7.— Une fonction f holomorphe dans Ws g . est dite f-
plate (resp. f-plate au sens Gevrey s) dans Ws g . si elle y est asymptotique
(resp. asymptotique Gevrey s) :

o i la série de factorielles O si on est dans le cas D;

o d la série de rétrofactorielles 0 si on est dans le cas G;

e au couple (0,0) si on est dans le cas DG.

LEMME 9. — S: f est holomorphe dans W&,R,s et y admet un développe-
ment asymptotique en série de factorielles (cas D), de rétrofactorielles (cas
G) ou mizte (cas DG), alors f appartient @ Mg.

Démonstration.— Si 0 < a < ¢ et R > R, pour z € W&,R',a on
a | f(:c)| < C/|z|, comme il découle de la définition d’un développement
asymptotique avec n = 1. Ceci montre que f appartient & Mg g/ o (avec
A =1),donc a Mg.O

Ce lemme permet de reformuler le corollaire 1 en les propositions ci-
dessous.

PROPOSITION 7.— St f est f-plate au sens Gevrey s dans /VI?&R’s et st
€ > ws/2, alors f = 0.

On déduit également de ce lemme et de la proposition 6 une caractérisa-

tion des fonctions f-plates sur les “grands” secteurs.

PROPOSITION 8. — Soit f une fonction holomorphe dans /Wé,R,si alors

f est f-plate (resp. f-plate au sens Gevrey s) dans W, st et seulement
6,R.e

st f = Mggo ot  est plate (resp. plate au sens Gevrey s) dans U_s , ., pour

0 < r <1 convenable.

5.2 Les fonctions fi ,

Soient k > 0 et @ = |a|e!* € C. La fonction ¢ 4(t) = e=e/(1=t)
appartient a M;/k . pour € < m/(2k) et est asymptotique Gevrey s a 0 pour
tout s > 1/k. La fonction fi o(x) = M:J/kgok’a appartient a M_, /x . et est,
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si s > 1/k, f-plate au sens Gevrey s sur /W—a/k,ﬂ,ei d’apreés la proposition 7;
c’est le prototype des fonctions f-plates au sens Gevrey sur les “grands”
secteurs. Le théoréme suivant précise le comportement asymptotique de ces
fonctions.

THEOREME 2. — Soient k > 0 et a = |ale™®.
Si x vérifie |a/k + argz| < (7/2)(1+ 1/k), alors quand |z| — oo,

1/2
2 (ka) '/ (F+1)
P -1/(k
fk,a(l‘) =€ (.’L‘) (—k—-'T_ (1 + O(l’ 1/( +1)))
ot
P(z) =
k
- 1 1/(k+1) _k/(k+1) _ (ka)/ 1) f1—j/(k41) _ _ O
= (1+k)(ka) z jz—:zdj(ka) z P
avec ) ] ) )
== (9__J_ R U T D
=5 (2~ r51) (5~ 53) (-1-5h)
Démonstration. — On étudie ’intégrale par la méthode du col.

La partie dominante de la fonction intégrée peut s’écrire eP=(t) on
ps(t) = zlnt—a/(1 — t)*, fonction dont la dérivée s’annule pour les valeurs
de t telles que

P
Qo ke @)

Posons |z| = p et argz =w. Pour m =0, ..., k, soit

1/(k+1
i, = (’“_lf_|> R Ie——

Quand p — oo, on a wy = O(p~Y(*+1) La fonction ¢1/(F+1) ¢tant
analytique au voisinage de 1, I’équation (4) permet d’exprimer les k + 1
cols sous la forme 1 — ¢, = Zn>1 cpwy, o ¢ = 1 et la série converge.
L’argument de 1 —t¢,, est donc voisin de celui de wy, et, si p est assez grand
et lw+a/k| < (7/2)(1+1/k), to est le seul col appartenant & Uy /k » r/(2k)-
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Posons t{, = 2tg—1, de sorte que le col ¢g est le milieu du segment [, 1].
Le théoréme de Cauchy permet d’écrire fj, ,(z) = I;(z) + I2(z) ol

1
Li(z) =/ t~1ePs() gt

!
tO

I)(z) =/t"s =1 e=a/(1=1)" g4y |
06

(la premiére intégrale est prise sur le segment [t(, 1], dans la deuxiéme on
peut choisir un 6, avec |0 < 7/2, localement indépendant de w).

On étudie successivement ces deux intégrales.

Dans I;(z) on effectue le changement de variable ¢ = to + (1 — to)u qui
permet d’intégrer sur le segment [—1, +1] une fonction présentant un col
en 0:

+1

Li(e)=(1- to)/ (1 = to)yu + to)*~ e~/ (A=) (1-w)*) gy,

En tenant compte de la relation a/(1 —t)* = 2(1 —1o)/(kto), on peut
écrire cette intégrale sous la forme :

+1 - -1
PRACED (1 + 1 tou) du

Il(x) =(1- to)tg—l /

_ to
ou
E(u,z) = .rln<1+ 1-% u) - :L'—l—_to—k
to kto(l—u)
:L'(l —to) -1 .’L‘(l —to)n u”
:——t—— —-U+—~——k —Z(—l)n t—n_
0 k(l—u) 7’L22 o n

Le terme dominant est s = z(1 — #p)/to, qui est un O(pk/(k+1)) et que
’on prend comme nouvelle variable. On a donc ¢ = z(s) = O(st1/k),
L’intégrale devient

+1
L(z) = (1 -t} / e= s +(559) 5 ) du
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avec 1
pu) =—u+ —————
) k(1 - u)F
YO
oW =3 ()" =
n>2 ne s)
1

La fonction p a une dérivée strictement positive sur [—1, 0[ U ]0, 1].
Elle vérifie p(0) = 1/k, p'(0) = 0 et p"(0) = k + 1.

On a Rsp(u) > 0 (nulle seulement en u = 0) sur le chemin d’intégration
pour tout x tel que |argz| < (1 + 1/k) (7/2).

La série qui définit r(s,u) est convergente, uniformément en wu
[-1, +1] (pour p assez grand). Pour tout n > 2, on a s"/z""!
O(sl ("‘1)/’“) Donc, pour une constante Cy convenable, on a |r(s u)|

C||1 1/k2

IAN I m

Enfin, il existe une constante Cs telle que
-1/k
la(s,w) = 1] < Cas| ™*}ul.

On est dans les conditions d’utilisation du résultat de [15, pp. 326-327] qui

donne ,
1/(k+1)\ 1
Il(:l:) = el‘[hlto—(l—to)/(kto)] (_QW(IC:)-*_ - ) %

—1/241/2(k+1) 1
m (1+0 (em))-

Pour étudier le comportement du terme dominant (exponentiel), on utilise
la formule de Lagrange. La fonction h(v) = In(1 — v) — v/(k(1 — v)) est
analytique au voisinage de v = 0 et g(0) = 0. Comme v = 1 — #g est la
solution de I’équation wo = v/(f(v)) avec f(v) = (1 — v)l/(k+1), qui est
analytique au voisinage de v = 0, le théoréme de Lagrange affirme que
g(1 — to) est somme de la série convergente »_ ~; dywg ol

n—1
d = s (W) ()™
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Puisque A'(v)(f(v))" = —(1 - v)n/(k+1)—1 —1/k(1 - v)n/(k+1)—2’ on
en déduit la valeur de d,, indiquée dans I’énoncé. En particulier le terme

dominant est
e—(1+1/k)(ka)1/("H)x"/(“*l) .

On montre maintenant que ’intégrale I, est négligeable devant I;. Le
changement de variable ¢ = tju permet d’écrire

I(z) = th” / w1 o/ (1=thu)* gy

[

Pour p assez grand, la fonction e=2/(1=t%)* et bornée sur Sy. Si M en est
un majorant, en effectuant le méme calcul que dans la démonstration du
lemme 8, on obtient

s 1t

BN ey

On étudie tp® = eIn(1-2(1-%)) comme ci-dessus : le terme domi-

nant est e~ 2(ka)!/ DA 1 rapport |Iz(1:)/I1(a:)| se comporte donc

_(1_1/k)(ka)1/(k+1)zk/(k+1)

comme e et est donc exponentiellement décrois-

sant lorsque ¢ — oo dans Wa/k,o,w/(zk)' o

La fonction fi () est solution de I’opérateur aux différences d’ordre
k+1:
g 4+ (1) ak(6+1).

Le 6-polygone de Newton de cet opérateur tel qu’il est défini dans [4] a une
seule pente (# 1) égale & k/(k + 1).

Le résultat suivant précise le rapport entre la f-platitude Gevrey dans
les “grands” secteurs et les fonctions f, , introduites ci-dessus.

PROPOSITION 9.— Soit f une fonction holomorphe et f-plate au sens
Gevrey s dans Ws g .. Pour ¢ € W5 R ., on pose x = |z|e'” et on suppose
w fizé. Il existe a >0, M > 0 et 6 € R tels que cos(§ + w)/(cosf) > 0 et

2] cos(6 + w) — R) '

cosf

lf(x)| < Mfl/s,a (
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Démonstration. — Dans le cas D on peut trouver un 6 vérifiant la
condition indiquée, tel que |#| < 7/2 modulo 27 et pour lequel

f(z) = /S -1 p(t) dt

ol ¢ est Gevrey s-plate dans U_gre- Le changement de variable ¢ =
pltitand permet d’écrire

1 . .
f(x) - /0 rz(1+zta.n€)—1so(rl+zta.n€) dr.

La caractérisation des fonctions plates au sens Gevrey s permet d’obtenir
une constante a > 0 et une constante K > 0 telles que sur le segment [p, 1]
(r<p<l,

lsa(r1+ita.n€)| < Ke—a/(l_r)lls '

En combinant cette majoration et celle qui traduit le comportement de ¢
au voisinage de 0, on obtient I’existence d’une constante M > 0 telle que
sur le segment ]0, 1],

lso(rl+ita.n€)| < Myr—Rlcosb j—af(1-1)}/¢
d’oti I’on déduit la majoration annoncée puisque
.1:(1+z'tant9)| - rlx|cos(6’+w)/cos€

|r

Le cas G se traite en changeant ¢ en —z et dans le cas mixte on utilise I>une
des deux méthodes précédentes suivant la direction w. O

Le lemme suivant, application directe du lemme de Watson, explicite la
dépendance en a de la fonction fi 4.

LEMME 10.— Soient k > 0 et a = |a|e™®. Si x vérifie

|g+ar :cl< z 1+l
P k)’
alors quand |a| — oo,

fra(@) ~ T(@)(ka) ™ e
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5.3 Séries de factorielles f-sommables

DEFINITION 8.— Soit f une série formelle de factorielles et f = Rf
la série de rétrofactorielles correspondante. Soient s > 0 et 6§ € R. On dit
que f est s-f-sommable dans la direction & s’il existe R > 0, € > ms/2 et
fs € Mg R tels que dans W&,R,s: la fonction fs admet pour développement
asymptotique Gevrey s :

o la série de factorielles f, st on est dans le cas D,
o la série de rétrofactorielles f, si on est dans le cas G,
e le couple (f, f) si on est dans le cas DG.

La fonction fs s’appelle alors somme de la série f dans la direction 6.

Cette définition est 1égitimée par le corollaire 1 qui assure ’unicité de la
somme si elle existe.

En utilisant la définition des séries de puissances s-sommables dans une
direction ([11] ou [16]), on peut finalement résumer les résultats établis ci-
dessus en un théoréeme.

THEOREME 3.— Sotent s >0 et § € R.

1) Sila série de factoriellesf est s-f-sommable dans la direction é, alors
la série ¢ = ﬂf est s-sommable dans la direction —6. De plus, st fs
désigne la somme de f dans la direction 6 et p_g la somme de ¢ dans
la direction =6, on a p_5 = Mgfs.

2) Si la série formelle ¢ de puissance de (1 —t) est s-sommable dans
la direction § et si sa somme dans la direction 6 se prolonge en une
fonction pg € Mg’e, alors la série de factorielles f = ﬂ—lgé est s-f-
sommable dans la direction —&. De plus, st ps est la somme de ¢ dans
la direction § et f_g celle de f dans la direction —§, on a f_g = Mips.

Rappelons qu’une série de puissances de (1 — t) est dite s-sommable si
elle I’est dans toute direction de C sauf un nombre fini (les directions sin-
guliéres). On convient d’adopter les mémes définitions dans le cas factoriel.
Le théoréme 3 admet le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.— La transformée de Mellin formelle d’une série de
factorielles s-f-sommable est s-sommable. Les directions singuliéres sont
opposées deuz a deuz.
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6. Sommabilité des séries solutions
d’opérateurs aux différences

La proposition suivante explicite ’usage que 1’on peut faire de la transfor-
mation de Mellin dans la recherche de “vraies” solutions d’une équation aux
différences a coeflicients polyndmes.

ProPOSITION 10.— Soit

A=T> s,

1=0 5=0

un opérateur aur différences d’ordre v et de degré q; ce qui veut dire qu’il

existe trois indices jo, jr et iq tels que B, # 0, Brj, # 0 et Bigq # 0.
Sotent 6 € R (6 # 7/2 modulo 7), € > 0 et ¢ une fonction telle que pour
J=0,...,¢-1, 90(3) € M’ . On suppose que les dérivées jusqu’a lordre
g — 1 de ¢ ont une limite Iorsque t — 1dans Us,. (0 < p<1)et, pour

k=0, .. -, 4—1, on pose £ =lim;_,; go(k)(t). Alors il existe R > 0 tel que,
pourz € W_sp ., on ait

A(Mjp)(z) = M5(D(9)) (2) + Qap(z)

ou D= M\(A) et QA est le polynéme de degré ¢ — 1 (au plus)

q
Qallo, br, -, o135 2) = Y (1) My My(e)
k=1

avec
g min(j—k,r)

M (z) = Z Z (7 = k) B3 (2 + 5) BRI

qui est un polynéme de degré ¢ — k (au plus).

Démonstration. — La prop051tlon 6 montre que la fonction f = M/, s est

définie holomorphe dans w_ §,R,e- Des intégrations par parties permettent,
en tenant compte du comportement en 0 (si 6 € ] —n/2, n/2[ modulo 27)
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ouen oo (si § € |7/2, 37/2[ modulo 27) de ¢ et de ses dérivées, d’obtenir
la formule suivante :
J
= k-1 ' G
Vo€ Wospre, (2);£(@) = D (-1) ooy (o+k);_+(=1)" M5 (¢ 1))
k=1

Le résultat se déduit alors de la proposition 3 et de la formule :

0 sit>]

‘5i(<“>j> = @)z +i);_; = { (j)i(z+j)_[i'j] sii<j -

LEMME 11.— Soient A € ([z, 7] un opérateur de degré q et f =
Y on>1 anz~[" une série formelle de factorielles. Alors

A(f) =Qa (ala —az, ..., (—1)k_lak, ceey (—l)q—laq; :c) +g

ot § est une série formelle de factorielles.

Démonstration. — Par linéarité il suffit d’établir le résultat pour A =
6’<x)j. Dans ce cas
0 sit>j
J

1

Qa(a1, a2, ..., ag;z) = (=1 e (G- k), (e +5) D s i< .

Eol
fury

Or (2);(z1) = T(z + j)/(T(= + k)) et

e si k> j, c’est la série de factorielles obtenue a ’aide de la formule de
translation appliquée a (z + j)—[k—.]]’

e si k < j, c’est le polyndme de degré j — k égal & (z + k>j—k‘

En utilisant la formule qui termine la démonstration de la proposition 10,
on en déduit le résultat annoncé. O

COROLLAIRE 3.— Soient f une série formelle de factorielles et P =
M f. St vérifie les hypothéses de la proposition 10 et admet la série ¢ pour
développement asymptotique au point 1 dans Us, . et si A(f) est une série

formelle de factorielles, alors, il existe R > 0 tel que, pour x € W_s g ,

A(Mip)(z) = M5(D(p))(2) .
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Démonstration. — L’existence pour ¢ d’un développement asymptotique
au point 1 implique que les dérivées de ¢ ont une limite quand ¢ — 1
dans Us, ., et que lim;_,y go(k)(t) = klbgyy si ¢ = 3 psobryr(t — l)k.
Or la définition de la transformée de Mellin formelle entraine by, =
(—l)kak_H /k!. Le résultat se déduit alors de la proposition 10 et du
lemme 11. 0

6.1 Solutions f-plates

Le résultat qui suit est ’analogue d’un résultat classique dans le cas
différentiel ([3] par exemple). Il montre que pour les solutions d’équations
aux différences, les solutions plates (au sens ordinaire) sur un “grand”
secteur sont Gevrey s-plates pour un s convenable.

PropPOSITION 11.— Soit A € Clz, 7] un opérateur auz différences
dont on suppose que le §-polygone de Newton, Ns(A), a au moins une pente
strictement comprise entre 0 et 1. Soit f une fonction f-plate dans W&,R,s
telle que A(f) = 0. Pour z € W&,R,s; on pose & = |z|e™ et on suppose w
fizé. Il existe a >0, M > 0 et 6 € R tels que cos(d + w)/(cos8) > 0 et

|f($)l < Mfl/s,a ('x|cos(6+w) _ R)

cos

avec s=1/p—1 o0t p (0 < p< 1) est l'une des pentes de Ng(A).

Démonstration. — D’aprés la proposition 8, f = ggo ou ¢ est plate
dans U_g .. Le corollaire 3 montre que ¢ est aussi une solution de D(¢) = 0
ouD = J(/l\(A) Le lemme 2.1 de [3] donne une majoration de ¢ qui permet
de recopier la démonstration de la proposition 9. Le lien entre la valeur de
s et les pentes de Ns(A) est une conséquence de la proposition 4 de [4]. O

6.2 Opérateurs faiblement réguliers

DEFINITION 9. — Un opérateur A € Clz, 7] est dit faiblement régulier
st 0 et 0o sont des points singuliers réguliers de D = M(A).

D’apreés [4], le point co est singulier régulier pour D si et seulement si le
T-polygone de Newton de A a une seule pente égale & 0. On voit facilement
que cette condition s’exprime, si A =3"7_ ;1-___0 Bi 6’<:c>]. est de degré r
et d’ordre ¢, par Br4 # 0. En 0 la condition s’écrit vald;(t) > valdy(t) pour
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7J=0,...,qoud;(t) = (—1)j S 0Bt — l)i. Elle est sirement assurée
si ST_o(=1)"Big #0.

PROPOSITION 12.— Soient A € C[z, 7] un opérateur faiblement
réqulier, g une fonction holomorphe d Iznﬁm telle que g(o0) = 0 et f une
série formelle de factorielles telle que A(f) = g. Si la série ¢ = Mf est
s-sommable dans la direction 6 € R, alors la somme de ¢ dans la direction
6 se prolonge en une fonction ps appartenant a ngs (e > ms/2). De plus la

série f est s-f-sommable dans la direction —6. Sa somme dans la direction

—8, f-5 = Mjps, vérifie A(f_s) =

Démonstration. — Comme g est holomorphe dans |z| > A (A > 0) et
sans terme constant dans son développement en série, elle est développable
en série de factorielles convergente dans ) et ¢ est solution de I’équation
différentielle D(¢) =y ou D = M (A)ety= M g est une série convergente
au voisinage de 1. Comme pour tout § € R, g appartient & My, la fonction v
se prolonge en une fonction appartenant a ﬂeye Mg’ .- L’hypothése de faible
régularité faite sur A, implique alors que la somme @5 de ¢ se prolonge
également en un élément de Mg’ . (il faut en principe exclure les valeurs de
6 telles que S5 contienne 'un des points singuliers de D, mais dans ce cas
il suffit de prendre une direction voisine (la propriété de sommabilité dans
une direction est une condition ouverte). Le théoréme 3 affirme alors que f
est s-f-sommable dans la direction —6 et que sa somme est f_s5 = Mjps.
Le corollaire 3 montre que f_s est solution de A(f_g) = My =g¢.0

En combinant le raisonnement précédent et la propriété de multisom-
mabilité [3] des solutions d’équations différentielles, on obtient le résultat
suivant.

THEOREME 4. — Soient A € C[z, 7] un opérateur faiblement régulier
et sotent p; < pa < ... < py les pentes du 6-polygone de Newton de A. On
suppose £ > 1 et p1 > 1/3. Soit g une fonction holomorphe d U'infini telle
que g(oo) = 0 et f une série formelle de factorielles telle que A(f) = g.
Il eziste alors un ensemble fini & = {6;|i=1---N} C [0, 2n [ tel que
Vé € R tel que dmod2r € X, il existe £ séries formelles de factorielles fz
(i=1---L) telles que :

1) la série f; est Gevrey d’ordre s; = 1/p; — 1,
2) A(f;) = qi() + §; o g; est un polynome de degré ¢ — 1 au plus et g;

est une série formelle de factorielles Gevrey 0,
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PR YRS £
‘9) f Ez_l fi’ g= Ei:O 9i et Ei:O q’l(‘r) = 0}
4) la série p; = _.K/i_:f, (i=1---£) est s;-sommable dans la direction —§ ;
on note ¢; _s sa somme dans cette direction,

5) la fonction Zle ©;,—¢ est la multisomme dans la direction —6 de la

série multisommable $ = ﬂf, elle se prolonge en un élément p_s
appartenant ¢ M’ ;_,

6) la fonction fs = M’ sp_s vérifie A(fs) = g.

Démonstration. — La série ¢ vérifie I'équation différentielle D(¢) = v
ou D = M(A) et v = .M g est une série convergente au voisinage de 1.
Donc ¢ est multisommable et, d’aprés le théoréme 4.1 de [3], compte-tenu
de la relation entre les pentes de Na(A) et celles de N1(D) (cf. [4]), il existe
un ensemble fini —X = {—6;, —62, ..., =6} tel que si 6 € £ (mod27), la
série ¢ se décompose en une somme ¢ = Zle @; ou @; est s;-sommable
dans la direction —6 et D(p;) = 7; € C{1 —t}. Pour i = 1-.-¢, la série
formelle de factorielles f; = ﬁ —lgbi est Gevrey s; et, d’aprés le lemme 11,
vérifie A(f;) = ¢; +9; , ol ¢; est un polynoéme et g; une série de factorielles.

La proposition 4 montre que g; = ﬂ"l,ﬁ et est donc Gevrey 0. Les autres
affirmations de I’énoncé s’établissent comme dans la proposition précédente
en utilisant le prolongement analytique de la multisomme de ¢ dans la
direction —é. O

Remarque 4

1) Comme dans le cas différentiel, la décomposition en somme obtenue
dans le théoréme précédent n’est pas unique et peut dépendre de la
direction 4.

2) La restriction p; > 1/3 vient de la restriction s < 2 qui permet
de considérer des secteurs de C et est nécessaire pour utiliser la
caractérisation de la multisommabilité en somme de séries sommables
d’ordre différents. On peut se ramener & ce cas par un éclatement dans
le plan des t, de la forme 1 — ¢ = (1 - u)w‘ On peut aussi utiliser la
définition de multisommabilité en termes d’accélération proposée par
J. Ecalle et J.-P. Ramis. Nous avons préféré 1’énoncé ci-dessus a cause
de sa simplicité.

Il existe plusieurs formules intégrales exprimant la multisomme d’une
série multisommable dans une direction. Ces formules sont identiques dans
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le cas des séries s-sommables : elles utilisent une transformation de Borel
formelle suivie d’une transformation de Laplace. Plus précisément, on
trouve dans [1] la caractérisation suivante : si ¢ = > 5qbn2" est s-
sommable dans la direction d, alors sa transformée de Borel formelle
d’ordre s définie par Bsp(u) = u~l/s EnZl bpu™/T'(sn) est une série
convergente au voisinage de 0 (le rayon de convergence est donné par l’ordre
précisé de @) qui se prolonge analytiquement en une fonction g(u) définie
dans un secteur {|argu —-d| < a}, a croissance au plus exponentielle
d’ordre 1/s dans ce secteur (ce qui signifie VG < «,3C, K > 0 tels que
lg(u)| <K exp(|u|l/s/Cl/") pour |argu - d‘ < ). Alors pour z vérifiant
|z] < Ccos®(1/s)(arg z — d) (“ceil” centré sur d) la somme de ¢ est

p(z) = /dy(U) e~/ 4l

Le domaine de validité de cette formule est inclus dans le disque |z| < C,
mais C n’est pas connu. Si C > 1, la formule précédente appliquée a
o = ﬂ f et z = 1 — ¢t permet d’obtenir pour la somme de f, supposée
s-f-sommable dans la direction § la relation intégrale :

() = [ 90)fyp0r0(2) ) (5)

ou g(u) est facile a définir a partir de la série f. Le lemme 10 justifie
I'intégrabilité & I'infini sur é de la fonction considérée.

Nous ne connaissons pas de critére pour assurer que ’on est dans ce cas.
En général, on ne peut appliquer ce type de formule que suffisamment pres
de 1, ce qui permet de connaitre fs modulo un terme exponentiellement
petit en x. On verra sur un exemple une autre facon d’exprimer la somme
dans le cas s = 1.

7. Exemples

Pour illustrer les résultats précédents nous les appliquons & certaines
équations hypergéoméiriques. Ce sont les opérateurs aux différences de la
forme

A = (a1z 4 1) + (agz + B2)T + a3z + B3
Ils ont été étudiés en détails par Batchelder [2].

Un role clé est joué par ’équation caractéristique

a1p2+a2p+a3:0.
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7.1 Cas générique

Cest le cas p1p2(p1 — p2) # 0. On pose pour i = 1, 2, w; = 1 — p; et on
suppose (ce qui ne restreint pas la généralité) que |wy| < |wz|. La condition
de généricité s’écrit donc wy # wy, wy et wg # 1.

Par translation sur la variable, on peut se ramener a la forme normale

[2] :

A =1z + B+ B2) — T[(p1 + p2) + Brp2 + Bap1] + prp2e
= 8%(z+ B1 + B2) + 6 [(w1 + w2)z + Br(1 +w2) + B2(l +w1)] +
+wiwoz + frws + Powy -

Le 6-polygone de Newton de A a deux formes possibles :

e une seule pente égale 4 1 si wy # 0,
o une pente nulle (de longueur 1) et une pente égale & 1 si w; = 0 (et
donc wg = w # 0).
Le 7-polygone de Newton de A posséde une pente nulle et une pente infinie.

Le transformé de Mellin de A est ’opérateur
d B B2

D=M(A) = =t(t - p1)(t — p2) &_t—_pI_t—pz

qui a 4 points singuliers réguliers : 0, 0o, p1 et py. L’opérateur A est donc
faiblement régulier.

7.1.1 Solutions formelles

Soit § = Zn>1 bn.’r‘[”} une série formelle de factorielles. A 1’aide du

lemme 2 on montre que, si f = Y on>1 anx'[”], alors

A(f) = wiwzar + 2(wlw2an+1 + Unan + Vaan—1 + Wnan_2)z "
n>1
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Up =Piwa + fowi — (n — 1) (w1 + w2 + wiwz)

Vo =(n—1)(n-2)(1+w1 +wz) — (n = 1[Br(L +wz) + f2(1 +w1)]
n=—(n—-1(n-2)(n-3)+(n—1)(n-2)(51 + B2)

Si f: Zn21 an.z"'[”], on définit sa valuation par

val(f) = inf{n | a, # 0}.

Premaer cas

Si wy # 0, équation A( f) = § a une unique solution, de valuation

val(f) = 14 val(g). Si § = 0, la solution est évidemment f = 0.

Deuziéme cas

Si wy; = 0 (et donc wy = w # 0), alors deux cas se présentent :

a) sif1 € N, I’équation A( f) = § a toujours une unique solution, nulle

si § = 0; cette fois val(f) = val(g);

(b) si B1 = p ou p € N, alors les coeflicients a; pour 1 < i < p+ 1 sont

déterminés de maniére unique en fonction des b; par des expressions
linéaires en a; :

a; = Li(bl) ey bi) 5
la p + 1-iéme relation s’écrit

bpt1 = —p(14+w+ B2)Lp(by,...,bp) +

(6)
+p(p—1)(B2 +2)Lp-1(b1, - .-, bp-1)

et donc

(1) si § n’appartient pas & I’hyperplan défini par la relation (6),
I’équation A(f) = g n’a pas de solution,

(ii) si g appartient & I’hyperplan défini par la relation (6),ily a
un sous-espace affine de solutions de dimension 1: f = fo + ap41f1
ou f; est une solution de I’équation homogeéne A(f) = 0; elle vérifie

val(f1) > p+1 (val(f1) = p+1si B2 # 0 puisque Vpyp = —(p+1)B2);
remarquons que si p = 0, la condition sur § est val(§) > 2.

Ces résultats traduisent, en les précisant, les calculs d’indices faits dans [4].
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7.1.2 Fonctions solutions

Nous nous intéressons maintenant au cas ou la série § est le dévelop-
pement en série de factorielles convergente d’une fonction g holomorphe 3
'infini. Le Théoréme 1 de [4] permet d’apporter les précisions suivantes aux
résultats formels précédents :

1) si w3 # 0, 'unique solution formelle Zn>2 ane~"*+1] de I’équation
Af = g est Gevrey d’indice (0,4)ou A € {1 lw1]™1, lwe| 1}, puisque
le polynéme caractéristique associé & ’unique pente (égale & 1) a pour
racines p; et po;

2) siwy =0 et wy = w # 0, alors toute solution formelle (si elle existe)
est Gevrey (0,4) ot A =1ou |w|™L.

La fonction g peut s’écrire ¢ = Mgy ot ¥ € MI5€’ pour tout § € R. En
particulier on a

1
o(z) = /0 =1ty dt

pour une fonction v holomorphe dans |1 —¢| < 1, d’ordre fini sur le cercle
|1 —t| = 1. On étudie successivement les deux cas.

Premier cas

_Siwy #0, le point 1 est point ordinaire pour ’équation différentielle D =
M(A) et I’équation Dy = v admet donc une unigue solution ¢ holomorphe
au voisinage de 1 telle que ¢(1) = 0. Cette solution est holomorphe dans le
disque |1 — ¢| < inf (1, |w1|) et se prolonge holomorphiquement & la surface
de Riemann de C\ {0, p1, p2}.

Deux cas se présentent.

(a) Siw1| > 1 (w1 # 1), alors la fonction ¢ est holomorphe dans le disque
|1 —t| < 1, d’ordre fini sur le cercle |1 —¢| = 1 (0 et éventuellement
p1 sont des points singuliers réguliers de D et il n’y en a pas d’autre
dans le disque |1 —¢| < 1). La dérivée de ¢ a les mémes propriétés.
C’est toujours le théoréme 1 qui montre alors que la fonction

1
f@) = [ e par (7)

est définie holomorphe dans un demi-plan Q, (¢ > A + 1). La
proposition 10 permet d’écrire, puisque Dy(t) = 4(t), Vz € Q,,

Af(z) = g(z) + Mip(1) = g(=). (8)
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En intégrant sur une spirale Sy, on obtient le prolongement analytique
de f(x) a 'ouvert Ws, , o, ou 6o et €0 sont tels que I'ouvert X,
ne contienne ni p1 ni pg et soit maximal pour cette propriété.

De plus, f est la seule solution de Af = g développable en série de
factorielles. En effet, d’aprés la proposition 1 une telle solution s’écrit
f(z)= fol t*~1(t) dt pour une fonction ¢ holomorphe dans le disque
|1 —¢| < 1, d’ordre fini sur le cercle |1 — ¢| = 1. L’équation (8), qui
traduit la proposition 10 dans ce cas, s’écrit

Af(z) = /O L Dp(t) dt + wiwae(1).

On en déduit que Af = g = fol t*~1y(t)dt équivaut aux deux
conditions : Dp(t) = v(t) et (1) = 0.

Dans le cas traité ici, la série f' obtenue dans la résolution formelle
converge vers f pour Rz > 0. La condition ¢(1) = 0 équivaut a la
condition ag = 0 obtenue lors de cette résolution.

(b) Si |w1] < 1, alors la fonction ¢ est holomorphe dans le disque
|1 —t| < |wi]. S’i] existe un réel v > 1 tel que ¢ est holomorphe
dans un domaine contenant le disque |1 — t¥| < 1, le théoréme 2
montre que la fonction définie par la formule (7) est développable
en série de v-factorielles dans un demi-plan Rz > 0. Le méme
raisonnement que ci-dessus montre f est une solution de A(f) = g et
le développement trouvé coincide avec celui obtenu en transformant la
série de factorielles f en la série f,. Si la série f est divergente (ce qui
est le cas général) la série convergente f, en constitue une “somme”.
Le procédé de sommation par transformation de la série de factorielles
en série de v-factorielles donne le méme résultat que celui qui consiste
a prendre la transformée de Mellin du prolongement analytique de
la fonction définie par la série ﬁ( f). Comme précédemment, en
intégrant sur des spirales, on peut obtenir le prolongement de f,
a un ouvert Wc?o,a,so convenable.

On peut trouver un v tel que la condition sur ¢ soit réalisée sauf si
I’un des deux paramétres p; ou ps est réel et appartient & ’intervalle
1o, 1].

Dans ce dernier cas, on ne peut peut plus intégrer sur |0, 1] et
la somme est définie dans un secteur Wgo,g,so dont 'un des bords a
pour direction *iw/2.
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Deuziéme cas

Siwy =0 et donc wy = w # 0, alors 1 est ’'un des points singuliers de D
qui s’écrit

d 5 B2
[dt t—1 m] '

e Tout d’abordsi §; ¢ N, ’étude formelle montre qu’il y a encore existence
et unicité d’une solution f, qui est Gevrey 0. Du coté de l'opérateur
différentiel D, cela signifie que 1’équation D(p) = v admet une unique
solutlon developpable en série entiére au v01sma§g de 1 : cette solution est
P = .M( f) puisque, d’apreés le théoreme 1, ¥ = M(g). L’opérateur D ayant
pour points singuliers (tous réguliers) les points 0, 1 et p, on en déduit que

la série ¢ converge et définit une fonction ¢(t) holomorphe dans le disque
|1 —t| < inf(1, |w|), d’ordre fini en 0.

(a) Si lw| > 1 (w # 1), la fonction f(z) = f}#*~1p(t)dt est définie
holomorphe dans Rz > 0 et la formule (8) s’écrit dans ce cas
A(f) = g. On en conclut que la série f converge et que sa somme est
f. Le prolongement analytique & un /W50 .0 convenable s’obtient en
intégrant sur des spirales.

(b) Si |w| < 1, alors le procédé de sommation en série de v-factorielles
s’applique encore a la série f a condition que p ¢ [0, 1]. L’usage des
transformées de Mellin sur des spirales convenable (incluant [0 1]si
p &[0, 1]) permet d’obtenir la somme de f dans un secteur W50 0.0
convenable, qui constitue le prolongement analytique de la v-somme
lorsqu’elle existe.

e Si 31 est un entier p > 0, Pexistence d’une solution formelle est soumise
a 'appartenance de g a I’hyperplan H défini par la relation (6), mais dans
ce cas il n’y a plus unicité. Les mémes résultats sont valables du co6té
. différentiel : ¢ € H si et seulement si ¥ = M'_l(g) appartient & un
hyperplan H’ qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que
I'équation D(p) = v admette une (en fait un espace affine de dimension 1)
solution série formelle au voisinage de 1. Toujours par le méme argument
chacune de ces séries est convergente dans |1 — ¢| < inf(1, |w|) et donc si
|w| > 1 chacune des séries de factorielles obtenues est en fait convergente
pour Rz > 0 et si |w| < 1 mais w ¢ [0, 1], chacune de ces séries est
sommable par une transformation  — =z/v appropriée. Enfin le cas ol
w € [0, 1] se traite comme le cas analogue précédent.
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7.2 Un exemple 4 pente non entiére

Considérons I'opérateur
A=6%z+6+1.

Son é-polygone de Newton admet les pentes 1 et 1 / 2; le polynéme caracté-
ristique correspondant a cette derniére est (T 1)
L’équation
1 1

A(f) = 2z +1) z(z+1)(z+2)

a une (unique) solution série formelle de factorielles

F=32(-1)"(n+1)!nl g~ I+

n>0
qui est Gevrey précisé (1,1).

La transformée de Mellin de A est

D= —t [(t—l)Q%—I]

et g = M’y ol y(t) =t(1 - t).
L’équation D(p) = ¥ admet une unique solution série formelle au
voisinage de 1 : la série d’Euler

=Mf=Y (1)t (1-t)"*

n>0

dont on sait qu’elle est 1-sommable dans toute direction (issue de 1) sauf
celle de I’axe réel positif. Sa “somme” peut étre définie pour ¢t ¢ [1, oo [ par

00 e—u/(1-1)
¢(t)=(1—t)/0 1+(1 a = / —

ou, dans la deuxiéme intégrale d € ]—=/2, n/2[ est choisi de sorte que
Ru/(1 —1) > 0 sur d.

— 56 —



Sur la somme de certaines séries de factorielles

La fonction ¢ admet une coupure le long de [1, co[ et on peut donc
I'intégrer sur toute spirale ne rencontrant pas cette coupure, c’est-a-dire
définir f = Mgy pour é§ € |—x/2, w/2[. La solution f ainsi obtenue et
donc définie dans /WO,coﬂr /2 €t ¥ est asymptotique Gevrey 1 & la série de
factorielles f , qui est donc 1-f-sommable.

La fonction 1/(1 + u) a une croissance exponentielle d’ordre 0, on peut
donc utiliser la formule (5) avec k = 1 pour exprimer f(z). On peut aussi

remarquer que 1’'usage de la premiére formule intégrale conduit au résultat
suivant pour Rz > 0,

f(z) = /Oltz—lu —1) (/Ooo ﬁ dg) dt
- [T (5|

On constate alors que f s’obtient par le procédé de sommation de Borel
appliqué & la série f considérée comme une série numérique. Cette méthode
est générale pour k =1 :si f = Y1 anz~[" est Gevrey précisé (1, A),
alors la série -

F(z,£) = an ~[n]gn—1
(2,€) g(”‘l)’x ¢

est une série de factorielles d’abscisse de convergence —oo si |£| < 1/A. Le
théoréme 1 montre que pour ces valeurs de &, on a

1

F(z,6) = /0 17101, €) dt

ou ¢(t,&) est holomorphe dans |1 —¢| < 1 et son développement en série
coincide avec celui de la fonction (1 — t)g ((1 - t)ﬁ) ou g est la fonction
figurant dans la formule (5). Autrement dit le procédé de Borel conduit a
la somme de f lorsque la fonction définie par la série ©(t, &) se prolonge
pour |¢| > 1/A, dans la direction 6 (ici RT) en une fonction & croissance
exponentielle d’ordre au plus 1 et si la croissance est d’ordre 1, de type < 1.
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