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Sur un modéle de type Borgnakke-Larsen
conduisant a des lois d’énergie non linéaires
en température pour les gaz parfaits polyatomiques(*)

LAURENT DESVILLETTES(!)

RESUME. — Nous généralisons la classe de modéles de type Borgnakke—
Larsen introduits dans [1] pour obtenir une expression de 1’énergie interne
d'un gaz parfait qui soit aussi générale que possible.

ABSTRACT.— We generalize in this work the class of models of interval
energy for the Boltzmann equation (of Borgnakke-Larsen type) introdu-
ced in [1]. This allows us to obtain at the level of the macroscopic limit a
wide class of laws of internal energy.

1. Introduction

Les problémes de rentrée dans la haute atmosphére de véhicules spatiaux
ont conduit a ’étude, en particulier numérique, de ’équation de Boltzmann
(cf. [3], [4], [5]) : o
a"*'v'va:f:Q(f): (1'1)
ou f(t,z,v) est la densité de particules qui au temps ¢ et au point z
possédent la vitesse v, et () est un noyau de collision quadratique qui vérifie
le théoréme H de Boltzmann :

/ Q(f)(v)log f(v)dv < 0. (1.2)
veR3

(*) Regu le 13 juin 1995
(1) Université d’Orléans, Département de Mathématiques, B.P. 6759, F-45067 Orléans
Cedex 2 (France)
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Dans des simulations réalistes, cette modélisation s’avére néanmoins insuf-
fisante et il faut introduire les degrés d’énergie interne dus au fait que Oy
et Ny sont des molécules diatomiques.

Les modéles de Boltzmann correspondants, méme s’ils ne décrivent pas
forcément le détail des processus physiques, doivent permettre de récupérer
a la limite macroscopique des lois d’énergie interne autres que la loi des gaz
parfaits monoatomiques :

3
e= §pT, (1.3)

ol e est ’énergie interne, p la densité et T la température du gaz.

De plus, on souhaite dans une telle modélisation n’introduire qu’un seul
paramétre supplémentaire, I’énergie interne I? € R, d’une molécule, ce
qui permet de ne pas surcharger la capacité-mémoire des ordinateurs, et de
garder des temps de calcul raisonnables.

Enfin, on veut un modéle pour lequel on puisse démontrer rigoureusement
un analogue du théoréme H (1.2).

Ce programme a été mis en ceuvre dans [1] pour le cas particulier ou la
loi d’énergie interne du gaz est linéaire en 7 :

e=oapT, (1.4)

avec o > 3/2.

Nous proposons dans cette note un modéle qui généralise celui de [1]
et permet, tout en satisfaisant aux contraintes énoncées précédemment,
d’obtenir & la limite macroscopique des lois d’énergie de la forme

e = pd(t) (1.5)

pour des ® > 0 arbitraires.

2. Description du modele

Le mécanisme de collision est celui de [1], et est basé sur la procédure
proposée par Borgnakke et Larsen [2].
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Les vitesses et énergies internes v, v«, v’, vl des particules aprés une
collision sont liées aux quantités correspondantes avant la collision grace
aux équations suivantes :

62=i|v—v*]2+l2+lf (2.1)
U+ Uk -1
V= + Relv—ve|  {v—ve — 2w - (v — vi)w} (2.2)
’ U+ Ux -1
U = 5 —Relv—ve|” {v—va— 2w (v—vi)w} (2.3)
I'? = r(1 — R%)c? (2.4)
I? = (1-r)(1 - R?é? (2.5)

etweS? r, Re[0,1]

Le noyau de Boltzmann correspondant prend alors la forme

QUNv,I) =

x B(v,vx, I, I,w,r, R)R(1 — R?)dR dr dw¢—é5 L. dI dvs
(2.6)
et
B(v,vx, I, I,w,r,R) =
=B (e, Rlv = va|, R|(v — vy) - w|, I*r(1 - R?), (2.7)
I2(1 — r)(1 = RY), (I + I2)(1 - R2)) .

La fonction ¢ peut étre choisie arbitrairement, elle est liée & la loi d’énergie
(1.5) par une relation que nous explicitons en (4.3)-(4.6).

3. Théoréme H

Nous démontrons ici ’analogue pour notre modéle du théoréme H de
Boltzmann pour les gaz monoatomiques décrit en (1.2). La mesure dv est
remplacée par ¢(I)dIdv. On peut écrire la propriété suivante.
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THEOREME 1.— Pour toute fonction f(v,I) > 0 pour laquelle les
intégrales ont un sens, on a

/ / QUf) (v, I)log f(v, Dé(I)dI dv <0 (3.1)
veR3 IeR4
et
1
/ / Q(f)(v,I)( v )¢(I)d1dv=0. (3.2)
veR3 JIeR, |v‘2/2+12

De plus, (si B> 0 p.p.)
/ / Q(F)(v, T log f(v, I)$(I) dT dv = 0 (3.3)
veR3 JIeR

si et seulement si f(v,I) est une fonction mazwellienne.

Ce théoréme est une conséquence immédiate de la propriété suivante.

THEOREME 2. — Pour toute fonction f(v,I) > 0 et toute fonction q(v, I)
pour lesquelles les intégrales ont un sens, on a

/ / Q(f)(v, Ng(v, N(I)dI dv =
veR3 JTER 4

= X
/ue]R3 /Ie]l?ur /v.e]R3 /I,GIR+ /w652 //r Rel0,1] (3.4)

x {F(', ) f(Ws, IL) = F(0, 1) f(vs, L)} X
X {Q(v) I) + Q(v*3 I*) - Q(v,7 II) - q(v;’ Ii)} X
x BR*(1 — R?)dRdr dwII, dI dI.dv dvx.

Ce théoreme est lui-méme une conséquence de la propriété suivante.
THEOREME 3.— Si 'on définit R' et v’ dans [0, 1] en posant
2 +12=(1-R?%:¢? (3.5)
I =7'(1 - R'?)é? (3.6)
par symétrie avec (2.4) et (2.5), alors on a U'invariance de mesure suivante :

dv dvyII, dI dL drR*(1 — R*)dRdw =

1 3.0 77! 1 37! 3. p/2 /2 / (3'7)
= dv' dviI'IL dr' dI, dr'R"*(1 — R™*)dR dw .
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De plus,
B(v,vs, I, I, w,r,R) = B(v', v}, I, I, w,r", R). (3.8)

Le théoréme 3 est une conséquence simple de ’équation (15) de [1].

4. La loi d’énergie

L’équation d’Euler associée au modéle dont le noyau de collision est donné
par (2.7) s’écrit

1
a
= nNdrd
3t/ue]1g3/lem+f(t’m’v’l)< v )¢() vt

2 2
v|7/24+1
e o
+ divz/ / ft,z,v,1) v vp(I)dI dv =0.
veER3 JIER 4 |’U|2/2+12
La loi d’énergie s’écrit alors
e=p®(T), (4.2)
et @ est reliée & ¢ par la formule
5 / (D12 e~ T/T a1
o) = ST+ IeR+ (4.3)

/ oD e /T a1
IeRy

La fonction ® étant en fait celle qui est mesurée expérimentalement, il est
important de pouvoir inverser la formule (4.3). On peut en fait écrire

¢(z) = Vz Lyg(z), (4.4)
ou L est la transformée de Laplace inverse, et
9(z) = exph(z), (4.5)
ou h est une primitive de
3 1
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