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Sur la non-intégrabilité de potentiels quartiques(*)

OLIVIER VIVOLO(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VI, n° 3, 1997

RÉSUMÉ. - Nous appliquons le théorème de Ziglin à une généralisation
quartique du potentiel d’Hénon-Heiles. Cela nous permettra d’obtenir
des conditons de non-intégrabilité analytique au sens de Liouville sur les
coefficients du potentiel.

ABSTRACT. - We apply the Ziglin theorem to a quartic generalization
of the Hénon-Heiles’ potential. This enables us to get analytic conditions
of Liouville nonintegrability on coefficients of potential.

1. Introduction

Considérons le potentiel généralisé de Hénon-Heiles [HH].

Si c = 0, le potentiel est séparable et le système hamiltonien correspon-
dant est complètement intégrable au sens de Liouville. Si c ~ 0, alors le
système est plus difficile à résoudre, avec une transformation linéaire, on se
ramène à étudier
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Il est connu que ce système est complètement intégrable au sens de
Liouville :

. pour a et b quelconques et d = 6 [BSV] ;

. pour a = b et d = 1 [AS] ;

. pour b = 16 a et d = 16 ([CTW], [GDP]).

Dans ces cas, la deuxième intégrale du mouvement est un polynôme. Sous la
condition a = 0, la non-existence d’une autre intégrale du mouvement
analytique au voisinage d’un ensemble de niveau de l’énergie H = const, a
été démontrée par [Zi] et [It] dans les cas 1, 2 ou 6. Il faut noter que la

non-intégrabilité du potentiel (1) n’est pas démontrée dans les cas :

~ a ~ b,
. a == 6= 0,

Nous allons considérer la généralisation suivante du potentiel (1) :

Nous allons trouver des conditions nécessaires de non-intégrabilité analy-
tique. Pour cela, nous employons le théorème de Ziglin [Zi].

En considérant un potentiel de degré 4, l’application de ce théorème en
est rendue difficile du fait que l’on ne dispose pas de formules analogues
à celles que Ito utilise pour le potentiel d’Hénon-Heiles pour calculer la
famille de solutions r h [It]. En effet, on est ramené au problème d’inversion
de Jacobi, sur une surface de Riemann de genre 1 qui est définie par un

polynôme de degré 4. Il est nécessaire de connaître ses racines en fonction
des coefficients pour connaître la solution explicitement.

Nous allons contourner cette difficulté, en utilisant la méthode de

Poincaré-Lindstëdt [P2], en développant la solution vérifiant .c(0) = ~ et
dx/dt (0) = 0 par rapport au petit paramètre ê. Quand on recherche, par des
méthodes perturbatives des solutions périodiques, il apparaît des termes sé-
culaires dans les développements en série de solutions périodiques. Lindstëdt

( 1882) a mis au point une méthode lui permettant d’éliminer ces termes sé-
culaires [Li]. Sa méthode consiste à supposer que la fréquence admet un
développement en série du paramètre de perturbation. Poincaré, en 1886, a
montré sa légitimité en prouvant la convergence des séries [PI].

Nos principaux résultats sont les théorèmes 1, 2, 3 et 4.



2. Théorème de Ziglin

Soit (E, w) une variété complexe et symplectique, w une forme symplec-
tique non dégénérée sur ~. Soit H : ~ -> ~ un hamiltonien holomorphe, et
soit Ajy le champ de vecteurs associé défini par dH = Alors l’image
des courbes intégrales z = z(t) non constantes d’énergie h, vérifiant

est une surface de Riemann r C ~h = H-1 (~h~) L’équation linéarisée du
système, le long de z(t), induit une équation différentielle linéaire sur le fibré
normal N := appelée équation variationnelle.

Prenons £ = C4, 03C9 = dq ^ dp = dq1 ^ dpi + dq2 ^ dp2 et z(t) = (q(t), p(t)) , ,
une courbe intégrable complexe de X H. L’équation variationnelle est donnée
par

Si la solution z(t), vérifie ql (t) = pi (t) = 0, alors l’équation variationnelle
se simplifie



En remarquant que le 1-forme dH est un intégrale première de (3), on peut
résoudre explicitement pour ~2. Ainsi l’équation variationnelle se réduit à

(2). Il est alors essentiel d’étudier la monodromie de cette équation. Consi-
dérons une famille de solutions fondamentales {~), , ~ (t ) ~ Soit {~(~), , ~ (t ) ~
le prolongement analytique de ø et Ç le long d’un lacet y C r tel que
y(0) = zo. Alors il existe une matrice constante p(y) tel que

En fait, p(y) ne dépend que de la classe d’homotopie ~y~ E zo). Le
groupe de monodromie de l’équation variationnelle est l’image ll~ de la
représentation p : : z~) -~ sl(2, C) obtenue par prolongement d’un
système fondamental de solutions ~ autour de lacets basés en zo E r. Nous
allons considérer ces deux propositions : :

HYPOTHÈSE 1

Il existe une famille (dépendant analytiquement de l’énergie h) de
solutions non triviales du système hamiltonien s’exprimant par des fonctions
elliptiques du temps complexe et se trouvant dans un plan invariant par le

flot de l’hamiltonien H.

Soient g1 (h) et g2 (h) les matrices de monodromie relatives aux deux

périodes de la famille de solutions rh. Posons g(h) le commutateur de g1(h)
et g2(h), 

....

HYPOTHÈSE 2

Les valeurs propres de g(h) sont indépendantes de h.

Maintenant nous pouvons énoncer le thérème de Ziglin.

THÉORÈME DE ZIGLIN

Soit H un hamiltonien défini par

où y) est un polynôme en ~ et y. Si H vérifie les hypothèses 1 et ~

et si de plus H a une autre integrale première qui est analytique dans un
voisinage de la famille rh et fonctionnellement indépendante avec H, alors
soit g(h) = Id, soit Tr gl et Tr g2 sont indépendantes de h.



3. Application du théorème de Ziglin

Nous allons appliquer le théorème de Ziglin au système hamiltonien H
défini sur (C~4 , w~ où w est la structure symplectique standard et

3.1 Calcul des plans invariants par le flot de H

Pour utiliser le théorème de Ziglin nous avons besoin de chercher un
espace vectoriel invariant par le flot de H. D’abord rappelons comment on
peut trouver une sous-variété invariante.

PROPOSITION 1. - Soit X un champ de vecteurs polynomial sur 
F E C~~x~, x = x2, ... , xn). Posons Fo = F, Fn = X (Fn-1 ), n > 0,
I = (Fo, F1, ... ) l’idéal engendré par Fn dans C[X] et V(I) = {~ E ~ ~
f (x) = 0 b’ f E I } . Alors :

1) il existe no tel que ~ _ (Fo, F1, , ... ;

~~ est une variété invariante par le flot de X. .

Démonstration. - 1) est une conséquence du théorème des zéros d’Hil-
bert et 2) est évident.

Posons X = XH, où H est défini par (4), on a

Soit l = (~~). . L’idéal l est premier et donc F 2 E l si et seulement si
0, c’est-à-dire

On est obligé de prendre soit = 0, soit



on aura donc au maximum deux plans invariants par le flot de H. Dans la

suite, on considérera trois hamiltoniens :

Le flot de Hi et de H2 possède un plan invariant et celui de H3 possède deux

plans invariants. Nous rechercherons dans le prochain paragraphe, pour ~fi
et H2, une famille de solutions périodiques notée rh dans le plan x = 0 ; et,
pour H3, on recherchera une famille dans le plan x = 0, notée aussi rh, et
une autre notée Ah dans le plan = 0 où J-l2 = (~3 - y)/(,~ - a). Posons

Pour le potentiel dans le plan x = 0 est

Pour H2,

Et pour H3

En coordonnées (q, p), on a

Dans le plan donné par q1 = = 0 = ~,~3-y)/(,~-a), le potentiel
de H3 est



3.2 Existence de solutions périodiques

En utilisant le fait que les solutions sont dans une surface de niveau,
nous voyons qu’elles vérifient : = 2 (h - q2 )) avec tl (o, q2 )
polynôme de degré 4 en q2. Soit

Cela revient à résoudre le problème d’inversion de Jacobi. Comme la surface
de Riemann de { z2 = 2 (h - V (o, q2)) ~ est de genre 1, q2 est une fonction
elliptique de t E C/A où A est le réseau période, de rang 2, de la fonction
q2. Comme les coefficients de 2 (~ - Y(o, q2)) sont réels, il existe une

période purement réelle et une purement imaginaire. On peut exprimer q2
en fonction de t en utilisant des formules standard [Ba]. Pour cette raison,
il faut mettre ~(0, q2)) sous forme de Weierstrass ou sous
forme de Jacobi. Ces transformations nécessitent de connaître les racines du

polynôme V(0, q2) - h, qui sont des fonctions algébriques des coefficients.
Pour contourner cette difficulté, nous allons utiliser la méthode de Poincaré-
Lindstëdt.

3.3 Calcul de g(h)

En prenant

et en l’injectant dans l’équation différentielle, on obtient n = 1 et a-i vérifie

a21 = -2a41 x (coeff. de plus haut degré dans ~(0,~2)) . .

Il y a donc deux valeurs possibles de a-i, c’est-à-dire on a deux pôles
d’ordre 1 dans le parallélogramme période de q2 (t, h), et cela pour chaque
famille de solutions. Calculons les valeurs propres de la matrice g(h) . Pour
cela il est d’abord nécessaire de le faire autour de chaque pôle. Elle est du
type

sont les racines de l’équation indicielle :



et

q = a:I x (terme de plus haut degré dans t~qlql (0, q2)~ . .

On a

La matrice g(h) correspond au produit des deux matrices autour de
chacun des pôles. Comme les deux pôles ont des résidus opposés et dans
l’équation indicielle il n’intervient que le carré du résidu du pôle considéré,
ces deux matrices sont les mêmes. Soit

On remarque que les valeurs propres de g(h) sont indépendantes de h. Si
on a g(h) = Id, alors nous avons obligatoirement 1 - 4q = soit

La famille fh de Hi , H2 et H3 donne q = 20142/?/~ et donc

La famille Ah de H3 donne

et donc

3.4 Calcul d’une solution périodique du système

Nous allons calculer une solution périodique de période réelle du système



PROPOSITION 2. - Si p2 > 0, alors en prenant ~ suffisamment petit, la
solution du système ci-dessus de conditions initiales y(0) = ~ et dy/dt (0) =
0 est périodique (de période 2~r/w(~)~ admet un développement par rapport
à ~ suivant :

où T = c,~(~)t et c,~(~) est donnée par

Remarque. - Le développement de y(T, ~) par rapport à ~ sont les

premiers termes d’une série de type

où T = c~(~)t et c~(~) = ~A;~ ? connue sous le nom de série de Poincaré-
Lindstëdt. Bien que les séries de y(T, ~) et de c,v(~) soient convergentes ~P2~,
nous n’aurons besoin dans la suite que des premiers termes.



Démonstration. - Si le hessien de H = p00FF/2 + P4(y) en 0 est défini

positif, alors on a l’existence de la solution périodique de conditions initiales

py (0) = 0 et y(0) _ ~ pour £ suffisamment petit, c’est-à-dire si p2 > 0. On
a le système

Cherchons, en utilisant la méthode de Poincaré- Lindstëdt [P2], une solution
périodique. Forçons la période de y à être 2~r, en posant T = c,~(~)t et en
supposant que y(T + 2~r) = y(T). On obtient le système :

de conditions initiales

Soit

Nous recherchons la solution vérifiant ~/(0) = ~ et dy/dt(0) = 0, nous

imposerons pour cela que

Le système à l’ordre 1 est



de conditions initiales

La solution est

Si p2 > 0 et = Q, on a une solution 203C0-périodique

2/1 (T) = cos T .

On fait de même à l’ordre 2 :

de conditions initiales

La solution est

Nous avons alors

A l’ordre 3, nous avons

de conditions initiales



La solution est

Il faut prendre

et la solution est

On réitère le processus pour trouver l’expression de y(T, 6*) et de v données
dans la proposition 2.

Remarque. - Si p2  0, nous pouvons aussi obtenir une solution pé-
riodique avec la méthode de Poincaré-Lindstëdt. Pour cela il faut faire le

changement de variables

et on obtient un système qui vérifie l’hypothèse de la proposition 2. Ce

qui nous permet d’obtenir une solution périodique à période purement
imaginaire et dont les premiers termes sont donnés par la formule de la

proposition 2 (où T = ~(~) : :



3.5 Calcul de la trace de la matrice de monodromie gl (h)

D’après la discussion précédente, nous avons une solution périodique de
période réelle si p2 > 0 ou imaginaire si p2  0 ; nous allons calculer la trace
de la matrice de monodromie associée à cette solution. Pour cela nous allons
introduire le développement par rapport de y(T, ~) et celui de w (~) dans
l’équation variationnelle. On pose

Soit

Posons

Pour calculer la trace de la matrice de monodromie de l’équation varia-
tionnelle, on utilise le fait qu’il existe un système fondamental de solutions
~~(T, ~), ~(T, ~)~ tel que

On a



Comme P(T, ~) est analytique en ~, les solutions 03C6 et 03C8 le sont également.
Posons

On obtient les systèmes

avec les conditions initiales

Les solutions sont



PROPOSITION 3. - Si (p2 - 4vo)vop2 ~ 0, alors la trace de la matrice
de monodromie g1 (h) est

Démonstration. . - Nous trouvons

c’est-à-dire

soit

C’est ainsi que l’on obtient le résultat de la proposition 3, par souci de
concision nous ne donnerons pas l’expression de ~2 (T) et de ~2 (T) . ~

PROPOSITION 4. - Si p2 = 4vo, alors la trace de la matrice de mono-
dromie gl (h) est



Démonstration. - Pour la même raison que précédemment nous ne
donnerons pas l’expression de ~2 (~r) et de ~2 (T) .

PROPOSITION 5. - Si vo = p2, alors la trace de la matrice de monodro-

mie g1{h) est 

avec

Démonstration. . - On remarque d’après la proposition 3, que

Il nous faut calculer les prochains termes. On réitère le processus et nous
trouvons que 

-

De même, nous avons

avec

3.6 Application du théorème de Ziglin à Hl, H2 et H3

Nous allons remplacer les coefficients de (5) et (6) par ceux de Hi , H2 et
H3. Pour on obtient : -

. si 4a, alors on utilise la proposition 3



. si b = 4a, alors on utilise la proposition 4

Pour H2, on utilise la proposition 5

Pour H3, on utilise la proposition 5 ; en considérant la famille fh, on a

et avec Ah, on a

Considérons les cinq conditions :



Le théorème de Ziglin nous donne enfin les résultats suivants.

THÉORÈME 1. - Soient ab, ~ 0 et a/b ~ n2/4, V n Si le système
défini par l’hamiltonien

est intégrable (c’est-à-dire s’il possède une autre intégrale première qui est
analytique dans un voisinage de la famille alors (Cl) est vraie.

THÉORÈME 2. - Soit ay ~ 0. Si le système défini par l’hamiltonien

est intégrable s’il possède une autre intégrale première qui est
analytique dans un voisinage de la famille alors ~Cl~~ est vraie.

THÉORÈME 3. - Soit ay ~ 0. Si le système défini par l’hamiltonien

est intégrable (c’est-à-dire s’il possède une autre intégrale première qui est
analytique dans un voisinage de la famille alors est vraie.

THÉORÈME 4. - Soit a(a - ~3~{~32 - + y - 2~3~ ~ 0. Si le système
défini par l ’hamiltonien

est intégrable (c’est-à-dire s’il possède une autre intégrale première qui est
analytique dans un voisinage de la famille rh et de Ah), alors (C3) et (C.~~
sont vraies.



COROLLAIRE . - Si un système hamiltonien de la forme (4) possède une
autre intégrale première qui est analytique dans un voisinage de la famille
Fh, alors ses coefficients sont dans un ensemble de codimension 1 dans

l’espace de tous les paramètres.

3.7 Recherche d’hamiltoniens intégrables

Nous allons rechercher des hamiltoniens intégrables grâce aux théorèmes
précédents.

Exemple 1. . - Considérons

Nous allons supposer que d = 4 et que l’on peut appliquer le théorème 4,
c’est-à-dire le système défini par H est intégrable au sens du théorème 4, d
s’écrit en fonction de a, f3 et y. Cela nous donne la condition

On supposera que (C3) est vérifiée grâce à

On obtient ainsi

Quant à (C4), supposons que P = 0, on en déduit que a = 2/9 a. Nous
obtenons l’expression de H.

H est un bon candidat pour être intégrable. En fait, il appartient à une
famille plus générale = 4/3 et a = b dans notre cas,



Ravoson [Ra] a démontré que (7) est intégrable au sens de Liouville,
en utilisant une structure bi-hamiltonienne, il a calculé une fonction K en
involution avec (7).

Exemple ~ . Considérons à nouveau

Nous allons supposer cette fois-ci que d = 1. De même, appliquons lui le
théorème 3. Nous supposerons que O2 = 0 (ainsi (C2) sera vérifiée). Si

02 = 0, alors f3 = 3a. On obtient H :

Si on prend

elle est en involution et fonctionnellement indépendante avec H, le système
hamiltonien est intégrable au sens de Liouville. Nous généralisons le système
de Hénon-Heiles pour a = b et d = 1, en un potentiel quartique (8). De plus,
H se sépare dans les coordonnées cartésiennes

Exemple 3. . - Nous considérons cette fois

une généralisation de Hénon-Heiles au cas d = 6 et restreint à b = 4a. En
appliquant le théorème 2, si (9) est intégrable alors (Cl’) est vraie, pour
cela nous supposerons que



On voudrait savoir si cet hamiltonien (9) est bien intégrable. En fait si on
suppose que

alors (9) est séparable dans les coordonnées paraboliques

En résumé, l’hamiltonien

est intégrable, il peut être trouvé aussi dans [Ra].
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