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Solution généralisée locale d’une
équation parabolique quasi linéaire dégénérée
du second ordre(*)

MouAMED MALIKI(Y) et HaMIDOU Tourg(?)

RESUME. — Nous étudions dans cet article I'équation quasi linéaire
ut + f(u)z = ﬂ(u)m +v

de type parabolique pouvant dégénérer en hyperbolique non linéaire du
premier ordre pour certaines valeurs de u. Nous introduisons une notion
de solution généralisée locale de cette équation; nous établissons le lien
avec les notions de solution classique et de solution entropique.

Nous montrons, pour le probléme de Cauchy associé avec une donnée
initiale bornée, un résultat d’existence et d’unicité de solution généralisée
locale.

ABSTRACT.— We consider in this article, the general equation

of parabolic type, which may degenerate into first order hyperbolic type,
for some values of u.

We introduce a notion of local generalized solution of the equation, we
establish connections with classical and entropy type solution. We show,
that the associated Cauchy problem with bounded initial datum is well
posed, when using the notion of local generalized solution.

1. Introduction
Nous considérons ’équation £ = E(f, 3,v,Q) :
ug + f(u)ac = ﬁ(u)m +v, sur@, (E)

(*) Regu le 21 novembre 1995, accepté le 6 mai 1996
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ot Q est un ouvert de R?, f, 8 des fonctions continues de R dans R, avec 3
croissante (au sens large) et v € Llloc(Q). Lorsque f, 3 et v sont réguliéres
et ' > ¢ > 0, toute solution faible u € L{° (@) de (E) est solution classique
([Di], [DT], [Si]). Par contre, évidemment, ceci n’est plus vrai dans le cas
général que nous considérons : lorsque # = 0, (E) se réduit & une loi de
conservation scalaire et il est bien connu (méme avec f réguliére) qu’il n’y
a pas existence de solution classique globale du probléeme de Cauchy associé

et, également, qu’il n’y a pas unicité d’une solution faible ([OA], [Kr]).

La théorie de ’équation (E) dans le cas # = 0 est maintenant bien
connue grace & 'introduction par S. N. Kruskhov de la notion de solution
entropique ([Kr], [KrP]); dans le cas ou § est strictement croissante, la
théorie commence & étre bien comprise grace notamment aux travaux de
J. Carrillo ([C1], [C2], [C3]; voir aussi [BT], [DK], [G] et [GT]) et il apparait
maintenant clairement dans ce cas que le probléme de Cauchy associé
posséde une unique solution faible. Par contre dans le cas général ou
est constante sur certains intervalles de ’ensemble des valeurs de u, les
phénomenes de parabolicité (méme trés dégénérés) et d’hyperbolicité non
linéaire vont étre mélangés et il ne semble pas que le probléme soit encore
bien compris.

Nous nous proposons dans cet article d’introduire une notion de solution
généralisée locale de I’équation (E), en approchant (E) par des équations
analogues avec des données réguliéres, pour laquelle nous obtenons un
résultat d’existence et d’unicité pour le probléme de Cauchy associé. Nous
ferons le lien avec la notion de solution entropique de (E).

Dans la section 2, nous introduisons la notion de solution généralisée
locale de (E) et nous précisons les liens avec les notions de solution classique
et de solution entropique.

Dans la section 3, nous étudions le probléme de Cauchy associé a (E);
nous y établissons un résultat d’existence et d’unicité de solution généralisée
locale (théoréme 9). Nous montrons aussi que lorsque (f, 8) sont localement
lipchitzienne, cette solution dépend continiiment des données (prop. 14).

2. Solutions classiques, généralisées et entropiques

Dans toute cette partie, on se donne f, 8 € C(R), ol § est croissante

(au sens large), @ un ouvert de R% et v € L} (Q). On fait la normalisation
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Solution généralisée locale d'une équation parabolique quasi linéaire dégénérée
f(0) = B(0) = 0. On considére I’équation E = E(f, 3,Q,v) :

ut+f(u)x=ﬂ(u)zx+v, sur @ . (E)
Précisons tout d’abord la notion de solution classique de (E).

DEFINITION 1 (solution classique).— On appelle solution classique de
E(f,8,Q,v), toute fonction u € C(Q) telle que

{ Ut , f(u)z’ /B(u);z:x € C(Q)

ut + f(u), = B(u) , +v sur Q. ()

Notons alors que v est dans C(Q).

Si u est solution classique de E(f, 3,Q,v) et f € C1(R), 8 € C*(R) avec
B >0, alors u € C1(Q) et uzy € C(Q) et sur Q on a

ut + ' ()ue = B (w)uae + 8" (w)ug +v.
Lorsque f, 8 € CY(Q), v € C(Q), toute fonction u € C1(Q), telle que
u+ f(u), = B(u),, +v
dans D’'(Q) est solution classique de E(f, 3, Q,v)
Introduisons maintenant la notion de solution généralisée.

DEFINITION 2 (solution généralisée). — On appelle solution généralisée
de E(f,3,Q,v), toute fonction u € Llloc(Q) vérifiant : il existe une suite

(fn, Bn, vn, un) dans C(R) x Crpr(R) x C(Q)2 avec uy solution classique de
E(f’na ﬁn, Q; vn) telle que

Ut — U, Uy — U dans Llloc(Q)
fan—=f, Bn—B dans C(R) (2)
fa(un) = f(u), Bn(un) — B(u) dans LL (Q),

od on a noté Cm(R) lensemble des fonctions de R dans R continues et
monotones croissantes (au sens large).

Notons que la notion de solution généralisée est fermée pour le passage
a la limite défini par (2); plus précisément, on a de maniére immédiate le
résultat suivant.
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PROPOSITION 3. — S0it (frn, Bn,Un,un) une suite de C(R) x Cm(R) x
Llloc(Q)2 convergente vers (f, 3,v,u) au sens de (2). Si pour tout n, uy est
la solution généralisée de E(fn,fn,@Q,vn), alors u est solution généralisée

de E(f,8,Q,v).

La notion de solution généralisée est une notion globale, il lui correspond
la notion locale de solution qui suit.

DEFINITION 4 (solution généralisée locale). — On appelle solution gé-
néralisée locale de E(f,3,Q,v) toute fonction u € Llloc(Q) vérifiant : tout

point (o, o) € Q admet un voisinage ouvert Q) dans Q telle que la restric-
tion de u @ Qq soit une solution généralisée de E(f,,Q1,v).

Il est clair que si u est solution généralisée (resp. solution généralisée
locale) sur @, alors u est solution généralisée (resp. solution généralisée
locale) sur tout ouvert @1 C Q.

Suivant S. N. Kruskhov [Kr], on définit la notion de solution entropique.

DEFINITION 5 (solution entropique).— On appelle solution entropique

de E(f,3,Q,v) toute fonction u € Llloc(Q) vérifiant : f(u), B(u) € Llloc(Q)
et pour tout k € R, on a

Ba_t |lu—k|+ 5%— (signo(u - k) + (f(u) - f(k))) < (3)

2
<signg(u — k)v+ 5% |8(w) - B(k)| dans D'(Q),

ou signgr = r/|r| pour r # 0 et 0 sinon.

Toute solution classique est solution entropique, plus généralement en
utilisant un raisonnement courant, on a le résultat suivant.

LEMME 6.— Soit u, U deur solutions classiques de E(f,5,Q,v),
E(f,B3,Q,0) respectivement, alors :

O =)t 4 2 (sgng (u =) + (1) - 1@)) <

O o+ ;
< signd (u — U)(v —7) + 527 (B(u) — B(@)™ dans D'(Q).

(4)

Ce type d’inégalité est appelée inégalité de Kato. En effet, elle s’inspire
de V'inégalité classique de Kato pour le laplacien ([Ka] et aussi [Ar]).
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Solution généralisée locale d'une équation parabolique quasi linéaire dégénérée
Preuve. — L’inégalité (4) étant locale, il suffit de la prouver dans un

voisinage de tout point (¢g, zg) de @. On peut supposer que @ = ], to[ X
]a, b[. Il est bien connu que (4) est équivalente & :

b
[ - ) *ete <

b
< [ (o) -2 ¢+
a ®)

+ /:-/ab Signg' (u(r) - °(r)) { (f(u(,-)) _ f(ﬂ(r)))fr 4
+ (ﬁ(u(r)) - ﬂ(a(r)))fzx + (v(r) = 9(7)) }5 dzrdr.

Pour tout t; < s <t<tyet £ € D(]a,b[),£&>0.

Sur lintervalle ]t1, t2[, la fonction ¢(t) = f:(u(t) - E(t))+£d:c est
localement lipschitzienne. Fixons ¢t € ]t1, t2 [ et notons

w = B(u(t)) - B(@(1)) € C*(la, b])
h = f(u(®) - £(a()) € C*(la, b]).

Q= {:c €la,b[]|u(tz)>u, .7:)} est une partie ouverte de R; c’est une
réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. Puisque

do=[ (uelt) - B()€dz pp. t€ 11, tal; (6)

pour prouver (5), il suffit de montrer

/ (was + ho)é de < ] (e — hés)da . @
Q Q

Soit ] ¢, d[ une composante connexe de €2, on a

/cd Wg€ dz = [wxf]f - /;d wely dz [wxﬁ]g + /cd wépzdz .

Puisque, w(z) > 0 pour tout z € ]c, d[, on a fwz(c) > 0 et Ewz(d) < 0;

d’ol
d d
/ We€ do 5/ wézr dz .
C C

- 117 -



M. Maliki et H. Touré

d d
[+ [+

d d
/ (wm: + h:z:)€ de < / (w{m - h{x) dz, (8)

On a également,

et donc

ce qui donne bien (7) par sommation de (8) sur toutes les composantes
connexes de l'ouvert Q. O

Notant que pour tout k € R, la fonction u = k est solution classique de
E(f,5,Q,0), le lemme 6 montre que toute solution classique est solution
entropique. En fait, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 7.— Toute solution généralisée locale de E(f,3,Q,v) est
solution entropique.

Preuve. — Il suffit d’établir (3) au voisinage de tout point (tg,zg) de
Q. Etant donné (to,z0) € Q fixé, il existe @ un voisinage ouvert de
(to, zo) dans @ tel que u restreinte & @ soit une solution généralisée de
E(f,8,Q1,v). Il existe donc (fn, Bn, Vn, un) une suite de C(R) x Cm(R) x
C(Q1)xC(Q1) tels que uy, soit une solution classique de E(fn, Bn, @1,vn) et
(fn, Bn,Vn, un) converge vers (f, 8,v,u) au sens de (2) sur Q1. Appliquant
le lemme 6 & (un, k) et (k, uy) et sommant les deux inégalités obtenues, on
obtient : pour tout £ € D(Q1), £ > 0,

//Q signg(un — k)(un — k)& + (fr(un) — fn(k)) €z +
+ (Bn(un) = Bn(k)) ez +vE > 0.

Faisant tendre n vers I’infini, compte tenu de (2), il existe « € L*(Q1),
a € sign(u — k) tel que

[ =g+ (5 - 10)€ + (500 - 86 +06} 2 0, (10

©)

ol on a noté par sign le graphe monotone de R, défini par

1 sir>0
sign(r):{[——l,—H] sir=0
-1 sir<0.
L’inégalité (10) est équivalente & (3) ([Be], [T]). D
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3. Probléme de Cauchy

On suppose dans toute cette section que @ = ]0, T'[ x R avec T > 0, et
on se donne

ug € LOO(IR)a vE Llloc(Q)

T
vérifiant p.p. t € ]0, T'[, v(t)UL*®(R), / ||v(T)|[L°°(]R)dt < 00.
0

(H)
On considére le probleme PC = PC(f, 3, v, ug)
ue+ fu), =B(u),, +v surQ (PC)
u(0, -) = up sur R.

DEFINITION 8. — On appelle solution généralisée (resp. solution généra-
lisée locale) du probléme de Cauchy (PC), toute solution généralisée (resp.
solution généralisée locale) u de E(f,3,Q,v) telle que u(t) — wugp dans
LL (R) lorsque t — 0 essentiellement.

Dans cette section, on établit un résultat d’existence et d’unicité de
solution généralisée locale du probléme de Cauchy. Plus précisément, on
a le résultat suivant.

THEOREME 9. — Etant donné (v,uq) vérifiant (H) :
1) il existe une unique fonction u € L°(Q) solution généralisée locale de

PC = PC(f,8,v,up); de plus, u€ C([0,T], IOC(IR)), vérifie

t
[T gy < Mool oy + [ I pmiayds (1)

pour tout t € [0, T'] et est solution généralisée du probléme PC =
PC(f,8,Q,v,u0);

2) soient u, U les solutions généralisées locales correspondant é (v, ug) et
(v, 4Up) respectivement; on a

COREON

L) s

(12)
\U®+AW@@—WM+

< H (uo — 170)+ s

d
L'(R)
pour toutt € [0, T].
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Pour un probléme de premier ordre (8(k) = 0), il y a unicité des solutions
entropiques ([KrA], [KrP], [Be]). Dans le cas des problémes du second ordre,
lorsque 3 est constante sur certains intervalles de ’ensemble des valeurs de
u, nous ignorons s’il y a unicité des solutions entropiques. C’est ce qui a
motivé I'introduction de la notion de solution généralisée locale.

La preuve du théoréme s’obtiendra & 1’aide du résultat qui suit.

PROPOSITION 10.— Etant donné C > 0, considérons X l’ensemble des
fonctions (v, ug) de L(Q) x L}(R), vérifiant (H) avec

T
Juollzomcey + ol zmqey < €

muni de la topologie de L*(Q) x L}(R).

1) Il existe une unique application continue F de C(R) x Crn(R) x X
dans C([0,T], LY(R)) telle que pour tout (f,B,v,up) € C(R) x
Cm(R) x X, u = F(f,B,v,up) soit une solution généralisée de
PC(f, 3,@Q,v,uq) vérifiant

lull ooy < €

2) Soient Q1 une partie ouverte de Q, (f,8,7) € C(R)xCn(R) x C(Q1),
u = F(f,B,v,up) avec (v,up) € X et u une solution classique de
E(f,B,D1,9), alors

(=)t + o (signg (u = D) - (@) <
13)
< 2 (6w - @) + (= 9)* dans D(@1).

Nous allons démontrer ce résultat plus loin; nous en déduisons avant,
comme conséquence principale, la preuve du théoréme. Etablissons tout
d’abord quelques résultats préliminaires.

LEMMEL1. — Soient C > 0, et w € L®(Q), wo € L®(R), ¢ € L1(Q),
w € C(R) des fonctions positives telles que w soit croissante, w(0) = 0,

//Q{atw + Clése] + w(w)lée] + c(t, 2)E} 2 0, VEED(Q), €20
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et w(t) — wo dans L1 (R), quand t — 0 essentiellement. Alors
T
sup / w(t,z)de < / wo(z)dz +/ / c(t,z)dzdt. (14)
te[0,T]/R R o /R

Preuve. — Nous adaptons ici, la preuve du lemme 4 de [Ba] (cf. aussi
[KrA]). Pour tout 0 < s <t < T, € D(R)et £ >0,

/;Rw(t,:c)fd:cg/]Rw(s,:c)ﬁd:c+//Q{C|£m}+w(w)|fx|+c(t,:v)£}d:c(dt).
15

Soit € une fonction test vérifiant : £(z) = 1 sur [0, 1] et &(z) = O sur
[2, oo [. Considérons &n(z) = &(|z|/n), alors &, € D(R) et 0 < &, < 1,
7, =0sur R\ {x €R|n<|z|<2n}. Injectant &, dans (15) et faisant
tendre s vers 01, on obtient

/ w(t,z)de <
{lzI<n}
1 T
< / wo(:c)dx+—2/ / Cdedt + (16)
{l=z|<2n} n*Jo J{n<l|e|<2n}

T T
+ l/ / w(w)dz dt+/ / c(t,z)dz dt.
nJo J{ng|z|<2n} 0 J{|z|<2n}

II résulte de (16) que w(t, -) € L(R). Pour § > 0 fixé, on a

T
/ / w(w)dz dt <
0 J{n<|z|<2n}

T
S/ / w(é)d:cdt+/ w(w)dazdt.
0 J{n<l|e|<2n, w(t,z)<6} {n<lzl<2n, w(t,z)>6}

On a w(w) < Cy ou Cy est une constante positive, puisque w € L*(Q), il
en résulte que

T
l// w(w)dz dt <
nJo J{ng|z|<2n}

T 17)
< w(OT+=Cu

L

w(t,z)dz .
8 Jinglzlg2n) 2)

-121 -



M. Maliki et H. Touré

Puisque w(t) € L}(R), on a

lim w(t,z)de=0.
7700 J{n<|z|<2n}

Faisant tendre n vers l’infini, ensuite é vers 01 dans (17), et en passant &
la limite, lorsque n tend vers l'infini dans (16), on obtient le résultat. O

LEMME 12. — Etant donné vy, Oy vérifiant (H) et un, U des fonctions
de LL ([0, T]1xR)NL®(Q) telles que (un,vn), (Un,Vn) vérifient l'inégalité

loc

de Kato (4) et

T
Jun @l o+ Iy [ (Iono)mqay + (@l o) 82 < €
(un,vn), (@n,n) convergent respectivement vers (u,v), (4,7) dans

LL ([0, T1x R)NLL (Q),

alors

su u(t) —a)) Tede

o (CORC O

S/(uo—ﬁo)+€dw+ (18)
T

+/0 /{lf(“)_f(a)“&xi‘*'(ﬁ(”)-ﬂ(a))+|€xx|+(v—ﬁ)+£}dxds.

pour tout € € D(R), £ >0, et od on a noté u(0) = ug, u(0) = Up.

Preuve. — Soient £ € D(R),€ > 0ett € ]0, T']; intégrons I'inégalité (4)
entre 0 et ¢t; on a

/ (un(t) — Un(t)) Tede <
< o) oo e+ [ [ {son® ) 5000 = G+

+ (B(un) — B(4n)) +€mc} deds + /:/ (vn — ) Yedads. (19)
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On a

limsup [ (un(t)— Un(t))Tede = /(u(t) - ﬂ(t))+£ dz

n—oo

< limsup sup /(un(t) - ﬁn(t))+£ de.
n—o0 te[0,T]

Compte tenu de (19), on a
] (un(t) — Bn(t)) Tede <
T
< [ -0y eas+ [ [{Ifwn) - f@llel+  20)

+ (B(un) = B(an))* |§u|}d:c ds + /OT/ (vn —Bn) Teda ds.

Faisant tendre n vers l'infini dans cette égalité, on obtient

limsup sup /(un(t) — Tin(t)) Tede <
n—o0 te[0,T]

T
< / (uo — To) € do + /0 / |F(u) — F(@)] €] dz ds + (21)

+/OT/(ﬂ(u)—ﬂ(a))+|sm|dxds+/OT/(v—ﬁ)stdxds-

D’ou le lemme. O

3.1 Preuve du théoréme 9

Fixons -
€ > Juollpmqay+ [ o) gyt

1) Ezistence.— Posons
Wt (2) = w+X[—n,n](z)—w_x[—m,m](z) et unm = F(f, B,v™™, ug,m) ;
alors
{un,m Tu™ quandn—ooetu™ |4

Unm | Un quand m — oo et u” T u.
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En effet, ”“"vm”L“’(Q) < C puisque (v™™, ug’m) € X. Utilisant ’inégalité
(14), les suites (unm) m €t (un,m)n sont monotones bornées, de méme pour
(um)m et (u”)n. On obtient alors ¥ = limy—eo 4™ et u = limy o0 un qui
sont solutions généralisées de E(f,3,Q,v) par fermeture de la notion de
solution généralisée.

Montrons que u € C([0, T], LL (R)). Il résulte de (18) appliquée au

loc

couple (Un,m,Un,g) que, pour tout £ € P(R),0< €< 1,t€ ]0, T,
A(un,m(t) - un,q(t))+§ de <
T
< /R(ug’m _ u3v4)+£ dz +/0 /R{lf(un,m) — flung)| 1€l +  (22)

+ (vnm = Umg) V€ + (B(tinym) — Blunyg))™ |€m|}dx as.

En échangeant le role de uy m et uy 4 et en sommant les inégalités obtenues,
on a

/]'Rlun,m(t) - un,q(t)|€d‘c <
n,m n T
< [ligm - wgiga+ [ [{olftunm - funa)l sl + @3
R 0 JR
+ [tnm — g€ + | B(unm) — Blung) |£u|}dx ds.
En faisant tendre ¢ vers ’infini, on obtient

sup / |Un,m(t) - un(t)lfdx <
te[0,T)JR

T
< /]Rlué"’" —u8|5dx+/0 /R{ﬂf(un,m)— f(un)| 6ol +
+ ivn,m - ’Unig + |,3(un,'m) - ﬂ(un)\ |€:L‘x|}d$ ds.

Faisant maintenant m — oo, il en résulte

limsup{ sup /‘un,m —un|§dx} <0.
m—oo | te[0,T]/R
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Et donc unm — un dans C([0, T], L] (R)) quand m tend vers Dinfini,
en particulier un est dans C ([0, T], LL (R)).

Reprenant le raisonnement précédent avec la suite (un),, il en résulte
aussi

limsup{ sup /1R|un(t) - y_(t)|£dm} <0.,

n—o0o tE[O,T]

pour tout ¢ € P(R),0 < € < 1. On a alors u € C([0, T], LL (R))
et donc u est solution généralisée locale de PC(f, 3, @, v, up). Notons que
d’apres le procédé diagonale, il existe (vn,ug) € X tel que up, — U dans
C([0, T], L} (R)).

2) Unicité.— D’apres le lemme 11, il suffit de montrer qu’étant donné
(v,Up) vérifiant (H) et u solution généralisée locale de PC(f, 3, @, v, Up),
alors (u, u) vérifie (18). D’aprés le procédé diagonale, il existe (vn,ug) € X
tel que up, = F(f, B, vn,ug) — u dans c([o, 1], Llloc(IR)), ol on a noté
vp = v(n) et ug = ug’m(n). Appliquant le lemme 12 4 la suite (@, un),
on obtient (18) ce qui entraine donc ’unicité et la propriété de contraction
L'.o

Maintenant, nous nous attaquons a la preuve de la proposition 10, pour
cela rappelons tout d’abord les résultats développés dans [BT] et [T] pour
Pétude du probléme de Cauchy PC(f, 3,Q, v, up) par la théorie des semi-
groupes non linéaires dans L!.

On définit Popérateur A = Ay g dans L1(R) par Au = (f(u) - ﬁ(u)x)
x

sur le domaine D(A) des fonctions u € L1(R)N BV(R), B(u) € WH(R),
h:f(u)—ﬁ(u)xEAC(IR)etV:cElR,OS/\51,

[u(z*) — u(z™)] [h - Fu(=*) + (1= Nu(="))] < 0.
On a alors le résultat suivant.
LEMME 13.— L’opérateur A = Ay g vérifie

1) A est T-accrétif dans L(R), c’est-d-dire
/ (u—2)tdz < / (u -G+ AAu - A%))t de
R R

pour tout u, U € D(A), A € RT;
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2) R(I+)A) D LY(R)NBV(R)D D(4), VA >0;
3) D(A) est dense dans L*(R);

4) étant donné une suite (frn,Brn) € C(R) X Cn(R) convergente dans
C*(R) vers (f,B), alors (I + /\Afmﬁn)-'lu - (I+ )\Af’ﬁ)_lu dans
LY(R) lorsque n tend vers linfini pour tout u € L*(R) N BV(R) et
AeRT,

3.2 Preuve de la proposition 10

D’aprés la théorie générale des équations d’évolution dans un espace
L', D’existence d’une fonction F continue de C(R) x Cpr(R) x X dans
C([0,T], L}Y(R)) découle du lemme 13, compte tenu du lemme 11 et du
lemme 12, I'unicité de F découle en fait du point 2); établissons donc le
point 2) de cette proposition.

On peut se ramener au cas d’un rectangle @y = Jo1, o2 X 21, 22,
nous notons I = ]z, z2[. Etant donné ¢ > 0 fixé, considérons la suite
(ui,vi) telle que, pour tout tg = 0 < #; < ... < tp < T < tp41 avec
t; —ti_1 <€, v1, v, ..., U, uy dans L1(R)N BV(R) vérifiant

i=n+l

ti
S [l - ulpgdtse e uo-u <,
i=1 -

1

on ait
||u(t) - ui”Ll(lR) < é(e) pour toutt € Jt;_1,t;]

ol u; est définie par récurrence par

Ui = Uiy
—_— A U; v;
ity IO

et 6 : RT — R¥ continue avec §(0) = 0.

De plus, pour tout u, U correspondant & (v, ug) et (¥, Up) respectivement,
on a l’égalité (12); et si (v, upg) vérifie (H), alors u satisfait & 1’estimation
(11) par la théorie et posons ue(t) = u;, ve(t) = v; sur Jt;_1,%[. On a
alors

U — U1
Au; = v, — ——m8=

D’autre part, 4 est solution classique et donc pour tout s € ]oy1, 02,
u(s) e C(R) et

—B(u(s)) , + F(u(s)), = T(s) — Us(s) surI.
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Utilisant la proposition 1.1 de [T], on a pour tout £ € D(I), £ > 0,

| siend (ui = 2(s) {(f(uz') — £(@(s)) )&= — (B(wi),, - B(u(s), )2 +

+ (v,- —B(s) — izl ﬂs(s)> 5} dz > 0.

ty—ti-1
Intégrons cette inégalité en ¢ sur ]¢;_y, t; [ pour obtenir

t
[ [ iend i ate) { () - 106 )& - (800 - 66 o +

+ <u,- —9(s) — ':—Z%l—i + ﬁs(s)) g} dedt>0. (24)

1 i1

o]

Notons que pour tout k € R, w € L{> (@), on a

signd (w(t) — k) (w(t) — w(t") > (w(t) — k)t = (w@) - k)T,

et donc

/t: /Isigng' (uz- - ﬂ(s)) (:’::—:’_—l—l) Edxdt >
> /I(ui - ?(s))+§ dz — /I(ui_l - ﬁ(s))+§ dz.
Il en résulte
[ [ send wett) - a0 { (et - £ (@06 ) +
— (B(ue(®) - B(a(s))) 6o+ (ve(t) — (s)) } dz dt + /I (ue(ti-1) — U(s)) "€ dz
> /I(us(t,') — 4(s)) tede — /t:il V/Isigng' (ue(t) — U(s))u(s)E dz dt . (25)

Etant donnés o7 < a <b< oz et oy <c<d< o, intégrons 'inégalité
précédente en s sur ] ¢, d[. Notant que p.p. s € Jo1, 62[, 0on a

— [ sign? (u —u(s))u(s :r::i u —i(s)) Tede
[ s (et - a0 42 = 5 [ (wet) - (e e e,
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on obtient

L send (= ) { (s0et0) - (a6 e +

~ (B(ue(t) - B(E)) & + (v2(t) - v(s))}dx dsdt +

+ [ PG R ONFEE (26)
>/]C i (us(t)—u(s)) Edzds+

/t' / ue(t) = 4(d) T — (ue(t) — U(c) Tedadt.

Il existe des indices i et j tels que t;_; < b <t; et t;_; < a <t . Sommons
I’inégalité précédente entre i et j pour obtenir

/ttt 4 e =T (7(0000) - a0 +

~ (Bluev)) - 5 (0(8)))) € + (ve(t) — 6(3))+g}dx dsdt +

+ /Cd ds/j_{(us(a) —a(s)t = (uelb) - a(s))+}£ de>
. /: e {0 - 5)* = (uet) - a(e)* Jeds.

Puisque (v,ug) € X, on a (cf. [T])
18(ue) oMl gy + luell Loy < €

)

ol C est une constante indépendante de ¢ > 0. Faisant tendre ¢ vers 0F
dans (27), il en résulte

/]a bx]ed[ /SIgno (u(t) - u(s)){(f(u(t)) - f(ﬁ(s)))fx-{-

]
= (B(u(?)) - ) &z + (v(t) —9(s))¢€ }dz dsdt +
(28)

/dd {a(a)—u<s> U(b)—A(S)}fdzz

/ at / { u(t) - a(d)* u(t)—"(c))+}£dz.
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Posons

8(5,0) = [ (utt) - a(e)) * e
o
o6, = [ {sieng (ut) - 209) ((#(ut0) - £(a06)) +
- (Bluele) - B(E)) ) & + (o) = 5(5) e o
L'inégalité devient
[ [ stenasars [“(os.1-stem)asz [ (@0~ ste0)a

qui entraine (cf. [Be], [BCP]), pour tout 51 < s <t < 02,

66,90+ [ wrm)ar> 60,0,
c’est-a-dire
[ [ signi (wetr) = ) { (st - 5@ e +
- (u(n) - B(@Y) ) &+ (o)~ 5(r) e da +
+ [ - a6)tedr < [ (u) - aw) e d.

Ceci termine la preuve de cette proposition. O

Etant donnée une fonction w localement lipschitzienne, on notera

|w(z) - w(y)| \

”w||Lip(|a:]SR)= sup{ |z — y] ey, [z|<R, |yl SR} .

Sous I’hypothése complémentaire f, 3 localement lipschitzienne, la solution
généralisée locale dépend continiment des données, plus précisément on a
le résultat suivant.
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PROPOSITION 14.— Etant donné (fn, Bn,vn, %o n) € C(R) X Crm(R) x
Llloc(Q) x L®(R) avec fn, Bn, f, B localement lipschitziennes telles que

fo—=f, Ba— B dans C(R)
(vn,uom) — (v,up) dans Llloc(Q) X LIIOC(IR)

vérifiant ]
“uo,n“Lw(R)“"/o ””n(s)”Loo(]R)dS <C
et
VR>0,3wr>0tel que | fallLipo<r) + [|BnllLipgeicry S wr» @)

alors up — u dans C([0, T], LL (R)) ot up, u sont les solutions générali-
sées locales correspondant respectivement d (fn, Bn, vn, uon) €t (f, B, v, uo).

Preuve.— Soient R > 0, ¢ > 0 fixés, il existe (v,%p) € X tels que
un = F(f, B, vn,ug) — u dans C([O, T], L} (IR)),

loc
T €
/ }uo—ﬁo|dm+/ / |lv—7]dzds < - (29)
lz|<R 0 Jlz|[<R 4
et
sup / lu(t) — ()| dz < ¢ (30)
t€[0,T]/|z|<R

ouu = F(f,B3,7,up) et ol u est la solution généralisée locale correspondant
a (f, B,v,up). Notons Up = F(fn, Bn,?,Up); par continuité de F, on a

lim sup /ﬂ t) —u(t)|de =0. 31
dim e [ [in@) - 00) (31)

D’autre part,

/ lun(t) — u(t)| dz <
lzI<R

< / lun(t) — ()] dz +/ [@n(t) - 2(1)| dz +/ () — u(t)| de.
|z|<R lzI<R lzI<R
Compte tenu de (29) et (30), pour montrer que

lim sup / up(t) —u(t)|de =0,
A, !x|5R| n(t) = u(t)|
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il suffit d’établir qu’il existe ng € N, pour tout n > ng,

sup / |un(t) - an(t)| de<e.
te[0,T]/|z|<R

Par le lemme 12, pour tout { € D(R),{ >0et 0<t<T,ona
[ luntt) = ntt)fg e <
t
< [1u2-oledaz+2 [ [Ifatun) = fr(@n)| el dzdat (32)

+2/0t/|ﬁn(un)—ﬂn(ﬁn)|lfledxds+/OT/IUn—ElﬁdwdS-

Par approximation prenons &(z) = 1/(1 + |:c|)2, on a alors |§x(:c)‘ < 2 et
lfm(:c)l < 6€. L’inégalité précédente devient, compte tenu de (H’)

Jlunt) - nto)l e <

t
§/|u3—ﬁg|£d:c+6w6/ /|un—an|5dxds+ (33)
0

T
+/ /|vn—if|£dxds.
0

Par le lemme de Gronwall, on obtient

6—6“CT/|un(t) — ﬁn(t)lf dr <

T
S/lug—ﬁgkda:—f—/ /Ivn—i?lﬁd:cds.
0

Choisissant R, assez grand tel que Re > Ret f| <[> R Edz < ¢/4C, il résulte

(34)

e~6weT / |un(2) — ()€ d <

T
S.6.+/ Iug_a0|5dz+/ ] |vn — T|€dzds.
2 JizI<R. 0 Jlz|<R.

En utilisant (25), pour N assez grand, on a

e—GwCT/|un(t) - ﬁn(tﬂf dz < e pourtoutt€[0,T];
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d’ou, puisque 1/(1 + [R[)2 < é(z) <1 pour |z| < R,

sup /|un(t) - ﬂn(t)[ dx <e¢ pourtoutn >N
t€[0,T]

d’oli le résultat. O
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