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Cobordisme des entrelacs®

VINCENT Branv@iL(l)

REsSUME. — Dans [BM], nous avons défini une relation d'équivalence sur
l'ensemble des formes bilinéaires entiéres, appelée cobordisme algébrigque,
qui permet de classifier les entrelacs fibrés simples & cobordisme prés. Ici,
nous montrons que tout entrelacs K est cobordant & un entrelacs simple
K' et les entrelacs K et K’ ont des formes de Seifert algébriquement
cobordantes. Nous déduisons de ce résultat une classification compléte
a cobordisme prés des entrelacs fibrés & 1'aide de leurs formes de Seifert.
Ensuite nous construisons un représentant de chaque classe de cobordisme
des entrelacs & homologie sans torsion qui se décompose en la somme
connexe d'un entrelacs de forme de Seifert identiquement nulle avec un
entrelacs de forme de Seifert non dégénérée.

ABSTRACT.— In [BM] we define an equivalence relation on the set
of integral bilinear forms called algebraic cobordism, which allow us to
classify simple fibered links up to cobordism (where a link is a (2n — 1)-
dimensional, (n — 2)-connected, oriented, smooth and closed submanifold
of the (2n + 1)-dimensional sphere). Here we prove that every link K
is cobordant to a simple link K’ and the two links K and K’ have .
algebraically cobordant Seifert forms. According to this result we obtain a
complete classification of fibered links up to cobordism using their Seifert
forms. We also construct an element for each cobordism class of torsion
free links, this element is given by the connected sum of a link with an
identically zero Seifert form together with a link with a non degenerate
Seifert form.
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0. Introduction

Dans leur théorie des nceuds, M. Kervaire et J. Levine ont obtenu une
classification compléte des nceuds de grandes dimensions & cobordisme prés
a’aide de la forme de Seifert (cf. [K2], [L1]). Ensuite les résultats algébriques
de N. Stoltzfus ont permis de classifier les classes d’équivalences des formes
de Seifert qui correspondent aux classes de cobordisme des nceuds. Nous
étudions ici le cobordisme des entrelacs, la définition des entrelacs généralise
celle des nceuds (cf. définition 1.1).

L’étude de la topologie des singularités isolées d’hypersurfaces complexes
se raméne 3 1’étude topologique des entrelacs algébriques qui leur sont
associés (cf. [M]); de plus, les entrelacs algébriques sont des entrelacs fibrés
simples (cf. définition 1.2), c’est ce qui a motivé I’étude du cobordisme
des entrelacs fibrés simples dans [BM]. Nous avons défini, dans [BM], une
nouvelle relation d’équivalence sur les formes bilinéaires entiéres appelée
cobordisme algébrigue (cf. définition 1.5). Nous avons montré dans ce méme
article que les classes de cobordisme des entrelacs fibrés simples sont en
bijection avec les classes de cobordisme algébrique de leurs formes de Seifert.

Dans cet article, nous étudions le cobordisme des entrelacs dans un cadre
trés général. Nous montrons tout d’abord que chaque classe de cobordisme
d’entrelacs contient un entrelacs simple, ce qui permet de restreindre 1’étude
du cobordisme des entrelacs au cas des entrelacs simples et, de ce résultat,
nous déduisons une classification compléte des entrelacs fibrés, de dimension
supérieure & 3, a cobordisme prés (cf. théoréme A).

Contrairement au cas des nceuds, nous n’avons pas de structure de groupe
sur ’ensemble des entrelacs avec la somme connexe comme opération, mais
dans le cas des entrelacs (avec n > 2) nous montrons que nous avons une
structure de monoide commutatif avec la somme connexe comme opération.

Nous construisons de plus un élément remarquable dans chaque classe de
cobordisme des entrelacs & homologie sans torsion qui se décompose en la
somme connexe d’un entrelacs de forme de Seifert identiquement nulle avec
un entrelacs de forme de Seifert non dégénérée. Cette décomposition, et la
décomposition de la forme de Seifert correspondante, laisse supposer qu’une
étude algébrique analogue & celle de N. Stoltzfus peut étre effectuée sur les
classes de cobordisme algébrique, ceci bien que la définition du cobordisme
algébrique soit beaucoup plus compliquée que celle de la Witt-équivalence.
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1. Définitions et notations

DEFINITION 1.1.— On appelle entrelacs l’image du plongement d’une
variété de dimension 2n—1, compacte, orientée, sans bord, et (n—2)-conneze
dans une sphére S?"*1. Un nceud est un entrelacs qui est abstraitement
homéomorphe & une sphére. Nous dirons qu’un entrelacs est @ homologie
sans torsion st son homologie entiére est constituée de Z-modules libres.

Pour tout entrelacs K, il existe une sous-variété orientée F de $27t1 de
dimension 2n, qui a pour bord K; une telle variété F est appelée surface
de Seifert pour K.

Un entrelacs simple est un entrelacs qui posséde une surface de Seifert
(n — 1)-connexe.

DEFINITION 1.2.— Un entrelacs K est fibré s’il existe une fibration C®
¥ : S\ K — ST telle que W est triviale sur T\ K ot T est un voisinage
tubulaire de K. Un entrelacs fibré simple est un entrelacs fibré, dont les
fibres sont (n—1)-connezes. Un entrelacs fibré posséde une forme de Seifert
unimodulaire (cf. [D, § 2, p. 50]).

DEFINITION 1.3.— Comme dans [K1], nous dirons que deuz entrelacs
Ko et Ky, abstraitement difféomorphes d la méme variété K, sont cobor-
dants s’il eziste un plongement ® : K x [0, 1] — 52"+ x [0, 1] tel que

®(Kx{0}) =Ko et &(Kx{l})=-K,
ot —K est l’entrelacs K1 avec ’orientation opposée.

Notations

e Etant donnée une variété différentiable X, on note X son bord, X son
intérieur et Hi(X) le k-iéme groupe d’homologie & coefficient dans Z.
Si z est un k-cycle de X on note [z] sa classe d’homologie dans Hg(X).

e Etant donné un groupe abélien G, on note rg(G) le rang de G et Tors(G)
le sous-groupe de torsion de G. Pour tout sous-ensemble m d’un Z-
module M, on note (m) le sous-module de M engendré par m.

Soit F une sous-variété orientée de dimension 2n de S?"*1 et soit G le
quotient de H,(F) par sa Z-torsion. La forme de Seifert associée a F est
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la forme bilinéaire A : G x G — Z définie comme suit (cf. [K2, p. 88], [L2,
p. 185], [BM, p. 2]) : & (z,y) dans G x G, on associe A(z,y) le nombre
d’enlacement dans S2"t1 entre z et iy (y) ol i4(y) est le cycle y “poussé”
dans §27t1 \ F par le champ de vecteur normal positif 4 F dans S?"+1.

Une forme de Seifert pour un entrelacs K est alors une forme de Seifert
associée & une surface de Seifert pour K.

Soit .4 ’ensemble des formes bilinéaires définies sur des Z-modules de
rangs finis. Soit ¢ ’entier +1 ou —1. Pour A : G x G — Z une forme
bilinéaire de A on note AT la transposée de A, et S la forme e-symétrique
A+ ¢AT associée & A. De plus, on notera S* : G — G* I’adjointe de S (o
G* = Homgz(G; Z) est le dual de G). Si M est un sous-module de G, on note
M" = (M ®Q)NGle plus petit sous-module pur de G qui contient M. On
note G le quotient G/ Ker S*, et si M est un sous-module de G on note M
la projection de M dans G. Rappelons les définitions de métaboliseur et du
cobordisme algébrique déja énoncées dans [BM].

DEFINITION 1.4.— Soit A: G x G — Z une forme bilinéaire de A. La
forme A est Witt associée ¢ 0 si m, le rang de G, est pair et s’il existe un
sous-module pur M de G, de rang m/2, tel que A s’annule sur M. Un tel
module M est appelé métaboliseur pour A.

DEFINITION 1.5.— Sotent A; : G; x G; — Z, i = 0, 1, deuz formes
bilinéaires de A. Soient G = Go® Gy et A = Ag® —A;y. La forme Ag est
algébriquement cobordante a la forme Ay s’il existe un métaboliseur M pour
A tel que M est un sous-module pur de G, un isomorphisme @ entre Ker S}
et Ker ST et un isomorphisme 6 entre Tors(Coker S5) et Tors(Coker ST) qui
satisfont :

(C1) M NKer §* = {(:c, o(z))] z € Ker s;;},

(C2) d(S*(M)N) = {(:c, 8(z)) | = € Tors(Coker sg;)},
ot d est la projection de G* dans le quotient Coker S* = G*/Im S*.

Etre algébriquement cobordant est une relation d’équivalence sur A
(cf. [BM, théoréme 1, p. 4]).

On appelle entrelacs non dégénéré un entrelacs qui posseéde une forme de
Seifert non dégénérée.
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2. Enoncés des résultats

J. Levine [L1, lemme 4, p. 234] a montré : Tout neeud est cobordant d un
neeud simple. Nous montrons ici la proposition suivante (§ 3.1).

PROPOSITION 2.1,— Soient un entrelacs K et A une forme de Seifert
pour K. Alors K est cobordant a un entrelacs simple K' ayant une forme
de Seifert A’ algébriqguement cobordante ¢ A.

Du fait que ’on peut toujours réaliser la matrice d’une forme bilinéaire
entiére comme étant la matrice de la forme de Seifert d’un entrelacs simple
(sect. 6), nous avons de méme la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.— Soit n > 3. Soient un entrelacs K de dimension
2n — 1 et A une forme de Seifert pour K. Alors K est cobordant d un
entrelacs simple K' ayant A pour forme de Seifert.

Remarque 2.1.— Si K est un entrelacs de dimension 2n — 1, de forme de
Seifert A associée a une surface de Seifert F' pour K, alors S = A+ (—1)”AT
est la forme d’intersection définie sur Hn(F)/ Tors(Hp(F)). De plus, Ker S*
est 'image de Hn(K) dans H,(F) et Tors(Coker S*) C Tors(Hp—1(K))
(Vinclusion est une égalité des que la surface de Seifert F' considérée est
(n — 1)-connexe et donc deés que ’entrelacs est simple).

La proposition 2.1, nous permet de démontrer les théorémes suivants qui
sont les analogues des théorémes 3 et 4 de [BM] sans I’hypothése entrelacs
simples (§ 3.3 et 3.4).

THEOREME 1.— Soit n > 3. Soient Ko et Ky deuz entrelacs de dimen-
ston 2n — 1. Si Ko et Kp possédent des formes de Seifert algebrzquement
cobordantes, alors Ko et Ky sont cobordants.

THEOREME 2. — Soit n > 3. Soient Ko et K1 deuz entrelacs fibrés, de
dimension 2n — 1, et Ag et Ay deuzr formes de Seifert pour Ko et Ky. St
Ko et Ky sont cobordants, alors Ag est algébriquement cobordante d A;.

De plus, les théorémes 1 et 2 permettent d’énoncer le résultat suivant.

THEOREME A.— Soit n > 3. Soient Kg et K1 deux entrelacs fibrés de
dimension 2n — 1. Les entrelacs Ko et Ky sont cobordants si et seulement
st leurs formes de Seifert sont algébriguement cobordantes.
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Soit K I’ensemble des entrelacs qui sont & homologie sans torsion. Notons
B le sous-ensemble de A constitué des éléments A de A tels que si S* est
l’adjointe de S = A + ¢AT (cf. définition 1.5), alors Tors(Coker $*) = {0}.
D’apres la remarque 2.1, les formes de Seifert des entrelacs de K sont des
éléments de B.

Dans une classe de cobordisme algébrique de A donnée, les formes
bilinéaires de cette classe ont des restrictions aux noyaux des adjointes de
leurs e-symétrisées qui sont toutes isomorphes. Donc, si une de ces formes
est dégénérée sur Ker S*, elles le sont toutes. De plus, si pour z dans ker S*,
nous avons A(z,y) = 0 pour un certain y, alors A(y,z) = 0 du fait que
S = A+ AT. Donc dans le cas ol une forme bilinéaire ne dégénére &
droite (resp. & gauche) que sur un sous-module de Ker S*, on peut parler de
dégénérescence sur ce sous-module. Dans le cas ou une forme bilinéaire de
A dégénere en dehors de Ker S*, nrwus devons distinguer la dégénérescence
a droite et & gauche de A. Posons

A% : G — Homgz: :Z), =z A(z,-)

et
"A: G — Homg(G;Z), zw+ A(-,z).

Comme "A = (AT)*, nous avons
rg(Ker A*) =rg(Ker™d) et Ker A*NKerS™ = Ker™ANKerS*.

Nous montrons de plus les deux propositions suivantes (§ 4.1 et 4.2).

PROPOSITION 2.3.— Toute classe de cobordisme algébrique de A
(resp. B) contient une infinité de formes dégénérées (i droite ot & gauche).

PROPOSITION 2.4.— Soit A une forme bilinéaire de B. Si A est dégé-
nérée, alors il existe une forme bilinéaire Ay de B telle que A et Ay sont
algébriquement cobordantes et Ker A} est un sous-module de Ker S7.

Lorsque n > 2, la somme connexe de deux entrelacs est un entrelacs,
de plus si [K] désigne la classe de cobordisme d’un entrelacs K, on définit
I’opération e sur I’ensemble des classes de cobordisme des entrelacs de méme
dimension par [Ko)e [K1] := [Ko# K1]. Dans la section 5, nous vérifions que
pour n fixé I’ensemble des entrelacs de dimension 2n — 1 quotienté par la
relation d’équivalence “étre cobordant” est un monoide commutatif avec o
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comme opération. De méme, les classes de cobordisme, d’entrelacs de méme
dimension, de K forment un monoide commutatif.

Etant donné un entier n, on dit que T' = ¢(S™~1 x S™) est un entrelacs
trivial si le plongement ¢ s’étend & @ : D* x D"l — §2n+1 La forme de
Seifert associée & la surface de Seifert Z(D™ x S™) est identiquement nulle.
De plus, on appelle stabilisé un entrelacs obtenu par somme connexe avec
un ou plusieurs entrelacs triviaux.

A Daide du théoréme 1 et de la proposition 2.7, nous construisons un
entrelacs particulier dans chaque classe de cobordisme d’entrelacs de K

(5 6.1).

PROPOSITION 2.5.— Chagque classe de cobordisme d’entrelacs de K, de
dimension 2n — 1 avec n > 3, contient le stabilisé d’un entrelacs non
dégénéré.

3. Tout entrelacs est cobordant & un entrelacs simple

3.1 Démonstration de la proposition 2.1
Soit K un entrelacs, de dimension 2n — 1, plongé dans une sphére
S2n+1 = 3D avec D un disque de dimension 2n + 2.

Sin = 1, existence d’une surface de Seifert connexe pour K (cf. [R] par
exemple) démontre la proposition.

Sin > 2, soit F' une surface de Seifert pour K. Si F' est (n — 1)-connexe,
K est un entrelacs simple. Sinon, effectuons la construction suivante.

1) Soit h un plongement de F' x [0, 1] dans D tel que

h(F x {0}) = F = h(F x [0, 1]) n §2"+1

2) Soit p le plus petit entier positif ou nul tel que mp, = mp(F x {1}) soit
non nul. Du fait que h(F x {1}) est une sous-variété compacte orientée
de D avec p < n—1, les éléments de base, notés (b,') i€, de T, peuvent
étre représentés par des plongements disjoints ; : SP x D¥~P
R(F x [0, 1]) (cf. [M, théoréme 2, p. 46]). Puisque p+ 1 < n + 1,
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nous pouvons étendre ces plongements & des plongements disjoints
[0}
¥; : DPTL x D?=P D tels que

Im(¢;) Nh(F x [0, 1]) = ¢;(SP x D*"~P).

Soit Wy la variété compacte orientée obtenue en recollant les anses
¥;(DP*1 x D¥"P) a h(F x [0, 1]) :

W, =h(Fx[0,1])U ( U wi(DP+ x D2“-P)> .
i€Z,
Remarquons que W, = FUh(K x [0, 1]) U Fp, ol Fy est une variété
p-connexe.

Tant que p < n — 1, ’étape 2) peut étre & nouveau effectuée pour Fj (a
la place de h(F x {1})). En poursuivant jusqu’a p = n — 1, nous obtenons
une sous-variété W = W, _1 de D telle que 0OW = FUh(K x [0, 1]) UFp—1
avec F,_1 qui est (n — 1)-connexe.

Enongons le théoréme suivant qui est une adaptation & notre situation
du théoréme 2 de M. Hirsh [H, p. 364].

THEOREME. — Soit V une variété de dimension 2n+2 et X une sous-
variété de V avec X C 8V. Si les conditions suivantes sont vérifices :

1) X est contractible sur une triangulation de dimension n,
2) V\ X est 1-conneze,

alors il eziste un plongement ¢ : D*"t2 - V avec X C 3(p(D*"+2)).

Posons T(W) un voisinage tubulaire ouvert de W dans D et V' la variété
D\ T(W). Soit X la sous-variété de-V identifiée avec I'image de ’inclusion
de F,,_, dans V.

Comme F,,_ est (n—1)-connexe, on peut contracter X sur une triangula-
tion de dimension n (cf. [PWZ, lemme 2.7, p. 620]). De plus, W est obtenue
a partir de h(F x [0, 1]) par attachement d’anses d’indices inférieurs a n,
donc V est 1-connexe.

Le théoréme que nous venons d’énoncer donne donc l’existence d’un
plongement ¢ : D?"*2 _ V tel que I’on a un h-cobordisme entre S2ntl et
9(p(D*+?)). Comme n > 2, d’aprés [S] il existe un difféomorphisme

d: D\ p(D?+2) = §27+1 x [0, 1]
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tel que d(h(dF x [0, 1])) soit un h-cobordisme entre K et l'entrelacs
d(h(K x {1})) = K’ qui est simple puisqu’il borde d(Fr,_1) = F’ qui
est (n — 1)-connexe.

Soient A et A’ les formes de Seifert assocides & F et F’, définies
respectivement sur Hy(F)/ Tors(Hn(F)) et Hn(F’). Nous allons montrer
que A et A’ sont algébriquement cobordantes.

Lors de la construction de F’, les modifications par chirurgie sur les cycles
de F de dimensions inférieures ou égale & n — 2 n’ont aucune influence sur
I’homologie de dimension n de F.

De méme, une chirurgie sur un (n — 1)-cycle de F, qui est le générateur
d’un facteur libre de I’homologie entiére, n’a aucune influence sur ’homolo-
gie de dimension n de F. En effet, dans ce cas ’opération consiste a rendre
nul-homologue le (n—1)-cycle et son dual, de dimension n+1, pour l¢. forme
d’intersection associée & F'. Plus précisément, nous avons :

e soit a un (n — 1)-cycle de F qui est générateur d’un facteur I ore de
H,,—1(F); effectuons une chirurgie plongée dans D sur a, pour . =la on
représente le cycle a par le plongement d’une sphére S™~1 tel que ce
plongement, noté ¥;, étendu & S™~1 x D™ soit un voisinage tubulaire
de ¥;(S™1) (cf. précédement); soit Fr = F\¢;(S™~! x D"t1), posons

F=FrU(S"~1 x D), F*= Fruy;(D" x S™)

— la suite de Mayer—Vietoris associée a la premiére décomposition
donne

0 — Hpt1(Fr) — Hpp1(F) = Z — 0
0 — Hp(Fr) — Hp(F) — 0
0—Z -5 Hy ((Fr)®Z — Hp_y(F) — 0

(Phomorphisme s est surjectif car le facteur libre Z = <z/1,'({1} X S"‘1)>
est engendré par l'intersection entre le (n + 1)-cycle dual de a et
¥;(S™~1 x S™), de plus, i est injectif car il I’est sur le second facteur);

— la suite de Mayer—Vietoris associée a la seconde décomposition donne

0 — Hpt1(F1) — Hppa (F*) — 0
0 —Z 2 Ho(Fr) @ Z — Hu(F*) 250
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(’homomorphisme a est de la forme : a(z) = 0@ j(z) ol I'injection j est
induit par I'inclusion de %;({1} x S™) dans ;(D" x S™); ’homomor-
phisme b est nul car il est donné par l'intersection géométrique entre
un n-cycle et (z/;,- (S”“"1 X {1})), qui vaut toujours zéro a cause des
dimensions);

de ces deux suites, nous pouvons déduire que Hy(F) = Hyp(F*), et
nous avons bien qu’une chirurgie sur un (n — 1)-cycle, de F, qui est
le générateur d’un facteur libre de I’homologie entiére, n’a aucune
influence sur ’homologie de dimension n de F'.

Etudions les effets de la chirurgie sur les générateurs de la torsion de
H,_1(F). Effectuons une chirurgie sur un (n — 1)-cycle 7 de F qui est un
générateur de la torsion de H,,_1 (F). Ceci équivaut & une chirurgie ration-
nelle sur un (n — 1)-cycle nul-homologue. C’est pourquoi cette opération
modifie ’homologie de dimension n de F. Comme ci-dessus, supposons 7
représenté par le plongement d’une sphére S™~1 tel que ce plongement,
noté ¢;, étendu & S"~1 x D™t soit un voisinage tubulaire de ¥;(S™1).
Soit Fr = F \ ¢;(S™! x D"*1), posons

F=FrUy;(S"~ ! x DYy, F* = FpUy;(D™ x ™)
Ecrivons la suite de Mayer—Vietoris pour les deux décompositions.

Premiére décomposition. — Nous avons

0 — Hyy1 (Fp; Q) — Hopt (F;Q) 23 Ha(4:(5" x 57);Q)
=Q
— Hu(F7;Q) 6?“ (1/),'(5"—1 X Dn+1); Q)J___, Hn(F; Q)

"

=0

=2 Hoa (9:(5™! x 57);Q) 2
=Q

— Hn_1(Pr; Q) @ Hoo1 (%(S™ x D"); Q)

7

- Hn-—l(F§Q) —0

(¥ = 0 car sinon le cycle repésenté par 1;(S""1) aurait un dual dans
Hy41(F; Q) et ne serait pas nul-homologue dans H,_;(F;Q); de plus,
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Hp1 (11),,'(5""1 x S™); Q) —H,_1 (1/),'(5"‘1 x D™t1); Q) est une injection
et A = 0). Donc, de cette suite on déduit 'isomorphisme suivant :

Hn(Fr; Q)= Ho(F;Q)0 Q.

Deuziéme décomposition. — Nous avons
=0 -
0 — o1 (Fr; Q) — Hag1 (F% Q) = Ha (3:(S™* x 57);Q)
=Q
— Hn(Fr; Q)& Hn (%i(D" x 5");Q) — Ha(F*;Q)

7

N (@)
— Ho_y (4:(5"7! x §™); Q)

=Q
= Hoo1(Pr; Q) Hoot (45(D" x 87); @) — Hnoa (F5Q) — 0
=v0
(8 = 0 du fait que Hy, (¢;(S™1 xS™); Q) s’injecte dans Hy, (y;(D™ xS™); Q);

de plus, le (n — 1)-cycle représenté par %;(S™"1) est nul-homologue donc
_ a =0). De cette suite, on déduit I’isomorphisme suivant :

Hn(F*;Q) = Ho(Fr; Q)@ Q.

Finalement nous obtenons
Ho(F*;Q) = Ho(F;Q)® Q2,
et donc une chirurgie sur un (n — 1)-cycle de torsion augmente de 2 le rang
de Hy(F).
Avec les notations choisies, nous avons représenté 7 par un plongement
¥;(S™! x {1}). De la suite (1), nous déduisons que le n-cycle £ défini par

£:= [vi({1) x 57)]

est générateur d’un facteur libre de H,(F™*) ajouté par la chirurgie sur 7.
Si 7 est de p-torsion, alors p r borde un disque d dans F'; et de la suite (2),
nous déduisons que le n-cycle £* tel que

plF = [pz/),-(D" x {1}) Ud] ,

est générateur de l’autre facteur libre de H,(F*) ajouté par la chirurgie
sur 7.
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La variété F' a été obtenue avec des modifications par chirurgie sur tous
les cycles de dimensions inférieures ou égales & n — 1 (et donc aprés avoir
effectué les chirurgies sur tous les cycles d’un systéme de générateurs de la
Z-torsion de Hy,_1(F)). D’aprés les calculs que nous venons de faire, nous
avons construit des n-cycles tels que

Hn(F') = Hy(F)/ Tors(Hn(F)) (4 , £)
ieN
(on note d; le disque se rapportant & 7; utilisé dans la construction de £f).

En collant un (2n + 2)-disque sur le bord de S?"*+! x {0}, nous cons-
truisons B = $2"*1 x [0, 1]U D?"+2. Soient [ai]iej et [[3,-]1.6‘7 des bases
respectivement de Hy (F)/ Tors(Hn(F)) et de Hy(F"), telles que pour tout

ide Jona
[a(h(ei x {1))] = 811

On étend iy & W dans B. La classe d’homologie du bord de la chaine
d(h(a; x [0,1])) est [a; — B3;] dans W et, comme les a; (resp. i4(c;))
bordent §; (resp. 6]'") dans D*"*2, on a les B; (resp. i+(8;)) qui bordent
d(h(aj x [0, 1])) U6; (resp. it (d(h(e; x [0, 1]))) Uéj'«") dans B.

Pour i et j dans J, les deux chaines
d(h(aix[o,l])) et iy (d(h(ajx[O,l])))
sont disjointes dans $?**1 x[0, 1]. Et nous obtenons pour tout 7, j dans J :
A([ei], [a5]) = Intp(&;, 6F) = A' (8], 185])

ou Intg est le nombre d’intersection algébrique entre les (n + 1)-chaines
de B.

Le cycle £; borde le disque %; ({1} x D™+1) dans W, donc A’ (1851 £;) est
donné par le nombre d’intersection entre d(a; x [0, 1]) U6; et iy ({1} x
D"*1) qui sont deux chaines disjointes; nous avons donc A’ (18;], &) = 0.
De la méme maniére, nous obtenons A’(¢; [ﬂj]) = 0. De plus,

At ) = - Tatg (s, pwi(D" x {1}Ud) = £1 et 4(6},)=0
(ou bien A/(£;,€) = 0 et A'(£5,£;) = %1 suivant les orientations des

variétés). Les plongements 1; qui ont permis de construire W sont disjoints,
donc

A,(fi,fj) = A’(fj,@,) = A,(g‘lh[;) = A,(Z";’Ei) =0 pour: :/6 J.
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cn

Finalement avec les cycles (Z")ie A (K}‘)ie v et ([ﬁj])jE 7 la forme de
Seifert A’ associée & F’ est de la forme

0 e 0 O 0

eg * 0 * *

" 0 0 e3 0
T 10 x eq4 * *

0 = 0 %= ... A
avec * des entiers et (€gx41,62k+2) = (£1,0) ou bien (e2x41,62k+2) =
(0, £1).

Comme F' est (n — 1)-connexe, nous avons Tors(H,(F')) = 0. Posons

M = @([e;1) ED(18;1) (&) C Hn(F)/ Tors(Hn(F)) @ Hn(F')

JjeJ €T ieN

et
B=Ag-4A".

Les éléments £; de M ne sont pas dans Ker Sp, et comme £; n’intersecte
que £ avec Sp(4;,£;) = %1 les sous-modules Sp (& )) sont purs (on peut
remarquer que ’apparition des cycles £; et £, obtenus par chirurgie sur des
(n — 1)-cycles de torsion, n’a pas modifié la topologie de l’entrelacs; donc
ces cycles ne sont pas dans Ker S%, et ne participent pas a donner de la
torsion dans Coker §%,). Le sous-module pur M est un métaboliseur pour
la forme B = A® —A’ et comme 4; = [t; ({1} x S")], nous avons M est
un sous-module pur de Hy(F)/ Tors(Hn(F)) @ Hy(F') par construction.

Si les isomorphismes ¢ entre Ker 5% et Ker 5%, , et 6 entre Tors (Coker S A)
et Tors(Coker S%,) proviennent de I'isomorphisme doh entre K et d(h(K x

{1})), alors :
o MnKer S5 ={(las], 18]) | o] € Ker i, [85] € Ker Sy }
={ (o1, [doh(s)]) | [os] € Ker S5 }
= {(te). ¢(l@)) | o] € Ker 53}
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® posons
T (Hn(F)/ Tors(Hn(F)) & Hn(F'))* — Coker Sg,
] :

Ty (Hn(F)/ Tors(Hn(F))) — Coker 5% ,

T a1 (Hn(F'))" — Coker S, ,
les projections dans les quotients. Nous avons alors m = 74 @ 7.
Posons a; un générateur de <1rA (5% ([aj])A)> et b; un générateur

de <”A’(SZ'([,3]'])A)>’ alors (aj, bj)je] est un systéme générateur de
Tors(Coker S3) (nous avons éventuellement a; et b; nuls). De plus,
comme [8;] = [d o h(a; x {1})] nous avons b; = 6(a;). Ainsi,

(5500 = (o 53 (o), 1))

jeJ

= (@ b))jes = ((21:0e)), .,

Finalement M satisfait les hypothéses de la définition 1.5 et les formes
A et A’ sont algébriquement cobordantes. O

3.2 Démonstration de la proposition 2.2

Comme nous le verrons dans la section 6, on peut toujours réaliser une
forme bilinéaire entiére comme étant une forme de Seifert pour un entrelacs;
ceci en construisant une surface de Seifert par attachement d’anses sur un
disque D?™. Les anses utilisées sont toutes d’indice n, donc la surface de
Seifert ainsi construite est (n — 1)-connexe et I’entrelacs est simple. O

3.3 Démonstration du théoréme 1

Soient Ko et K; deux entrelacs, de dimension 2n — 1 avec n > 3, de
formes de Seifert respectives Ag et A; algébriquement cobordantes. D’aprés
la proposition 2.1, il existe deux entrelacs K{ et K] de formes de Seifert
respectives Af et A], tels que

e K! est cobordant & K;,i=0, 1,

o Al est associée & une surface de Seifert (n—1)-connexe pour K/, =0, 1,

° Ag est algébriquement cobordante & A;, i =0, 1.
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Ainsi, les formes Af) et A} sont algébriquement cobordantes par transi-
tivité. Donc d’apreés le théoréme 3 de [BM, p. 5], K} et K] sont cobordants
et finalement, par transitivité du cobordisme, les entrelacs Kp et K; sont
cobordants. O

3.4 Démonstration du théoréme 2

Soient Ko et K; deux entrelacs cobordants de dimension 2n — 1 avec
n > 3. Soient Ag et A; des formes de Seifert pour Ko et K;. D’apres
la proposition 2.1, il existe deux entrelacs K{ et K{ de formes de Seifert
respectives Af et A}, tels que

e K est cobordant & K;, i =0, 1,
° A:- est associée & une surface de Seifert (n—1)-connexe pour Kf ,i=0,1,

o Al est algébriquement cobordante & A;, i =0, 1.

Construisons deux entrelacs simples K; et Ki qui ont Ag et A; pour
forme de Seifert comme dans la proposition 2.2. Du fait que Kp et K7 sont
fibrés, les formes Ag et A; sont unimodulaires; ainsi les entrelacs K et K7
sont fibrés simples (cf. [KW, chap. V, § 3, p. 118]).

Les formes A} et A; sont algébriquement cobordantes, donc les entrelacs
K] et K (i = 0,1) sont cobordants par le théoréme 3 de [BM, p. 5].
Comme Kg et K1 sont cobordants les entrelacs Ky et Ki sont cobordants
par transitivité du cobordisme. Donc, par le théoréme 2 de [BM, p. 4], les
formes Ag et A; sont algébriquement cobordantes. O

4. Dégénérescence des formes bilinéaires de B

Comme conséquence directe de la définition 1.5 et de la remarque 2.1,
nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 4.1.— Soient Ag et Ay deuz formes bilinéaires de B. Les
deux formes Ag et Ay sont algébriqguement cobordantes si et seulement si il
existe un métaboliseur M pour A = Ag ® —A1, avec M est pur dans G et
un isomorphisme ¢ entre Ker S5 et Ker ST tels que

M NKerS* = {(z,z) |z € Ker S } .
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Remarquons qu’ainsi le cobordisme algébrique des formes bilinéaires de
B et donc des formes de Seifert des entrelacs de K devient beaucoup plus
maniable que dans le cas général.

4.1 Démonstration de la proposition 2.3

Soit A une forme bilinéaire de .4 qui est non dégénérée. Supposons A
définie sur un Z-module libre de rang fini noté G. Soit C' la forme bilinéaire
de A définie sur un Z-module libre de rang 2, noté H, de base (e;, e2) dont
la matrice dans la base (e1,e2) est

00
1 0/°
Considérons la forme bilinéaire dégénérée & droite B = A @ C définie sur

G @ H. Nous allons montrer que A et B sont algébriquement cobordantes.

Soit M le sous-module pur de G & (G & H) défini par
M={(z,2,y)|2€G, y€(e1)}.

Ona
rg(M) = % 15(Go(GoH)) et (A®-B)|,,=0.

La matrice de S, ’adjointe de la e-symétrisée de C, est

0 1
+1 0/°
Donc Sg est unimodulaire et Ker S, = Coker S¢; = {0}. Par construction,

nous avons (e1) est un sous-module pur de H et, comme {(z,z) |z € G}
est pur dans G @ G, nous avons bien que M est pur dans G & (G @ H).
Si §% et Sp sont les adjointes des e-symétrisées de A et B, nous avons
Ker S% = KerSp et Coker S = Coker Sp. De ces deux égalités, nous
déduisons immédiatement les deux égalités

M N (Ker S5 @ Ker Sg) = {(z,z) | z € Ker S },
d(S*(M)™) = {(z, ) | ¢ € Tors(Coker S},

oti d est la projection dans le quotient Coker S @ Coker Sg.
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Ainsi, les conditions (C1) et (C2) de la définition 1.6 sont vérifiées et les
formes A et B sont algébriquement cobordantes. Il en est de méme pour la
dégénérescence & gauche en posant

(6 o)

Si A est une forme bilinéaire de B, la forme bilinéaire B est aussi dans
B du fait que C est dans B. Dans ce cas, A et B sont algébriquement
cobordantes par la proposition 4.1. O

pour matrice de C.

4.2 Démonstration de la proposition 2.4

Supposons A définie sur un Z-module libre G. Le sous-module Ker A*
est pur dans G et Ker S* C Ker A*, décomposons Ker A* en Ker A* =
(Ker A*N Ker S*) ® D ou D est un sous-module pur de G. Comme Ker S*
est un sous-module pur de Ker A*, nous avons

G/ Ker A* = (G/Ker $*)/D

- est sans torsion, donc D est pur dans G. Soit H un complémentaire de
Ker S* dans G qui contient D, ce qui permet d’écrire G = KerS* @ H
avec Ker A* N H = D. Par construction, A| g dégénére a droite sur D.
Notons (di)ie 7 une base de D. Du fait que A est dans B, nous avons

Tors(Coker $*) = {0}. Donc S|j; est unimodulaire et, pour tout ¢ de J, il
existe d} dans H tel que

S(d;,d})=1 e¢ H=N@& (@(di,d,’;)) ,
€T

avec S(d;,n) = S(d7,n) = 0 pour tout n de N. Nous avons donc A*(di)'N =
*A(d,-)] N = 0 (c’est-a-dire que, pour tout n de N et pour tout i de J,
A(d;, n) = A(n, d;) = 0). Soit Ay la restriction de A & KerS* @ N = L.

Soit M le sous-module pur de G & L = (L @ D) & L défini par

M={(z,d,x)|meL, de(di)iej}.

On a 1
(M) =5 8(GOL) et (A®-Ag)|y=0;
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et comme N est pur dans G par construction, nous avons M est pur dans
G @ L. De plus, Ker S% = Ker Szd donc

Mn(Ker Sy @KerS; ) = {(z,z) |z '€ Ker S} }

et les deux formes A et A4 sont algébriquement cobordantes par la propo-
sition 4.1. De plus, Ker A} est un sous-module de Ker S} par construction.
Le raisonnement est identique si ’on considére le sous-module sur lequel la
forme A dégénére & gauche et, de plus, dans ce cas la forme A, sera la méme
puisqu’elle ne dépend que du rang de D qui est invariant si ’on regarde la
dégénérescence i droite ou & gauche. O

5. Monoide

Etant donné un entier n > 2, on a muni l’ensemble des classes de
cobordisme d’entrelacs de dimension 2n — 1 d’une structure de monoide
commutatif en posant

[Ko] ® [K1] := [Ko#K1]

ot [K] désigne la classe de cobordisme d’un entrelacs K et # désigne la
somme connexe de deux variétés de méme dimension. (La variété Ko#K;
est bien un entrelacs au sens de la définition 1.1 si K et K7 sont considérés
comme des sous-variétés de la méme sphére, aprés avoir disposé Kg et
K; dans deux hémisphéres différentes.) Comme dans le cas des nceuds,
I’entrelacs Kog# K7 est muni de la forme de Seifert Ag © A;.

Un élément neutre de chaque monoide est donné par la classe de cobor-
disme du nceud trivial (au sens de Kervaire et Levine ([K2], [L1]). L’asso-
ciativité de l’opération vient de l’associativité de la somme connexe des
variétés. Dans le cas ol l’on se restreint aux entrelacs de K, on garde la
structure de monoide commutatif.

On munit I’ensemble des classes de cobordisme algébrique des formes
bilinéaires entiéres d’une structure de monoide commutatif en posant

{Ao} e {A1} := {40 ® A1}

ol {A} désigne la classe de cobordisme algébrique de la forme bilinéaire
entiére A. L’élément neutre de ce monoide est donné par la classe de la
forme nulle définie sur le Z-module de rang zéro {0}.
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Soient Ko et K; deux entrelacs de forme de Seifert Ag et A;, la forme
Ao @ Aj est alors une forme de Seifert pour ’entrelacs Ko#K (la surface
de Seifert correspondante est donnée par la somme connexe, sur leur bord,
des deux surfaces de Seifert). Si K?"~! désigne ’ensemble des entrelacs de
dimension 2n — 1 et K2"~1 désigne I’ensemble des entrelacs & homologie
sans torsion de dimension 2n — 1, pour n > 3, posons

C: K1 _ 4y
[K] — {A}

Papplication qui & un entrelacs K, dimension 2n ~ 1, de forme de Seifert
A associe la classe de cobordisme algébrique de A. L’application C est bien
définie par le théoréme 1, de plus c’est un morphisme de monoides. De

méme, la restriction
Cx K™ ! —B

(K] — {4}

est aussi un morphisme de monoides.

6. Construction

6.1 Démonstration de la proposition 2.5

Fixons n > 3. Etant donné un élément K de K, de dimension 2n — 1,
nous allons construire un représentant de la classe de cobordisme de K. Soit
A une forme bilinéaire de B qui est une forme de Seifert pour K. D’aprés la
proposition 2.4, il existe une forme bilinéaire A; de B telle que A et A, soient
algébriquement cobordantes et A; est non dégénérée en dehors de Ker S3.
Soit D le sous-module de Ker S} sur lequel A; dégénére. Remarquons que
pour tout = de D et pour tout y nous avons A(z,y) = A(y,z) = 0. Donc si
D est de rang 6, la forme A; peut alors étre décomposée en Ay = Os® B ou
Ojs est une forme identiquement nulle définie sur un Z-module libre de rang
6 et B est une forme, de rang r, de B non dégénérée (8 est éventuellement
nul si Ay est non dégénérée).

Dans [K1, chap. II, § 6], M. Kervaire montre comment attacher des anses
(¢;) d’indice n & D?" pour obtenir une variété V = D" 4(3)+- - “+(Vs4r)s
et comment plonger V dans S2"t1 par F : V — §27*1 (e telle sorte que
la variété F(V') soit une surface de Seifert pour ’entrelacs Ky = 3F (V) de
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forme de Seifert A4. Lors de la construction de F(V'), les é premiéres anses
ont la particularité de n’enlacer aucune autre anse de la construction, ceci
avant et apres le plongement F'.

De méme, soient les variétés
Vi=D¥ 1)+ +(¥s) et Va=D"+(¥5p1)+ -+ (Ys4r)
et les plongements
Fi: V3= St et Fp:Vy — §¥ntl

tels que les formes de Seifert associées aux surfaces de Seifert Fy(V;) et
F5(V3) soient respectivement Oy et B. Notons Ag = 9F;(V1) 'entrelacs
trivial de K de forme de Seifert identiquement nulle, et K = AF2(V2)
I’entrelacs non dégénéré de forme de Seifert non dégénérée B. L’entrelacs
Ag#K a pour forme de Seifert A; par construction, de plus A et Ay
sont algébriquement cobordantes donc K et A K#I‘E' sont cobordants par
le théoréeme 1. Ainsi, K est cobordant & un stabilisé de K qui est non
dégénéré. O

Remarque 6.1.— L’entier § dans le paragraphe 6.1 est un invariant de
la classe de cobordisme considérée. Cet entier est égal au rang de la forme
de Seifert de A obtenue & ’aide de proposition 2.4.

Remarque 6.2.— La forme de Seifert de Ag correspond & la restriction
de la forme de Seifert pour K au sous-module de Ker S* sur lequel elle
dégénére. Comme dans une classe de cobordisme algébrique, les restrictions
des formes bilinéaires aux noyaux des adjointes des e-symétrisées sont
isomorphes, nous avons le corollaire de la proposition 2.5 suivant.

COROLLAIRE 6.3.— Si dans une classe de cobordisme donnée de K 1l
eriste un entrelacs K pour lequel une forme de Seifert A dégénére sur un
sous-module de Ker S*, alors toutes les formes de Seifert des entrelacs de
cette classe de cobordisme dégénérent sur ce sous-module de Ker S*.
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