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Fonctions indéfiniment différentiables invariantes
sur ’espace tangent-d’un espace symétrique(*)

Nouri Kamoun(l)

RESUME. — Soit G un groupe de Lie connexe réductif, o une involution
de G, H la composante neutre du groupe des points fixes de o. Soient
g l'algébre de Lie de G et g = h @ q la décomposition de hg en espaces
propres associés & . Nous donnons une condition nécessaire et suffisante
qui porte sur les restrictions aux différents sous-espaces de Cartan de g,
pour qu’une fonction continue et H-invariante sur q soit C*.

ABSTRACT.— Let G be a real connected reductive Lie group, ¢ an
involution of G, and H the identity component of the group of its fixed
points. Let g denote the Lie algebra of G and g = h @ q its decomposition
into Fl-eigenspaces for o. In order to characterize C*® functions in the
space of H-invariant continuous functions on g, we give a necessary and
sufficient condition on their restrictions to the different Cartan subspaces
of g.

Introduction

Soit G un groupe de Lie connexe réductif, ¢ une involution de G, H la
composante neutre du groupe des points fixes de . Alors la paire (G, H) est
dite paire symétrique. Soit g ’algébre de Lie de G. On notera ¢ ’involution
de g obtenue en différenciant & et g = h®q la décomposition de g en espaces
propres associés a o. Soit a C q un sous-espace de Cartan de q, c’est-a-dire
a est un sous-espace abélien maximal de q formé d’éléments semi-simples;
on notera W(H, a) le groupe de Weyl de H dans a. Il est clair que q peut
étre identifié avec ’espace tangent de ’espace symétrique G/H. De plus,
le groupe H agit sur q par la restriction a q de la représentation adjointe.

(*) Regu le 20 mai, accepté le 17 juin
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e-mail : Harn@fsm.rmu.tn
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Rappelons que I’action adjointe d’un groupe de Lie réductif et connexe G’
sur son algébre de Lie g’ entre dans ce cadre en prenant G = G’ x G
et o(z,y) = (y,z). Il est bien connu [D] que si o est une involution de
Cartan, ’application de restriction est un isomorphisme de C°°(q)H sur
C* (ha) W(HS) (e isomorphisme n’est pas vrai pour une paire symétrique
quelconque. Dans le cadre des algébres de Lie réductives, A. Bouaziz [B]
a donné une caractérisation des fonctions indéfiniment différentiables et
G-invariantes sur g en fonction de leurs restrictions aux sous-algébres de
Cartan de g. C’est ce résultat qu’on se propose de généraliser aux espaces
symétriques réductifs. Etant donnée f une fonction continue et H-invariante
sur q, on donne une condition nécessaire et suffisante (portant sur les
restrictions de f aux sous-espaces de Cartan de q) pour que f € C*° (q)H
(théoréme 5.1). La démonstration de ce théoréme a nécessité une adaptation
de la méthode de descente d’Harish-Chandra pour les algébres de Lie
réductives & ’espace tangent d’un espace symétrique réductif (prop. 3.1).
Dans la démonstration du théoréme 5.1, on utilise aussi des techniques
de [B].

1. Notations

Si V est un espace vectoriel sur R, on notera V¢ son complexifié. On no-
tera V* et V¢ les duaux respectifs de V' et de V. On note S(Vg) lalgebre
symétrique de Vg. On l'identifiera avec ’algébre des opérateurs différen-
tiels & coefficients constants complexes sur V. On notera 6(u) 'opérateur
différentiel correspondant & u € S(V).

On notera P(Vg) lalgébre des fonctions polynomiales (& coefficients
complexes) sur V.

Si G est un groupe opérant dans un ensemble X, si H est une partie de
G et si Y est une partie de X, on notera

NH,Y)={heH|h-YCY}
ZH,Y)={h€H|h-y=y,VyeY}.
Si N(H,Y) est un groupe, on notera W(H,Y) le groupe quotient
N(H,Y)/Z(H,Y).

On notera X 1’ensemble des éléments de X fixés par tout h € H. Si
z € X,.on notera H -z l’orbite de z sous H.
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Si E est un espace vectoriel topologique, on notera E’ son dual topolo-
gique. Si A C E, on notera A+ ’orthogonal de A dans E’. De méme, on
notera B l’orthogonal dans E d’une partie B de E'.

Si g est une algebre de Lie, si X € g et si V est un sous-espace vectoriel

de g, on note
vX={ZeV|[Z,X]=0}.

2. Structure de ’espace tangent & un espace symétrique

2.1 Décomposition de Jordan

Soit G un groupe de Lie connexe réductif d’algtbre de Lie g. Soit &
une involution de G. L’involution de g obtenue par différentiation sera
notée aussi . On note G° = {g € G |o(g) =g}, h={X €g|o(z) = X},
g={Xe€g|o(z) = —X}, H la composante neutre de G’ dans G.

On a alors g = h @ q, b est 'algébre de Lie de H et, puisque H C G7, le
groupe H agit sur g.
On appellera (G, H) une paire symétrique réductive.

On dira que X € g est semi-simple si I’endomorphisme ad X est semi-
simple, c’est-a-dire diagonalisable sur C. On dira que X € g est nilpotent si
X € [g, 9] et si Pendomorphisme ad X est nilpotent. On sait que tout X € g
admet une décomposition de Jordan unique sous la forme X = X; + X,
ou X est semi-simple, X, nilpotent et [X;, Xn,] = 0. Si X € ¢, la
décomposition de Jordan donne (X;) = —X;, 0(X,) = —X,,, et done X,
et X, appartiennent a q. On notera S ’ensemble des éléments semi-simples
de q et N I’ensemble des éléments nilpotents de g.

LEMME 2.1.— ([OM], prop. 5.2) Si X € gq, alors X, appartient a
ladhérence H-X de H - X.

2.2 Sous-espaces de Cartan et ouverts invariants

On rappelle qu’un sous-espace a de q est appelé sous-espace de Cartan s’il
est abélien formé d’éléments semi-simples de q et maximal pour ces deux
propriétés. Tous les sous-espaces de Cartan de g ont la méme dimension
qu’on appelle le rang de g et le nombre de classes de conjugaison sous H de
sous-espaces de Cartan est fini [Se, sect..1}).
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DEFINITION 2.2.— Un ouvert U de q est dit complétement H-invariant
st
1)U est H-invariant;

2) X €U, alors Xs €U.

3. Méthode de descente pour les espaces symétriques réductifs

Si X € g est semi-simple, G()f et Hg( désigneront les composantes
neutres de GX et HX, gX (resp. hX) s’identifie avec ’algébre de Lie de
Ggf (resp. H()X ). Le groupe Ggf est invariant par o et (G%‘r ,Hg{ ) est une
paire symétrique réductive.

Soit X un élément semi-simple de g. Un ouvert de g% est dit compléte-
ment HX -invariant s’il est HX -invariant et complétement Hg( -invariant.

PROPOSITION 3.1.— Soit U un ouvert complétement H-invariant dans
q. Soit X un élément semi-simple de U. Il existe alors un voisinage ouvert
V de X dans g% complétement HX -invariant contenu dans UN g% tel que :

i) Uapplication # : H x V — q définie par (h,Y) — h-Y est
une submersion et W = w(H x V) est un ouvert complétement H-
invariant de q;

i) les fibres de m sont exactement les HX _orbites dans H x V pour
Paction
m-(h,Y)=(h-m™!, m-Y),

ii1) Uapplication i
e () — c= ()
fr— flV

est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons ¢ le centre de g% et [ son algébre dérivée. On a
g¥ = cal, gX = (hngX) & (ang¥), [= (INh) &(INq), c = (cNh) S (cNq).
On se donne : V1(0) un voisinage ouvert de 0, H X _invariant dans [N g

et 71(X) un voisinage ouvert de X dans ¢ N q tels que 71(X) + V1(0) soit
contenu dans U N q%.
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Notons L¢ le groupe adjoint de [¢ et soient P1, , Pr des polynomes
homogeénes algébriquement indépendants de ’P([C) Le tels que P(l¢) Le -
C(Py, ..., Pr) ([V2, p. 336]).

Pour ¢ > 0, notons
(t)={Zel||P(2)| <t,Vi=1,...,r}.

Remarquons que [(t) est un ouvert H X _invariant. On a besoin du lemme
suivant.

LEMME 3.2.— Pour tout sous-espace de Cartan a de qN|{, il existet > 0
tel que
[(t)ynac 3(0)Na.

Démonstration. — En effet, sinon, il existe un sous-espace de Cartan a
de [Nq et il existe une suite (Y")n>1 dans a telle que, pour touti =1, ..., r,
on a

nll)ngo P(Y,)=0 et Y, ¢Vi(0).

Alors, si on se donne b une sous-algébre de Cartan de [ qui contient a,
Papplication
b—C

Y — (P(Y), ..., Pr(Y))

étant propre [V1, lemme I1.1.6], on pourra extraire de (Y,) une suite
convergente (Ynk) k>1 58 limite que ’on note Yy appartient & an . Or,
puisque P;(Yp) =0, Vi=1, ..., r, et Yy est semi-simple, on aura Yy = 0.
Donc, les Yy, doivent étre dans V;(0) pour k assez grand. Or ceci est en
contradiction avec le choix de la suite (Yy).

Revenons a la démonstration de la proposition 3.1. Notons ay, ..., an
des représentants des classes de conjugaison sous H X des sous-espaces de
Cartan de [N q. On a alors d’aprés le lemme 3.2, pour tout i =1, ..., m, il

existe t; > 0 tel que
(t;)Na; CV1(0)Na;.

Donc, il existe tg > 0 tel que [(to) Na; C V1 (0)Na; Vi=1, ..., m.

Si Y est un élément semi-simple de [(tg) N q, il existe h € H X tel
que h-Y € Uz a;; par suite h - Y est dans V3(0) et donc Y est dans
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V1(0). Donc [(tp) N q est contenu dans V3(0); en effet, sinon il existe
Xo € l(to) Ng N (V4(0))° on (V1(0))° désigne le complémentaire de V;(0)
dans [N g. Or, d’une part, (Xo)s € l(to) N q contenu dans V1(0) et, d’autre
part, (Xo)s € HX . X; contenu dans [V1 (0)]°, d’oli une contradiction.

On a donc montré que pour tout ouvert H X _invariant V C g% contenant

X, il existe ¢ > 0 et un voisinage ouvert 7; de X dans ¢ N g tels que
v + (I(t) N q) C V. Notons

(6%) = {v € ¥ | det(ad¥) /,x # 0}

L’application
7 Hx ((gx)'nq) —q
(h,Y)—bh'Y

est une submersion.

D’apreés [V1, théoréme 1.20], il existe un voisinage O de X danscet 7> 0
tels que, pour tout g € G,

9'(0+[(T))ﬂ(0+[(1'))#(b=>geGX,

On choisit alors 0 < ¢ < inf(tp, 7) et 7 un voisinage ouvert de X dans ¢N g
tels que

yC(mno) et v+ ((t)ng) C ((BX)'ﬂq) :
Posons V = v + (I(t) N g). Alors

heH e h-VNV#£0=heHX (3.1)

L’ouvert V ainsi défini vérifie i) de la proposition 3.1. En effet, I’applica-
tion
7:HxV —q

(h,Y)—h-Y
est une submersion. Par suite W = 7(H x V) est un ouvert et il est clair
que W est complétement H-invariant, car V est un ouvert complétement

HX _invariant et car la décomposition de Jordan d’un élément de gX estla
méme que sa décomposition en tant qu’élément de g.

La propriété ii) découle de (3.1).
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‘Montrons iii). L’application en question étant clairement injective, il suffit

de montrer qu’elle est surjective. Soit ¢ € C* (V) Hx. Posons, pour h € H
et Z€eV, f(h-Z) = g(Z); alors la propriété ii) assure que f est bien définie;
de plus, elle c’est I'unique fonction H-invariante dont la restriction & V' est
g. Elle est C*, car ’application 7 : H x V — W définie par (h,Y) — h-Y
est une submersion surjective et la fonction for : (h,Y) — g(Y) est C*.

4. Lemme technique

Le lemme 4.2 suivant et le corollaire 4.3 qui en découle généralisent
a notre situation le lemme 3 et la proposition 2 de [V1, § 1.9]. Les
démonstrations sont analogues.

Ici on suppose g semi-simple, g = h ® g la décomposition associée &
Pinvolution ¢. Soit  une involution de Cartan qui commute avec o et
g = t® p la décomposition associée. Soit K = {z € G | 6(z) = z} le sous-
groupe des points fixes de 6. On note (-, -) la forme de Killing de g,
alors la forme bilinéaire (X,Y) = —(X, 6(Y)) est définie positive. On pose
X)) = (X, X).

Si u est un endomorphisme de g, on notera u* 'endomorphisme adjoint
de u pour le produit scalaire (-, - ). On pose ”u”2 = truu*. Pour z € G, on
pose ||x|| = ”Ad :c”, alors ” . ” est K-invariante sur G et les éléments de K
sont unitaires.

On rappelle que § = g7 est une algébre de Lie réductive stable par 4.
Soit b un sous-espace abélien maximal de h N p.

Pour a € b*, on note :
ga={Y€g|(Z,Y]=a(2)Y,VZeb}
On note ¥ = X(b, g) ’ensemble des a € b* non nuls tels que gy # 0.

LEMME 4.1.— ([R] ou [S, prop. 7.2.1) T est un systéme de racines.

Fixons un systéme 1 de racines positives dans ¥ et soit S = (a3, ag,
..., ay) le systéme de racines simples de £t. Soit bt la chambre de Weyl
positive et fermée de b définie par Z € bt si et seulement si, pour tout
i=1,...,4,0nac0i(Z)>0.

On notera log la réciproque de ’application exp : b — exp(b).
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LEMME 4.2.— Pour tout systéme L1 de racines positives de T et tout
r > 0, il existe ' > r et il existe ¢ > 1 tels que, pour tout X € g vérifiant
“X" < r et pourt € exp(bT), il eziste to € exp(b™) tel que :
i) tg' -t €exp(bt);
i) |ltgt -t X[ <
iii) max ¢%i(o8%) 5c(1+ ||t.X||),
1<i<e

Avant de démontrer ce lemme, donnons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.3.— Si on désigne par Bq (0,r) = {Y €q| ”Y” < r},
il existe un entier m > 1 tel que pour tout r > 0, il eziste ¥’ > retec>1
tels que, pour tout X € H - B4(0,r), il existe h € H tel que :

9wt x] <o

i) b < o1+ X))

m

Démonstration du corollaire 4.3.— Le groupe H étant réductif, on a la
décomposition
H=(KNH)exp(b)- (KNH).

Soit X € H-Bq(0,r);on I'écrit X = h'-X" avec ' € H et | X'|| < r. 1l existe
k, k' dans KNH et t € exp(b) tels que b’ = k-t-k'. Il existe un systéme £ (¢)
de racines positives dans ¥ tel que si S(t) = {aq, ..., ag} est le systéme des
racines simples associé et si b¥(t) est la chambre de Weyl positive et fermée
dans b associée, on ait t € exp(bt(¢)). Alors k™1 - X =¢t- (k- X') =t - X"
etona | X"|| <r.

D’aprés le lemme 4.2, il existe ' > r, ¢ > 1 et tg € exp(b(t)) tels que :

i) tg!-teexp(bt(t));
i) |[tgt -t X"|| <

i(logto) .
iii) Jnax, eillogto) < c(1+ I X”H).

Soit h=k -tg, alors h € H. On a
[p=t-X| = ltgt k7 k-t kX = gt X <o
12l = [l% - to]| = o] -
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Or il existe ¢; > 1, m > 1 tels que pour tout y € exp b*(t) on a

||y|| <ea lrgfxsxe(eaa(logy))m

donc
lto]] < exe™ (14 1t x| )
<acm(1+]x])"
car
le- x|l = l&=* - x| = | x|
Démonstration du lemme 4.2. — La démonstration se fait par récurrence

sur dim b ol b est un sous-espace abélien maximal de N p. Le lemme étant
évident pour le cas dimb = 1, supposons qu’il soit vrai pour tout couple
(8,b) tel que dimb < £ — 1. D’aprés le lemme 4.1, £ = X(b,g) est un
systéme de racines. On notera g le sous-espace poids correspondant & A
dans . Commesi H € b, on a (adH)* = —~ad §(H) = ad H, alors ad H
est autoadjoint et donc les espaces gy sont orthogonaux.

Notons {H1, ..., Hy} la base duale dans b de {ay, ..., ay}. L’élément
H, étant semi-simple, gH¢ est alors une algebre de Lie réductive. L’algébre
de Lie gfl* est aussi (o, 6)-stable. Notons gy = [ng , 87¢], g, est semi-
simple et la restriction de 6 & gy est une involution de Cartan de g;. De
plus, gt = centre (gH‘) @ gy : somme directe orthogonale pour le produit
scalaire (-, - ).

Notons b’ le sous-espace de b orthogonal & Hy. On a b = b’ @ RH,
(somme directe orthogonale). Alors b’ est un sous-espace abélien maximal
de g¢NHhNp. En effet, si b” est un sous-espace abélien de g,NhNyp contenant
b/, le sous-espace b” + RH, de hNp est abélien et contient b, donc égal & b.
Mais H, n’appartient pas & g,, donc dim b”=dim b’ et donc b” = ¥’.

Alors, ’hypothése de récurrence s’applique & la paire symétrique (gz, hN
g¢). Les arguments de la démonstration de [V1, § 1.9.3] permettent alors de
conclure.
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5. Théoréme principal

On notera G¢ le groupe adjoint de g, I'involution ¢ se prolonge a G¢.
On notera H¢ la composante neutre de GG.

THEOREME 5.1.— Soit U un ouvert complétement H-invariant de q et
soit f :U — C une fonction continue et H-invariante, alors f € C*° (Ll)
st et seulement si f vérifie les deux propriétés suivantes :

i) pour tout sous-espace de Cartan a de q,

Flopeg € € (anu) WS

ii) pour tout élément semi-sin le X de U, si a1 et ag sont deuzr sous-
espaces de Cartan de q ¢ i contiennent X et si h € Hg vérifie
h-X =X eth-a;¢=ayc. lorsVu € S(ag),

(a(u) ’ f|a1nbl)(X) = (8(h 'u)f|agnU)(X)'

Démonstration. — Commencons par voir que si f € C*° (U)H, alors f
vérifie les propriétés i) et ii). La propriété i) est évidente. Soit X un élément
semi-simple de U et soit h € Hg vérifiant h - X = X et h-a;¢ = ag¢; il
suffit de vérifier ii) pour les éléments u homogénes de S(a;c). On notera
[ = [gX , g% ] Soit k un entier positif; considérons sur [¢ la fonction
polynomiale P, définie sur [ par

1 dk

P = o g
t=

f(X+t-Y).
0

P, est une fonction polynomiale H X _invariante, donc H é‘ -invariante et donc
pour tout u homogéne de degré k dans S(ac), ol a est un sous-espace de
Cartan de q qui contient X, on a

(B(w) - flarga) (X) = (B(w) - Pefg) (0)
donc ii) est vérifiée.
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On démontre la réciproque par récurrence sur la dimension de g. Pour
les algébres de Lie abéliennes, le théoréme est évident. On supposera que le
théoréme est vrai pour les algébres de Lie réductives dont la dimension est
strictement inférieure & celle de g.

Soit f une fonction de I/ dans C continue, H-invariante et vérifiant les
deux propriétés i) et ii). Soit X semi-simple dans U et soit V un voisinage
ouvert de X dans gX N q vérifiant la proposition 3.1. Il est clair que la
restriction de f a V est continue, H X _invariante et vérifie les propriétés
i) et ii) du théoreme pour la paire (Gé(,Hg( ) (notations introduites a la
section 3). Notons ¢ le centre de g.

SiX¢UNc, on adim g% < dimg. Alors, d’aprés ’hypothése de récur-
rence, f IV € C°°(V)H , et donc d’aprés I’isomorphisme de la proposition
3.11ii), f‘w €C® (W)H, en particulier f est C*° au voisinage de X. On en
déduit que fest C® sur U\ (cNq) +N.

Distinguons maintenant deux cas.

Premier cas : ¢ = (0)

Alors si 0 ¢ U, f est déja C*° sur U puisque Y est complétement H-
invariant, donc & = U \ (¢N q) + N. On va supposer donc que 0 € U et il
reste & montrer que f est C*° au voisinage de tout élément nilpotent de i.

On fixe sur q une fonction polynomiale positive homogeéne et H-invariante
dont ’ensemble des zéros coincide avec /. On la notera ¢ et on notera d
son degré. On peut en construire de la facon suivante : d’aprés [VD, § 6],
il existe des polynémes homogeénes Py, ..., P; (£ = rang q) réels sur q tels
que

'P(qé)H = C[P1, vy Pg] .

Notons
y d
d; = degré de P;, d=ppem(2d;), n;= ——
1<i<t 2d;
et posons ¢ = f=1 Pf"". Cette fonction ¢ vérifie les propriétés requises.

Pour tout & > 0, posons O, = {X € q | ¢(X) < e}. Soit £ > 0 fixé tel que
O. CU. Nous avons & montrer que f est C*° sur I'ouvert . On fixe a un
sous-espace de Cartan de q. Considérons ’application P : ¢ — C¢ définie

par P(Y) = (Py(Y), ..., Py(Y)) et I'application Py : S(ag) — C* (]Rl)a,
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I’espace des distributions sur R dont le support est réduit a {0}, définie
par
Pu(u)- ¢ =d(u)(¢ o P)(0) pour ¢ € D(RY).

Alors on a le lemme suivant analogue au lemme 1 de [B].

LEMME 5.2.— L’application P, induit un isomorphisme d’espaces vecto-
riels entre S(aC)W(HC’aC) et C® (]Rl)g. Son noyau est le sous-espace de
S(ag) engendré par les élements de la forme u — w - u, u € S(ag) et
w € W(Hg,ag).

Considérons la forme linéaire # définie sur S(ag) par

B(u) = (B(u) ‘f|anu)(0)'

Le fait que f vérifie la propriété ii) du théoréme 5.1 entraine que
(Bu—w- “)f|anu)(0) = 0 pour tout u € S(ag), pour tout w € W(Hc, acg)
et pour tout a sous-espace de Cartan de g. Alors, d’aprés le lemme 5.2, §
est nulle sur Ker Py, donc § € [Ker P*]J'.

L’application Py : S(ag) — C* (]Re);) étant surjective et # étant nulle
sur son noyau, il existe une unique forme linéaire § sur C*° (IRZ)S telle que

§(Pu(u)) = 6(u), Yue S(ag).

Il existe alors, d’aprés le théoréme de Borel [T, théoréme 38.1], une fonction
x € C®(RY) telle que 6(T) = T(x) pour tout T € C*® (IR"’):). Donc

6(u) = Pu(u)(x), Vue S(ac).

D’ou
8(u) - (xo P~ f[unu)(O) =0, VueS(ag).

Si on note P Papplication de q dans R? définie par
PY) = (A(Y), -, P(Y)) -

Alors, la fonction ¥ = f —y o P est C*° sur O, \ N et vérifie les propriétés i)
et ii). Comme x0 P est C*° sur tout O, on voit que l’on a réduit le probléme
aux fonctions vérifiant i) et ii) telles que, Vu € S(ac), (3(u) ‘f|mu)(0) =0
pour tout a sous-espace de Cartan de g. C’est ce qu’on supposera dans la
suite. .
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‘Posons n = (1+ et/ d)d. On considére la fonction Af définie sur ouvert
Oy par
. 1
f ((1 - —)Y) sig(Y)>1
Af(Y) = o(Y)/¢

0 sigY)<1l.
Il est clair que la fonction Af est continue et H-invariante et si Y € Oy, on
a Af(Y) = Af(Ys); sa restriction & tout sous-espace de Cartan a appartient

aC> (0 a)W(H’a). Elle vérifie donc i). Si on se fixe X semi-simple dans Oy,
alors si ¢(X)<1,ona

(a(u) 'Aflanu)(X) =0, VueS(ag)

et pour tout a sous-espace de Cartan de q. Alors ii) est vérifiée en X.

Si ¢(X) > 1, alors X appartient & ouvert {Y | ¢(Y) > 1} sur lequel
Af est C* et donc ii) est aussi naturellement vérifiée. Alors Af étant une
fonction continue, H-invariante sur ’ouvert complétement H-invariant Oy,
de g, d’aprés la premiére étape de la démonstration du théoréme, on peut
déduire que Af est C*®° sur O, \ N et alors comme par définition Af est
C* au voisinage de N, on déduit que Af est C* sur tout 'ouvert Oy,.

PROPOSITION 5.3.— Soit ¢ € C® (On)H, nulle sur l'ensemble {Y €q|
(V) < 1}. On considére la fonction By sur Oy définie comme suit :

1 )
Bo(Y) = ¢((1+W>Y> sig(Y)>0
0 siq(Y)=0.

Alors Bp € C*° (OE)H.

Démonstration. — Tout ce que I’on a & démontrer est que By est C*° au
voisinage de tout élément Xo € N. Pour ceci, il suffit de montrer que

VueS(ac), lim (8(u)- By)(X)=0.
X€ONN

Un calcul simple montre que sur O, \ N, la fonction 9(u) - By s’écrit comme
somme finie de fonctions de la forme

—s/ 1
Y — R(Y) - q(Y) " (@(v) - ¢) ((1 + W)Y)
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ol s € N, R est une fonction polynomiale et v € S(q¢). Donc on est amené
& montrer que, Vs € N, Vu € S(q¢),

. ~s/d 1. _
Xllvn)lfo q(X) (8(u)go) ((1 + W)X) =0. (5.1)

Xe0.\W

Soit u € S(q¢), comme ¢ est nulle ainsi que toutes ses dérivées partielles
sur {Y € q | g(Y) < 1}, en faisant le développement de Taylor en 0 de la

fonction
Y Y
t.-»go(——+t(¥——)),
o(v)** g(Y)V*

on peut déduire que VN € N, il existe une constante ¢y > 0 telle que,
VY €O ona

Y.
|(6(w) - ) (V)| < en ¥ - —=7
q(Y)
N (5.2)
1

<en|Y|V|1- ——55

a(v)/*
Fixons-nous une base (uj, - -, ux) d’un sous-espace V de dimension finie

de S(qc) contenant u et stable sous 'action du groupe Hc.
Pour h € H, posons h~! .y = Ll Bi(h) - u;.
D’aprés [B], il existe une constante ¢’ > 0 et un entier r > 1 tels que
|Bi(R)| < |R|", Vi=1,...,ketVheH. (5.3)

D’aprés le corollaire 4.3, il existe B > 0, ¢ > 1 et un entier m > 1 tels que,
pour tout X € O, il existe h € H tel que

i X| <R et |b] <e(1+]x])
SiY € O, et h € H vérifie (5.3), en écrivant
(B(w) - ¢)(Y) = (8(h7 u) - o) (A1 -Y)

m

(5.4)

k
=3 8i(h) - B(w) - @) (7 Y),
i=1

on peut déduire des assertions (5.2), (5.3) et (5.4) que

lim, ¢(X) ™ (3(u) - ¢) ((1+ —1—)X) =0.

q(X)l/d

Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.3. 0
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Revenons & la démonstration du théoréme 5.1. La proposition 5.3 nous
permet d’affirmer que la fonction BAf € C*° (Os)H. Or les fonctions BAf
et f coincident sur O, \ N, ouvert dense dans O, et comme f est continue,
on a BAf = f sur O, et donc f est une fonction C*°.

Deuziéme cas : ¢ # (0)

Comme g = c® [g, g], il suffit de considérer le cas ot U est de la forme
O xU' ou O est un ouvert de C N q et U’ est un ouvert complétement H-
invariant de g N [g, g] et contenant 0. Soit Y € U’, considérons la fonction
fr : O — C définie par fy(X) = f(X +Y). Alors, il est clair que si
Y est semi-simple, fy € C*°(0) puisque la restriction de f a tout sous-
espace de Cartan est C*°. Mais, comme f est H-invariante, continue et que
X +Y; est la composante semi-simple de X + Y, d’aprés le lemme 2.1,
ona f(X+Y)= f(X +7Ys) pour tout X € O et donc fy = fy,, d’ou
fy €C%(0) pour tout Y e U’.

Montrons que ’application ¢ : U’ — C°(O) définie par ¢(Y) = fy
est C®°. Pour ceci, il suffit de montrer que pour toute distribution T' &
support compact dans O, la fonction g7 : Y — T(fy) est C® sur U'.
D’aprés le premier cas de la démonstration, il suffit de montrer que g7
vérifie les propriétés i) et ii) du théoreme 5.1, ceci découle aisément de
[Sc, chap. IV, théoréme II]. Par suite, ¢ est C*°; or, d’apres le théoréme
40.1 de [T], l’application C®(0O x U') — C>®°(U',C>°(0)) définie par
gr— [Y — éy] ol ¢y (X) = g(X,Y) est un isomorphisme. L’application
¢ € C®(U',C>(0)), par suite, f est C sur O x U’

6. Description des fonctions continues H-invariantes sur q

Dans ce paragraphe, on va caractériser les fonctions continues H-
invariantes sur q par leurs restrictions aux sous-espaces de Cartan de g.
Remarquons qu’une meilleure connaissance de ces fonctions est utile pour
le théoréme 5.1. En effet, ce théoréeme donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une telle fonction soit C*°.

LEMME 6.1.— Soit U un ouvert complétement H-invariant de q. Notons
ai, ..., ar des représentants des classes de conjugaison sous H des sous-
espaces de Cartan de q. Supposons que lon ait fi, ..., fr des fonctions
continues respectivement sur ay NU, ..., ar NU et vérifiant, pour tout
i=1,...,r pourtout X € a; NU et tout h € H tels que h- X € a;NU, on
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a fi(h-X) = fi(X) (en particulier, f; est supposée W(H, a;)-invariante).
Alors il existe une unique fonction f H-invariante continue sur U telle que

Vi=1,...,r, flagnLl:fi'

Démonstration. — Soit X € U. Il existe he Heti € {1,2,...,r} tels
que h- X, € a;, alors on pose f(X) = fi(h-X;), f est alors bien définie. Il
reste & montrer sa continuité. On raisonne par récurrence sur la dimension
de g.

Pour les algébres de Lie abéliennes, le lemme est évident. On supposera
que le lemme est vrai pour les algébres de Lie réductives dont la dimension
est strictement inférieure & celle de g. Il est clair qu’il suffit de regarder
le cas ol g est semi-simple. Soit X € U semi-simple et non nul, alors
dimgX < dimg. On choisit un ouvert V C g% vérifiant la proposition
3.1. On fixe by, ..., by des représentants des classes de conjugaison sous
Hg( des sous-espaces de Cartan de qX. Pour chaque i =1, ..., s, il existe
j€A{l,...,r} et h € H tels que h-a; = b;. On définit alors sur b; NV
la fonction ¢;(Y) = fj(h‘1 -Y); la définition de g; ne dépend pas de
h € H vérifiant h - a; = b;. On voit facilement que les fonctions g; vérifient
les hypothéses du lemme pour la paire (Hg(,qX ). Alors, I’hypothése de
récurrence nous assure l’existence et 1’unicité d’une fonction g sur V continue
HOX -invariante qui prolonge les fonctions g;, i = 1, ..., s. Il est clair que g
est aussi HX-invariante. Alors, la proposition 3.1 nous permet de déduire
que la fonction f est continue sur 'ouvert HX -V donc continue au voisinage
de X. On voit ainsi que f est continue sur & \ NV. Il nous reste & montrer
que f est continue en tout point Xg € A. La continuité des fonctions f; en
0 montre que pour tout ¢ et pour tout € > 0, il existe V; un voisinage ouvert
de 0, V; C a; et W(H, a;)-invariant tel que |f,'(X) - f,'(O)l < ¢ pour tout X
dans V;.

D’apres la démonstration du lemme 3.2, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
i=1,...,8 8(t)Na; CV;. Alorssi Xg € N et X € g(t)Ngq, il existe h € H
eti€ {l,...,r} tels que h - X, € a; donc

|F(X) = f(Xo)| = | f(Xs) = f(Xo)| = |£(h - Xs) — f(X0)]
= |fi(h - Xs) - fi(0)| < €
d’oui la continuité de f en Xp. O
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7. Cas d’une seule classe de conjugaison
de sous-espaces de Cartan

Pour a un sous-espace de Cartan dans g, notons C* (a) iV )sensemble des
fonctions f : a — C vérifiant :

i) f €C® et est W(H, a)-invariante;
ii)VX €a,si he N(Hg,ac) et h- X = X, alors Yu € S(ag),

(B(h - u) - £)(X) = (8(w) - F)(X).

COROLLAIRE 7.1.— On suppose que dans q, il y a une seule classe de
conjugaison de sous-espaces de Cartan. Soit a un sous-espace de Cartan
de q, alors lapplication de restriction de C*° (q)H dans C*® (a)mv est un
isomorphisme.

Démonstration. — Notons d’abord que la restriction d’une fonction f €
Cc*® (q)H est bien dans C*° (a)mv en vertu du théoréme principal.

Soit g € C°°(u)inv. SiXeqet Xs=h-X"aveche Het X' € q,
on pose §(X) = g(X'), § est alors bien définie sur tout g, H-invariante,
continue d’aprés le lemme 6.1 et vérifie les propriétés i) et ii) du théoréme

5.1. Donc g € C*° (q)H‘

SifecC® (q)H et si f est nulle sur g, il est clair que f est identiquement
nulle.

7.1 L’isomorphisme de Dadok
Dans le cas ol W(H,a) = W(Z(gc, ac)), on a

c® (a)inv — 0 (a) W(H,a)

car la propriété ii) est vérifiée par toutes les fonctions W(H, a)-invariantes.
Ainsi, dans le cas d’une paire symétrique riemanienne, c’est-a-dire dans le
cas ol o est une involution de Cartan, on retrouve l'isomorphisme bien

connu de C*° (p)K sur C*° (a)W(K’a) [D].
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8. Remarques

Remarque 8.1.— Soit g’ une algébre de Lie réductive et g = g’ x g’
’algébre de Lie produit, G’ un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g/,
G=GxG' Soit ¢: G' x G' = G' x G' définie par o(z,y) = (y,z), o est

une involution de G. On a
h={(X,X)| X ¢},
9= {(X,-X) | X e ¢'}
et
H={(z,z)|2€G'}.

Le sous-espace g sera identifié avec g’. L’action du groupe H dans q est
alors I’action de G’ dans ¢'. Il est clair que dans ce cas le théoréme 5.1 est
le théoréme de [B].

Remarque 8.2.— En général, l'inclusion C*®° (a)inv C C™® (a)W(H’n) est
stricte. En effet, soit g = sl(2,C) et

10
“‘C(o -1)

une sous-algébre de Cartan de g. Le groupe de Weyl W(G, a) = {id, —id}
et on a

c® (@)@ = {f:C - C|C®et vérifiant f(~2) = f(2)} .

Soit f : C — C définie par f(z) = 27, f € C*°(a) W(G:9) On identifie ag avec
axaet on pose uy = (1,0), u2 = (0,1) € S(ag) = Cluyg , uz],8(u;) = d/dz,
d(uz) = d/dz, W(Gg,ac) ~ W(G,a) x W(G, a) = {id, —id} x {id, —id},
Soit w = (id, —id) € W(G¢,ac), on a

(3(“’ (w1 ~u2))f) 0)=-1,

alors que (d(uy - uz) - £)(0) = 1; donc f € C® (a)W(G’a) et f ¢ C™® (a)inv.

Ce méme exemple associé au théoréme 5.1, nous montre, qu’en général,
la restriction des fonctions C*° et H-invariantes sur ¢ 4 un sous-espace de
Cartan a ne nous donne pas toutes les fonctions C* et W(H, a)-invariantes
sur a. '
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