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Fonctions indéfiniment différentiables invariantes
sur l’espace tangent d’un espace symétrique(*)

NOURI KAMOUN(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VII, n° 2, 1998

RÉSUMÉ. - Soit G un groupe de Lie connexe réductif, a~ une involution
de G, H la composante neutre du groupe des points fixes de u. Soient
p l’algèbre de Lie de G et p = ~1 ® q la décomposition en espaces

propres associés à ~. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante

qui porte sur les restrictions aux différents sous-espaces de Cartan de q,
pour qu’une fonction continue et H-invariante sur q soit C °° .

ABSTRACT. - Let G be a real connected reductive Lie group, ~ an
involution of G, and H the identity component of the group of its fixed
points. Let g denote the Lie algebra of G and a = fi ® q its decomposition
into ~1-eigenspaces for u. In order to characterize C °° functions in the
space of H-invariant continuous functions on q, we give a necessary and
suflicient condition on their restrictions to the different Cartan subspaces

. ofq.

Introduction

Soit G un groupe de Lie connexe réductif, o- une involution de G, H la
composante neutre du groupe des points fixes de r. Alors la paire (G, H) est
dite paire symétrique. Soit g l’algèbre de Lie de G. On notera (1 l’involution
de g obtenue en différenciant (1 et g = ~ S) q la décomposition de g en espaces
propres associés à r. Soit a C q un sous-espace de Cartan de q, c’est-à-dire
a est un sous-espace abélien maximal de q formé d’éléments semi-simples ;
on notera W(H, a) le groupe de Weyl de H dans a. Il est clair que q peut
être identifié avec l’espace tangent de l’espace symétrique G/H. De plus,
le groupe H agit sur q par la restriction à q de la représentation adjointe.
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Rappelons que l’action adjointe d’un groupe de Lie réductif et connexe G’
sur son algèbre de Lie g’ entre dans ce cadre en prenant G = G’ x G’
et y) = (y, x). Il est bien connu [D] que si 03C3 est une involution de

Cartan, l’application de restriction est un isomorphisme de sur

C°° N’~H’a~ . Cet isomorphisme n’est pas vrai pour une paire symétrique
quelconque. Dans le cadre des algèbres de Lie réductives, A. Bouaziz [B]
a donné une caractérisation des fonctions indéfiniment différentiables et

G-invariantes sur g en fonction de leurs restrictions aux sous-algèbres de
Cartan de g. C’est ce résultat qu’on se propose de généraliser aux espaces
symétriques réductifs. Étant donnée f une fonction continue et H-invariante
sur q, on donne une condition nécessaire et suffisante (portant sur les

restrictions de f aux sous-espaces de Cartan de q) pour que f E ~°° (q) H
(théorème 5.1). La démonstration de ce théorème a nécessité une adaptation
de la méthode de descente d’Harish-Chandra pour les algèbres de Lie

réductives à l’espace tangent d’un espace symétrique réductif (prop. 3.1).
Dans la démonstration du théorème 5.1, on utilise aussi des techniques
de [B]. .

1. Notations

Si V est un espace vectoriel sur R, on notera Vc son complexifié. On no-
tera V* et ~~ les duaux respectifs de V et de Vc . On note S(Vc) l’algèbre
symétrique de Vc. On l’identifiera avec l’algèbre des opérateurs différen-
tiels à coefficients constants complexes sur V. On notera l’opérateur
différentiel correspondant à u E S(Vc).
On notera l’algèbre des fonctions polynomiales (à coefficients

complexes) sur Y~ .
Si G est un groupe opérant dans ’un ensemble X, si H est une partie de

G et si Y est une partie de X, on notera

Si N(H,Y) est un groupe, on notera W(H,Y) le groupe quotient
N(H, Y)~Z(H, Y).
On notera XH l’ensemble des éléments de X fixés par tout h E H. Si

x E X,. on notera H ~ x l’orbite de x sous H.



Si E est un espace vectoriel topologique, on notera E’ son dual topolo-
gique. Si A C E, on notera A1 l’orthogonal de A dans .E~. De même, on
notera B~- l’orthogonal dans E d’une partie B de E’.

Si g est une algèbre de Lie, si X E g et si V est un sous-espace vectoriel
de g, on note

2. Structure de l’espace tangent à un espace symétrique .

2.1 Décomposition de Jordan

Soit G un groupe de Lie connexe réductif d’algèbre de Lie g. Soit 03C3
une involution de G. L’involution de g obtenue par différentiation sera
notée aussi u. On note GU = { g E G ~ = g } , ~ = ~ X E g ~ = X } ,
q = {X E g ~ ~(x) = -X ~ , H la composante neutre de G~ dans G.
On a alors g = ~ (B est l’algèbre de Lie de H et, puisque H C G~, le

groupe H agit sur q.
~ On appellera (G, H) une paire symétrique réductive.

’ 

On dira que X E g est semi-simple si l’endomorphisme ad X est semi-
simple, c’est-à-dire diagonalisable sur C. On dira que X E g est nilpotent si
X E ~g, g~ et si l’endomorphisme ad X est nilpotent. On sait que tout X E g
admet une décomposition de Jordan unique sous la forme X = Xs + Xn
où Xs est semi-simple, Xn nilpotent et [Xs, , Xn ~ = 0. Si X E q, la

décomposition de Jordan donne = -Xs, = -Xn, et donc Xs
et Xn appartiennent à q. On notera S l’ensemble des éléments semi-simples
de q et N l’ensemble des éléments nilpotents de q. _ ,

LEMME 2.1.2014 ([OM], prop. 5.2) Si X E q, alors Xs appartient à
l’adhérence H . X de H . X. .

2.2 Sous-espaces de Cartan et ouverts invariants

On rappelle qu’un sous-espace a de q est appelé sous-espace de Cartan s’il
est abélien formé d’éléments semi-simples de q et maximal pour ces deux
propriétés. Tous les sous-espaces de Cartan de q ont la même dimension
qu’on appelle le rang de q et le nombre de classes de conjugaison sous H de
sous-espaces de Cartan est fini [Se, sect.. 1]).



DÉFINITION 2.2. - Un ouvert Ll de q est dit complètement H-invariant
si ~

1~ U est H-invariant ;
alors Xs ~ u.

3. Méthode de descente pour les espaces symétriques réductifs

Si X E q est semi-simple, Gp et Hf désigneront les composantes
neutres de GX et HX, , gX (resp. s’identifie avec l’algèbre de Lie de

Gô (resp. Hf). Le groupe Gô est invariant par 03C3 et (Gô Hf) est une
paire symétrique réductive.

Soit X un élément semi-simple de q. Un ouvert de qX est dit complète-
ment HX-invariant s’il est HX-invariant et complètement Hf-invariant.

PROPOSITION 3.1. Soit Ll un ouvert complètement H-invariant dans

q. Soit X un élément semi-simple de U. Il existe alors un voisinage ouvert
V de X dans qX complètement H X -invariant contenu dans u ~ qx tel que :

i~ l’application : H x V --~ q définie par (h, Y) ~--~ h . Y est

une submersion et W = x V) est un ouvert complètement H-
invariant de q ;

ii) les fibres de ~r sont exactement les H X -orbites dans H x V pour
l’action

iii) l’application

est un isomorphisme.

Démonstration. - Notons c le centre de gX et f son algèbre dérivée. On a
9X = = ~_ c = 

On se donne : un voisinage ouvert de 0, HX -invariant dans t n q
et /1 (X) un voisinage ouvert de X dans c n q tels que /1 (X) + Vl (0) soit
contenu dans U n qX .



Notons Le le groupe adjoint de C~ et soient Pi, ..., Pr des polynômes
homogènes algébriquement indépendants tels 

(C(Pl , ... Pr) ([V2, p. 33fi~~.
Pour t > 0, notons

Remarquons que f(t) est un ouvert HX-invariant. On a besoin du lemme
suivant.

LEMME 3.2.- Pour tout sous-espace de Cartan a de qn [, il eziste t > 0

tel que

Démonstration. - En effet, sinon, il existe un sous-espace de Cartan a
de [n q et il existe une suite dans a telle que, pour tout i = 1, ..., r,
on a 

*

Alors, si on se donne b une sous-algèbre de Cartan de [ qui contient a,

l’application

étant propre [VI, lemme I.1.6], on pourra extraire de (Yn) une suite

convergente sa limite que l’on note Yo appartient à a n C. Or,
puisque = O,’Vi = 1, ..., r, et Yo est semi-simple, on aura Yo = 0.
Donc, les Ynk doivent être dans VI (0) pour k assez grand. Or ceci est en
contradiction avec le choix de la suite (Yn).

Revenons à la démonstration de la proposition 3.1. Notons Oi, ... , am

des représentants des classes de conjugaison sous Hx des sous-espaces de
Cartan de C n q. On a alors d’après le lemme 3.2, pour tout i = 1, ..., m, il
existe ti > 0 tel que

Donc, il existe to > 0 tel que (to) n ai C VI (0) n ai Vi = 1, ..., m.
Si Y est un élément semi-simple de (to) n q, il existe h E HX tel

que h Y E par suite h Y est dans V1 (0) et donc Y est dans



Vl(0). Donc 1(to) n q est contenu dans Vi (0); en effet, sinon il existe

Xo E [(to) n q n où désigne le complémentaire de Vi(0)
dans [n q. Or, d’une part, E d(to) n q contenu dans Vl (0) et, d’autre

part, E HX . Xo contenu dans ~Vl(0)~~, d’où une contradiction.
. On a donc montré que pour tout ouvert HX-invariant V C q contenant
X, il existe t > 0 et un voisinage ouvert yl de X dans c n q tels que

~yl + q) C V. Notons

L’application

est une submersion.

D’après [VI, théorème 1.20], il existe un voisinage (9 de X dans c et T > 0
tels que, pour tout g E G,

On choisit alors 0  t  inf(to, r) et ; un voisinage ouvert de X dans en q
tels que , ,

Posons V = y + (1(t) n q). Alors

L’ouvert V ainsi défini vérifie i) de la proposition 3.1. En effet, l’applica-
tion

est une submersion. Par suite W = x(H x V) est un ouvert et il est clair

que W est complètement H-invariant, car V est un ouvert complètement
HX-invariant et car la décomposition de Jordan d’un élément de g~ est la
même que sa décomposition en tant qu’élément de g.

La propriété ii) découle de (3.1).



Montrons iii). L’application en question étant clairement injective, il suffit
de montrer qu’elle est surjective. Soit g E G°° . Posons, pour h E H
et Z E V, f (h ~ Z) = g(Z) ; alors la propriété ii) assure que f est bien définie ;
de plus, elle c’est l’unique fonction H-invariante dont la restriction à V est
g. Elle est car l’application ?r : ~ x V 2014~ définie par (h, Y) ’2014~’V
est une submersion surjective et la fonction f o 1r : (h, Y) --> g(Y) est C°°. .

4. Lemme technique

Le lemme 4.2 suivant et le corollaire 4.3 qui en découle généralisent
à notre situation le lemme 3 et la proposition 2 de ~V1, § 1.9]. Les

démonstrations sont analogues.
Ici on suppose g semi-simple, g = f~ ~ q la décomposition associée à

l’involution cr. Soit 8 une involution de Cartan qui commute avec 03C3 et
g la décomposition associée. Soit K = { x E G ~ B(x) = x} le sous-
groupe des points fixes de 8. On note ( ’, ’ ) la forme de Killing de g,
alors la forme bilinéaire (X,Y) _ -~X , B(Y)~ est définie positive. On pose

Si u est un endomorphisme de g, on notera u* l’endomorphisme adjoint
de u pour le produit scalaire ( ~ , ~ ). On pose Ilull2 = tr uu*. Pour x E G, on
pose = ~Ad x~, alors ]] . ]] est K-invariante sur G et les éléments de A’
sont unitaires.

On rappelle que h = ga est une algèbre de Lie réductive stable par 8.
Soit b un sous-espace abélien maximal de h ~ p.
Pour a E b*, on note :

On note E == E(b, g) l’ensemble des a E b* non nuls tels que 0.

LEMME 4.1. - ([R] ou [S, prop. 7.2.1) E est un système de racines.

Fixons un système £+ de racines positives dans E et soit S = ( a 1, a 2 ,
... , le système de racines simples de E+. Soit b+ la chambre de Weyl
positive et fermée de b définie par Z E b+ si et seulement si, pour tout
x= 1, ...,~ on 0.

On notera log la réciproque de l’application exp : b -~ exp(b).



LEMME 4.2.- Pour tout système E+ de racines positives de E et tout
r > 0, il existe r’ > r et il existe c > 1 tels que, pour tout X E g vérifiant
~X~  r et pour t E exp (b+), il existe to E exp(b+) tel que :

Avant de démontrer ce lemme, donnons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.3. - Si on désigne par Bq (0, r~ = ~Y E q ~ IIY II  r},
il eziste un entier m > 1 tel que pour tout r > 0, il existe r’ > r et c > 1

tels que, pour tout X Bq(0, r~, il existe h E H tel que :

Démonstration du corollaire ,~. 3. . - Le groupe H étant réductif, on a la

décomposition

Soit X E H r) on l’écrit X = h~ ~X avec h’ E H et  r. Il existe

k, Jk~ dans KnH et t E exp(6) tels que h~ = k~t~k~. Il existe un système E+(t)
de racines positives dans E tel que si S(t) = ..., est le système des
racines simples associé et si 6+(t) est la chambre de Weyl positive et fermée
dans b associée, on ait t E exp(b+(t)). Alors X = t ~ (k~ ~ X~) = t ~ X~~
et on a I  r.

D’après le lemme 4.2, il existe r’ > r, c > 1 et to E exp (b+ (t)) tels que :

Soit h = A ’ . to, alors h E H. On a



Or il existe c1 ~ 1, m > 1 tels que pour tout y E exp b+ (t) on a

donc

car

Démonstration du lemme 4.2. - La démonstration se fait par récurrence
sur dim b où b est un sous-espace abélien maximal de j n p. Le lemme étant
évident pour le cas dim b = 1, supposons qu’il soit vrai pour tout couple
(g, j) tel que 1. D’après le lemme 4.1, E = est un

système de racines. On notera g~, le sous-espace poids correspondant à À
dans E. Comme si H E b, on a (ad H) * = - ad 8(H) = ad H, alors ad H
est autoadjoint et donc les espaces g~, sont orthogonaux.

Notons {H1, ... la base duale dans b de ..., L’élément

Hi étant semi-simple, g~~ est alors une algèbre de Lie réductive. L’algèbre
de Lie g~~ est aussi (d, 8)-stable. Notons gl = g,~ est semi-

simple et la restriction de 9 à gl est une involution de Cartan de gl. De
plus, = centre ® somme directe orthogonale pour le produit
scalaire ( ~ , ~ ) .

Notons b’ le sous-espace de b orthogonal à Hl. On a b = b’ (B RHl
(somme directe orthogonale). Alors b’ est un sous-espace abélien maximal
de gz np. En effet, si b" est un sous-espace abélien de gl ~ h ~ p contenant
b’, le sous-espace b" de h ~ p est abélien et contient b, donc égal à b.
Mais Hl n’appartient pas à donc dimb"=dimb’ et donc b" = b’.

Alors, l’hypothèse de récurrence s’applique à la paire symétrique (g,~, ~ n
Les arguments de la démonstration de ~V1, § 1.9.3] permettent alors de

conclure.



5. Théorème principal

On notera GC le groupe adjoint de gC, l’involution 03C3 se prolonge à GC.
On notera HC la composante neutre de .

THÉORÈME 5.1. - Soit LI un ouvert complètement H-invariant de q et

soit f : LI --~ C une fonction continue et H-invariante, alors f ~ ~°° 
si et seulement si f vérifie les deux propriétés suivantes :

i~ pour tout sous-espace de Cartan a de a,

ii) pour tout élément semi-sin le X de U, si a1 et a2 sont deux sous-

espaces de Cartan de q q~ i contiennent X et si h E I~~ vérifie
h . X = X et h . a1~ = du E 

Démonstration. - Commençons par voir que si f E C°° ~LI)~, alors f
vérifie les propriétés i) et ii). La propriété i) est évidente. Soit X un élément
semi-simple de U et soit h E H C vérifiant h . X = X et h . a1C = a2c ; il

suffit de vérifier ii) pour les éléments u homogènes de On notera

1 = gX]. Soit k un entier positif; considérons sur lC la fonction

polynomiale Pk définie sur par

Pk est une fonction polynomiale H X -invariante, donc H/-invariante et donc
pour tout u homogène de degré k dans où a est un sous-espace de

Cartan de q qui contient X, on a

donc ii) est vérifiée.



On démontre la réciproque par récurrence sur la dimension de g. Pour
les algèbres de Lie abéliennes, le théorème est évident. On supposera que le
théorème est vrai pour les algèbres de Lie réductives dont la dimension est
strictement inférieure à celle de g.

Soit f une fonction de U dans C continue, H-invariante et vérifiant les
deux propriétés i) et ii). Soit X semi-simple dans U et soit V un voisinage
ouvert de X dans gX n q vérifiant la proposition 3.1. Il est clair que la

restriction de f à V est continue, HX -invariante et vérifie les propriétés
i) et ii) du théorème pour la paire (Gô Hf) (notations introduites à la
section 3). Notons c le centre de g.

Si X ~ Une, on a dim gX  dimg. Alors, d’après l’hypothèse de récur-

rence, E et donc d’après l’isomorphisme de la proposition
3.1 iii), E en particulier f est C°° au voisinage de X On en
déduit que f est C°° sur U B (c n q) + N.

Distinguons maintenant deux cas.

Premier cas c = (0)
Alors si 0 ~ LI , f est déjà C°° sur U puisque U est complètement H-

invariant, donc U = U B (c n q) + N. On va supposer donc que 0 E U et il

reste à montrer que f est C°° au voisinage de tout élément nilpotent de U.

On fixe sur q une fonction polynomiale positive homogène et H-invariante
dont l’ensemble des zéros coïncide avec N. On la notera q et on notera d
son degré. On peut en construire de la façon suivante : d’après [VD, § 6],
il existe des polynômes homogènes Pi, ..., PI.. (l = rang q) réels sur q tels
que

Notons

et posons q = Cette fonction q vérifie les propriétés requises.

Pour tout E > 0, posons {X E q  ~} . Soit 6: > 0 fixé tel que
Oe C U. Nous avons à montrer que f est C°° sur l’ouvert On fixe a un

sous-espace de Cartan de q. Considérons l’application P : a --~ ~ définie
par P(Y) = (Pi (Y), ..., Pl(Y)) et l’application P* : --~ 



l’espace des distributions sur R~ dont le support est réduit à ~0}, définie
par

Alors on a le lemme suivant analogue au lemme 1 de ~B~. .

LEMME 5.2.- L’appdication P* induit un isomorphisme d’espaces vecto-
riels entre et Son noyau est le sous-espace de

S(ac) engendré par les élements de la forme u - w u, u E S(ac) et

w E W(Hc, a~).

Considérons la forme linéaire B définie sur par

Le fait que f vérifie la propriété ii) du théorème 5.1 entraîne que

(8(u - tt; - pour tout u E pour tout w E ac)
et pour tout a sous-espace de Cartan de q. Alors, d’après le lemme 5.2, 8
est nulle sur Ker P*, donc 9 E [Ker P*~ 1.

L’application P* : : S(ac) -~ G°° étant surjective et 8 étant nulle
sur son noyau, il existe une unique forme linéaire 9 sur C°° (II8’~ ô telle que

Il existe alors, d’après le théorème de Borel [T, théorème 38.1], une fonction
x E Coo (JF?l) telle que 8(T) = T(X) pour tout T E C°° (II~’~)ô. Donc

D’où

Si on note P l’application de q dans définie par

Alors, la fonction Ç C°° sur C~~ ~.J~ et vérifie les propriétés i)
et ii). Comme x o P est C°° sur tout on voit que l’on a réduit le problème
aux fonctions vérifiant i) et ii) telles que, V u E = 0

pour tout a sous-espace de Cartan de q. C’est ce qu’on supposera dans la
suite..



Posons r~ = ~1 + On considère la fonction Af définie sur t’ouvert

O~ par

Il est clair que la fonction Af est continue et H-invariante et si Y E on

a Af (Y) = Af(Ys); sa restriction à tout sous-espace de Cartan a appartient
à G°° Elle vérifie donc i). Si on se fixe X semi-simple dans 
alors si q(X)  1, on a

et pour tout a sous-espace de Cartan de q. Alors ii) est vérifiée en X.
Si q(X) > 1, alors X appartient à l’ouvert {y > 1} sur lequel

A f est C°° et donc ii) est aussi naturellement vérifiée. Alors A f étant une
fonction continue, H-invariante sur l’ouvert complètement H-invariant C~~
de q, d’après la première étape de la démonstration du théorème, on peut
déduire que A f est C°° sur C~~ ~ et alors comme par définition A f est
C°° au voisinage de JI, on déduit que A f est C°° sur tout l’ouvert .

PROPOSITION 5.3.2014 soit ~ E C°° nulle sur d’ensemble ~Y E q ~ )
q(Y)  1 ~ . On considère la fonction sur On définie comme suit :

Alors B~p E .

Démonstration. . - Tout ce que l’on a à démontrer est que B~ est G°° au
voisinage de tout élément Xo E N. Pour ceci, il suffit de montrer que

Un calcul simple montre que sur la fonction â(u) ~ s’écrit comme

somme finie de fonctions de la forme



R est une fonction polynomiale et v E Donc on est amené

à montrer que, VuE 

Soit u E comme p est nulle ainsi que toutes ses dérivées partielles
sur {Y E q ~ ~ q(Y)  1}, en faisant le développement de Taylor en 0 de la
fonction

on peut déduire que V N il existe une constante c~ > 0 telle que,

Fixons-nous une base ( u 1, ~ ~ ~ , Uk) d’un sous-espace V de dimension finie
de contenant u et stable sous l’action du groupe .H~.

Pour h E H, posons = ~32 (h) ~ ui .
D’après [B], il existe une constante c’ > 0 et un entier r > 1 tels que

I,Qi(h)I  ~i = 1, ..., k et dh (5.3)
D’après le corollaire 4.3, il existe R > 0, c > 1 et un entier m > 1 tels que,
pour tout X E (9e? il existe h E H tel que

Si Y E C~E et h E H vérifie (5.3), en écrivant

on peut déduire des assertions (5.2), (5.3) et (5.4) que

Ceci achève la démonstration de la proposition 5.3. 0



Revenons à la démonstration du théorème 5.1. La proposition 5.3 nous
permet d’affirmer que la fonction BA f e Or les fonctions BA f
et f coïncident sur ouvert dense dans f~~ et comme f est continue,
on a BA f = f sur Ce et donc f est une fonction C°° . .

Deuxième cas : c ~ (0) 
’

Comme g = c $ [ g , g], il suffit de considérer le cas où U est de la forme
(9 x U’ où C~ est un ouvert de C n q et U’ est un ouvert complètement H-
invariant de q n [ g , g ~ et contenant 0. Soit considérons la fonction

fy : 0 --> C définie par fy(X) = f(X + Y). Alors, il est clair que si

Y est semi-simple, fy E puisque la restriction de f à tout sous-
espace de Cartan est C°°~. Mais, comme f est H-invariante, continue et que
X + Ys est la composante semi-simple de X + Y, d’après le lemme 2.1,
on a f(X + Y) = f(X + Ys) pour tout X E C et donc fy = d’où

fy E pour tout 

Montrons que l’application ~ : Z/~ 2014)- définie par ~(V) = /~
est C°° . Pour ceci, il suffit de montrer que pour toute distribution T à

support compact dans C?, la fonction gT : Y --~ T( fy) est C°° sur LI’.
D’après le premier cas de la démonstration, il suffit de montrer que g~
vérifie les propriétés i) et ii) du théorème 5.1, ceci découle aisément de
[Sc, chap. IV, théorème II]. Par suite, § est C°° ; or, d’après le théorème
40.1 de [T], l’application x U’) --~ définie par

g f--~ [Y ~---~ ~y] où ~y (X ) = g(X, Y) est un isomorphisme. L’application
~ E C°° (U’, C°° {C~)) par suite, f est C°° sur C~ x Ll’.

6. Description des fonctions continues H-invariantes sur q

Dans ce paragraphe, on va caractériser les fonctions continues H-

invariantes sur q par leurs restrictions aux sous-espaces de Cartan de q.

Remarquons qu’une meilleure connaissance de ces fonctions est utile pour
le théorème 5.1. En effet, ce théorème donne une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une telle fonction soit C°° . .

LEMME 6.1.2014 Soit LI un ouvert complètement H-invariant de q. Notons
al, ... , ar des représentants des classes de conjugaison sous H des sous-
espaces de Cartan de q. Supposons que l’on ait f1, ... , fr des fonctions
continues respectivement sur ai ~ u, ... , ar n Ll et vérifiant, pour tout
i = 1, ... r, pour tout X E ai ~ u et tout h E H tels que h.X E aj ~ u, on



a fj(h . . X) = ft(X) (en particulier, fi est supposée W(H, ai)-invariante).
Alors il existe une unique fonction f H-invariante continue sur U telle que

Démonstration. - Soit X EU. Il existe h E H et i E ~1, 2, ... , r} tels
que h ~ Xs alors on pose I(X) = fi(h Xs), f est alors bien définie. Il
reste à montrer sa continuité. On raisonne par récurrence sur la dimension

de g.

Pour les algèbres de Lie abéliennes, le lemme est évident. On supposera
que le lemme est vrai pour les algèbres de Lie réductives dont la dimension
est strictement inférieure à celle de g. Il est clair qu’il suffit de regarder
le cas où g est semi-simple. Soit X E U semi-simple et non nul, alors
dimgX  dimg. On choisit un ouvert V C qX vérifiant la proposition
3.1. On fixe bl, ... , bs des représentants des classes de conjugaison sous

Hf des sous-espaces de Cartan de qX. Pour chaque i = 1, ... , s, il existe

j E ~ 1, ... , ?*} et h E H tels que h ~ a; = bi . On définit alors sur bi n V
la fonction = . Y) ; la définition de gi ne dépend pas de
h E H vérifiant h ~ o~ == On voit facilement que les fonctions gi vérifient
les hypothèses du lemme pour la paire (Hf, qX). Alors, l’hypothèse de
récurrence nous assure l’existence et l’unicité d’une fonction g sur V continue

Hf-invariante qui prolonge les fonctions g2, i = 1, ..., s. Il est clair que g
est aussi H X -invariante. Alors, la proposition 3.1 nous permet de déduire
que la fonction f est continue sur l’ouvert HX . V donc continue au voisinage
de X. On voit ainsi que f est continue Il nous reste à montrer

que f est continue en tout point Xo E N. La continuité des fonctions fi en
0 montre que pour tout i et pour tout c > 0, il existe Vi un voisinage ouvert
de 0, Vi C a2 et W(H, ai)-invariant tel que I  ~ pour tout X
dans ~ .

D’après la démonstration du lemme 3.2, il existe t > 0 tel que pour tout
i = 1, ..., s, g(t) n ai C Vi. Alors si Xo E N et X E g(t) n q, il existe h E H
et i e ~ 1, ..., , r ~ tels que h ~ X s E a2 donc

d’où la continuité de f en Xo. D



7. Cas d’une seule classe de conjugaison
de sous-espaces de Cartan

Pour a un sous-espace de Cartan dans q, notons C°° l’ensemble des

fonctions f : a -i ~ vérifiant :

i) f E G°° et est W (H, a)-invariante ;

COROLLAIRE 7.1. - On suppose que dans a MMe seule classe de

conjugaison de sous-espaces de Cartan. Soit a un sous-espace ~e Cartan
de q, alors l’application de restriction de dans est un

isomorphisme.

Démonstration. - Notons d’abord que la restriction d’une fonction f e
est bien dans en vertu du théorème principal.

Soit ~ Si X G q et Xs = h X’ avec h 6 H et X’ 6 a,

on pose = ~(~)~ ~ est alors bien définie sur tout q, H-invariante,
continue d’après le lemme 6.1 et vérifie les propriétés i) et ii) du théorème
5.1. Donc .

Si f 6 C~ (q)~ et si f est nulle sur a, il est clair que f est identiquement
nulle.

7.1 1/isomorphisme de Dadok

Dans le cas où W(H, a) = on a

car la propriété ii) est vérifiée par toutes les fonctions W (H, a)-invariantes.
Ainsi, dans le cas d’une paire symétrique riemanienne, c’est-à-dire dans le
cas est une involution de Cartan, on retrouve l’isomorphisme bien

connu de sur ~D~ .



8. Remarques

Remarque 8.1. - Soit g’ une algèbre de Lie réductive et g = g’ x g’
l’algèbre de Lie produit, G’ un groupe de Lie connexe d’algèbre de Lie g’,
G = G’ x G’. Soit o- : : G~ x G~ -~ G~ x G’ définie par y) = (y, x), ~ est
une involution de G. On a

Le sous-espace q sera identifié avec g’. L’action du groupe H dans q est
alors l’action de G’ dans g’. Il est clair que dans ce cas le théorème 5.1 est
le théorème de ~B~ .

Remarque 8.2.2014 En général, l’inclusion ~°° C ~~ est

stricte. En effet, soit g = sl(2, C) et

une sous-algèbre de Cartan de g. Le groupe de Weyl W(G, a) = {id, - id}
et on a

Soit f : ~ --> C définie par I(z) = zz, f E G°° ~a~W ~G,a). On identifie a~ avec
a x a et on pose ui = (1, 0), u2 = (0, 1) E u2 ~, 8(ul) = d/dz,
ô(u2) = d/dz, W(G, a) x W(G, a) = {id, -id} x {id, - id},
Soit w = (id, - id) E ac), on a

alors que (8(ul . u2) ~ f ) (0) = 1; donc f e C°° (a) et f et ~°° 
Ce même exemple associé au théorème 5.1, nous montre, qu’en général,

la restriction des fonctions C°° et H-invariantes sur q à un sous-espace de
Cartan a ne nous donne pas toutes les fonctions c°° et W(H, a)-invariantes
sur a. 

’
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