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Equation de Cauchy—Riemann
dans les ellipsoides réels de C*(*)

EMMANUEL MazziiLi()

RESUME. — Dans cet article nous résolvons 1'équation de Cauchy-
Riemann 9u = f dans les ellipsoides réels. Nous donnons les estimations
LP optimales pour les solutions. Dans [3], Chen—Krantz—Ma ont obtenu
ce résultat dans les ellipsoides complexes; pour cela, ils utilisaient le type
faible pour les opérateurs. Dans ce travail nous utilisons des techniques
plus élémentaires. Pour obtenir les estimations optimales nous n’utilisons
pas, comme fonction support, I’équation du plan tangent complexe mais
la fonction support construite par Diederich-Fornaess-Wiegerinck dans

[4].

ABSTRACT.— In this paper we solve the Cauchy-Riemann equation
Bu = § in real ellipsoids. We give LP optimal estimation for solutions. In
[3], Chen-Krantz—Ma obtained this result in complex ellipsoids ; for this,
they used weak type for operators. In this work, we don’t use weak type
but much more elementary technics. To have optimal estimation we don’t
use, for support function, the equation of complex tangent space like in
[3], but the support function construct by Diederich-Fornaess—Wiegerinck
in [4] .

MOTS-CLES : Equation de Cauchy-Riemann, domaines pseudoconvexes,
représentations intégrales, ordre de contact.

AMS Classification : 32A 25, 32A 40, 32F 15, 32F 20

0. Introduction

Les estimations LP pour 1’équation Ou = f sont étudiées depuis long-
temps. Pour les domaines strictement pseudoconvexes, les estimations L?
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optimales ont été obtenues par Krantz dans [6]. Pour les domaines faible-
ment pseudoconvexes, des résultats optimaux n’ont été obtenus que dans
C2, par exemple par Chen dans [2]. Dans C", les choses sont plus délicates
et les seuls résultats optimaux connus sont ceux obtenus dans les ellipsoides
complexes (voir [3]); ici nous nous intéressons aux ellipsoides réels. Citons
également un résultat de Polking dans [7], ol il construit une solution in-
tégrale de Ou = f dans les domaines convexes de C*, obtenant ainsi des
résultats optimaux pour f une (0,n — 1)-forme. Nous construisons une so-
lution intégrale de du = f & ’aide des formules de Berndtsson Andersson
de [1]. A la différence de Chen-Krantz-Ma dans [3], nous n’utilisons pas
le type faible, mais nous montrons que les inégalités de Young classiques
restent valables malgré des chutes logarithmiques. L’avantage de ces tech-
niques est de pouvoir obtenir I’estimation exacte pour f € L!(f). Ainsi,
nous pouvons améliorer I’estimation, pour f € L!(), donnée dans [3]. Nos
résultats sont résumés par le théoréme suivant.

THEOREME. — Sotent ny, ..., Rn, My, ..., My des entiers positifs et Q
Pellipsoide réel :

Q= {ij.’cj+iyj eC|
A e

Soit f une (0,1)-forme & coefficients dans LP(Q) telle que 9f =0 au sens
des distributions. Alors, il existe une fonction u sur Q telle que du = f au
sens des distributions avec :

(i) sil<p<Mn+2 ona

4]l Loy < Coll fll Lo (o)

avec 1/g=1/p—-1/(Mn+2);
(it) sip=Mn+2,0na

Hu“Lq(Q) < Cq“f“Lp(Q) , Vg<4o0;

(iit) sip> Mn+2, on a
1 (n+2/M)

“u“Aa(Q) < CP”f”Lp(Q) , o= M "
OT‘L M = 2supl§i§n(inf(ni, mz)) .
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1. Construction de la solution intégrale

Pour construire une solution intégrale, nous allons utiliser les formules
de Berndtsson—Andersson et le résultat essentiel figurant dans [1].

THEOREME 1 (Berndtsson, Andersson). — Soit f une (0, g)-forme avec
q> 0, dans CY(D), ot D est un domaine borné régulier de C™, alors nous
avons :

f(z) = Cym (LDfAKq+(—1)q+1(/D§fAKq—Eszf/\Kq_l))

pour z € D, avec

K=

ni:l (-1 CP((@,2-¢)+ 1)s A (Be.8)"" 7" A (5,Q)*

k=0 k! <§a C - z>n—k

K, désigne la composante de bidegrés (n,n—q—1) en ¢ et de bidegrés (0, q)
en z. De plus, Q = E;-‘:l Q; d¢j, od

Q:DxD—C"
(C) 2) — (QI(C, Z)a ceey Qn(Ca Z))

et vérifie

(i) Q € C'(D x D),

(i) @ est holomorphe en z € D, pour { fixé dans D ;

s= Z?:l §;d¢; ou

§:DxD— "
(C: Z) s (51(49 z)’ sy EH(Ca Z))
et vérifie
|s(¢,2)| < Cl¢ —z| et }<s, (- z)' >Cl¢ - z|2

uniformément pour ( € D et z dans un sous-ensemble compact de D.
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G désigne une fonction holomorphe d’une variable compleze dans un
domaine simplement conneze qui contient l'image de D x D par lapplication

n
C2) = (@, z=C)+1=) Qi(z —¢) +1
1=1
avec G(1) = 1.
La preuve du théoréme figure intégralement dans [1].

D’aprés ce qui précéde, si f est une (0,1)-forme 9 fermée & coefficients
dans C! sur D, nous avons

f(Z)=Cn(/8Df/\K1—5z/Df/\Ko),

pour le choix de s nous prenons

n
s=) ((i—%)dg,
1=1
quant au choix de @ dans Dellipsoide réel, nous avons besoin des lemmes
suivants figurant dans [4].

LEMME 1.1.— Soit p € N*. Pour tout (t,7) € R?, on a
2pr?P Yt — 1) + 7P < 2P
et de plus, il existe 6 > 0 tel que, V(t,() € R2, on a

120 — 72 _ 9pr?P Yt — 1) > 6(72p_2(t - 7')2 +(t- r)2p> )
La preuve de ce résultat est donnée intégralement dans [4].

LEMME 1.2.— Sozt
n
Q= {Zj =z;+1y; € ct \ p(z) = lei|2m + Iy,'l2m" -1< 0} .
i=1
On peut supposer, sans perte de généralité, que m; < n;, Vi € {1, ..., n}
@ aide d’un bikolomorphisme approprié. Pour v assez petit, il existe ¢ > 0
tel que

2R(4(¢,2)) <
Spz)=p() € (2(63’“‘2 T | PRl L P cz-lz"“) ,

i=1
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Equation de Cauchy-Riemann dans les ellipsoides réels de C"

pour ((,2) €A x Q, ot

802 =Y §§ Oz — ) +

i=1
n
-vy ((ﬂfm‘_2 — 8 (5 = )+ (2 - Cz')zm‘)
=1
avec (; = 6; + ;.

Preuve. — Ce lemme a été démontré précédemment par Diederich, For-
naess et Wiegerinck pour (¢, z) € 9Q x Q. Dans ce qui suit, nous I’utiliserons
pour ({, z) € 2x&; nous en donnons donc une preuve qui est essentiellement
la méme que celle figurant dans [4].

2R0(¢.2) = 3 ((2ni6F (ai = ) + 2™ s = ) +

i=1

-2 ((77?"“_2 - 5f"i_2)((wi ~8)% = (s - m)z)) +

- WwR(G - zi)”'“)
d’olt
2R, 2) = p(z) = p(¢) + Z((é?’“ — ™ 4+ 2n67 T (2 - 67)) +

1=1
2mi—1

+ (2™ — 2™ 4 2myn] (vi —m)) +
— (™ - 677 (e - 8)° - (- m)?) +
- 2V§R(Z,’ - C,')zmi) .

En appliquant le lemme 1.1, on obtient § > 0 tel que

2R6(¢,2) < p(2) —p(¢) = D6 (63’“‘2 (oi = 8)% + (i — &)™ +

=1
F 2™ (g — )+ (v - m)zm") +
+2v (n?m‘_2($i — &) +62 2 (i - m)2) - VA,
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ol
A= 2(’7?”"2(% — 1) 4 677 (2 — 6:) - R(zi - Ci)2m‘) :
Le seul terme qui peut étre positif est v A;; remarquons que les termes
—ome ™2 (s = mi)? = w87 (i - 6)
seront absorbés par
662m 2 (2; - 6:)% et enP™ Ty —m)?,

si 2v < 8. Soit
To = {(Z,C)/|yi — ;| < o2 - 5{]}

pour ¢ assez petit. Si (¢, 2) € Ty, le terme réel (z; — Ci) 2mi est positif pour
tout ¢ donc le lemme est vérifié pour v < é et ({,2) € T'y. Si ((,2) ¢ I's,
alors il existe 7 tel que |y,' - n,'[ > 0'|:v,' - 6,‘[, d’ou

FR(% ~ Ci)2mi’ < Clyi — ni*™

avec C ne dépendant pas de (¢, z); il vient donc que ¥R (z; — Ci)zm‘ est
absorbé par 6 (y; — ni)zm‘ si v est assez petit.

Maintenant posons :

(

__ 1 (e
%= (O

(= 8 =) (- )™ ) ) e,

<
G=a"V , ol N est un réel positif fixé pour tout ce qui suit,
n
s= (Ci—7)dG;
. 1=1

en appliquant le théoréme 1, on obtient

Ve s, f(Z)=Cn(/ fAKf-sz/fAKs), vieD:
oD D
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en faisant tendre ¢ vers zéro, nous avons

f(z) = —&/Df/\ Ko

ol

-5 o a0 sy 1) 2O )

(pour plus de détails voir [1]). Par la suite nous omettrons I’indice pour Qq

et Qo.

2. Démonstration du théoréme

LEMME 2.1.— Soit @ = {2z € C* | p(2) < 0}, o p est une fonction de
classe C% sur Q, soit K(C,z) une application de Q x Q dans C, avec K(¢,2)
mesurable par rapport au produit d’une mesure positive sur Q A(C) et de
v(z) une autre mesure positive sur Q. Alors s’il existe r > 1 tel que :

) /|K(C, -)|r|p(z)]_e dv(z) < Celp(¢)|™° pour tout e assez petit
etnpourc € Q,

(ii)/'K(-,z)[T PO 77 dA¢) < Ce|p(2)|™%, pour tout ¢ assez petit
Q
et pour z € Q,

Vi,l<i<r, /lK(-,z)lid/\(C) < C, uniformément en z € Q,
Q
Popérateur linéaire T défini de la fagon suivante,

TH(z) = /Q FOKC, ) dA(Q)
vérifie :
(i) pourl<p< r/(r-1),

”Tf”Lq(Q,du) < Co fll 2o, an)
avec 1/¢g=1/p+1/r—1,
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(i1) pourp=r/(r-1),
175l o, an) < CallfllLo,any, Va5 1< a<+oo,
(iii) pour p > r/(r — 1),

IT£]| oo (@,a0) < Collfll Lo, any -

Preuve.— Considérons 1 < p < r/(r — 1),

ITf(2)] < /Q FOK(C 2)] dAQ)

< [Jot@)r07

x [FQO] P dA(Q) ;

1-r/q
X

[k (¢, 2)ple) T

nous avons 1 p— 1 r—1
—+

Appliquons I'inégalité de Holder; il vient

1" < ([ @ @K 030) x
p—1

(»-1)g/
9 ( 1o T |k ) dA(c)) “

< ([Irora) .

D’aprés les hypothéses,

L|p(()[_s|K(C,z)lrdA(C) < |p(2)|"°Ce, pourz€Q,

dob ) e=1)e/ (r-1)/
ITf(2)]? < |e(2)]7*(Cp) ™ ”Ilfll’iim,d» X

/ (€7 (0)"K (. 2)
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pour z € Q. Utilisons Fubini,
LIzl ave) <
< (eI Ise )
< [ (LB 8GO 66 F170F ).
Maintenant nous avons,
L@ 1K€ @) < Culo] ™ pour c e @,

donc
175l Lo0,a) < Coll £l Lo ,an -

Considérons le cas p = r/(r—1),si f € L"/("~1) alors f € LP pour
p < r/(r—1) donc, en appliquant ce qui précede, il est évident que

”Tf”Lq(Q,du) < Cq”f”Lp(Q,d)\) , V1<g< 4.

Pour le cas p > r/(r — 1),

1/p —1)\ (p-1)/p
T P K(C, »/(p-1) :
sl < [ (1FOF) (1, 0)
appliquons Holder :
o (-1 /e
P56 < Wl griaan ([ K OPO0)

mais comme p > r/(r — 1), on a p/(p— 1) < r et donc

1T oo < Coll £l Logg,an -

D’apreés le théoréme 1, nous avons une solution de du = f donnée par

u(z) = /Q Q) AKo(C,2), pour z € Q.
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En explicitant Kg, on obtient

n—1
u(z) = Cn, fFC) A
LY

A (i (G =) d6) A (EE 4G A d¢)" " A (5,Q)*
(@, 2=+ )N ¢ = 2 2*P

avec
Q= _Z(aaé) V(nZ'mg 63ni—2)(zi _ Cz) + (Zi _Ci)Z‘m.’—1> G,
d’ou
_1q~( %% _ _ 1\,2mi=3
B—Q—;;(SQBQ v(i(m; — 1)n; +
— (n; = )82 73) (4 - ci)) dg; A dg; - a
= 2m5—2 2ni~2 2m;—1 )
A;(GQ ( n; —61' )( "Cz)+ ( Cz) ))dc,
_1y % ,p
p Pt
Il vient donc que
50)F = (La_ 00 1 Sp A B A AF-1
(8Q) :<; P AB) =p—kAk+Ck—p-—k—+—1———

Ainsi u est une somme de termes de deux types, I, Ji,
= [ HQAS Ao

- ~ N
(@, 2=+ )N -

ﬂOASAum“4w¢ABAA“1
2 ((@,z-¢+1)NTFc— PR

”2(n—k)

ou

n n—1-k
S§= (Z(Z -z dCz) (Z dCz A dCz) ;

=1 1=1

les termes Jj, sont les moins réguliers, car il apparait au dénominateur un
p(¢) supplémentaire.
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LEMME 2.2.— Q:= {2 € C* | p(2) < 0}, ot p est une fonction de
classe C? sur Q. Soit K(¢, z) une application de Q x Q dans C* vérifiant les
mémes hypothéses de mesurabilité qu’au lemme 2.1, si, de plus, pour r > 1,
on a

/Q K¢, 2| du(z) < M

uniformément en ¢ € Q, alors Tf(z) = Jo F(©) AK(¢,2)dA(C) envoie
LY(Q,d)) dans L"(Q, dv).

Preuve.— La preuve est immédiate; mais ce résultat est utile, car
il est tres facile, avec les formules de Berndtsson-Andersson, d’obtenir
I'intégrabilité par rapport & la variable z;

IT5(2)] < /Q(If(c)f K A) 1O axe) s

appliquons Hélder, nous obtenons

el < ([ 1rolixear o) ([ 1) dA(c))H |

En utilisant Fubini, il vient,

175z @0 < 50 any [ 170 ([ 1T @) axo

d’ou
175N pr@.m) < MYl @.0) -

Casp=1
Nous allons montrer que K((, z) vérifie le lemme 2.2 avec
_Mn+2
T Mn+1
et dA = dv la mesure de Lebesgue sur Q. D’aprés le lemme 1.2, nous avons

|K(¢,2)| <

< [BenB A4 o)
“C 2”2(n k)—1

1
(I86(¢, 2)] - £(€) = p(z) + 5+ )

ou Sy = Sh (™2 + 67 ) s — G + |2i = G| *™.

X N+k
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Dorénavant, nous fixerons N > 1; par conséquent si { € Q \ V(0Q), ol
V(3R2) est un voisinage de 9, alors

|K(¢,2)|" <Cl¢ - z”—r(z(n-k)—n Mn+2

D’od |K (- z)|r est intégrable. Considérons B(g,o/2), les boules de centre
g € 9Q et de rayon /2, ol o sera choisi ultérieurement, alors

3 c |J Blg,0/2)
q€00
d’otr
n
0Q C U B(g;,0/2) (par compacité de Q).
1=1
Considérons également un voisinage U; de g;, tel que

B(Qia6/2) @U’i € B(‘]ixo) )

si ¢ eQ\Qn (UYL, B(gi,0/2)), alors [|K(-,2)|dA(z) est uniformément
borné en ¢. Prenons ¢ € QN B(g;, 0/2),

[IxCaroe@s [ (gCal a@+ [ JEC ol ae),
Q UinQ Q\U;
est uniformément minoré pour

puisque { € Q N B(g;,0/2), on a HC - z|rd)\( & minoré p
z) Dest aussi. Il suffit donc

z € Q\ U;, par conséquent fQ\U.- |}Tg( ., 2)
d’estimer le terme

/ |K(~,z)|rd)\(z).
U;nQ

1

Observons :
_ = 2mi—2 2n;—2 \2mi—1 .
B=8p -3 w((r2™ 2 = 2% ) (a = ) + (5 - )P ) A
=1
n
=Y B;d(;
J=1

A =50p(C) - 5 (Z(ngm;—2 _ 6l2ni—2)(2i -G+ (z.i - Cz’)2mi—1) d¢;

i=1

=93B;
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le 9 qui apparait dans A est le O tangentiel car dans K((,z) figure
dp A A*¥~1, Introduisons comme dans [4], une base des (1,0)-champs de
vecteurs tangents & C"; nous avons dp(q) # 0 si ¢ € 0Q. Supposons par
exemple que dp(¢)/0¢n # 0 sur B(g;, o) pour o assez petit, il s’ensuit que

(Ls),
= 5250~ 50 © 5
B acl ac e
() e ac - )5 (21)

est une base de champs de vecteurs tangents & C™. Par conséquent,
[ KGOl ) <
QNU;

k-1 _
IIIZ: (0 - v5-)|

=1
(F1y eons Thm 1)/90U.' (]3‘¢(C,Z), _p(C) _ p(z) + S+)r(n+k)

L @Y axe)
||C z”r(2(n k)-1)°

\ - = 2m;—
oh S = i ((712’”‘ R A 7N R ) e 1) d¢;, avec
(%1, ..., tx_1) un multi-indice de longueur k—1 & valeurs dans (1, ..., n—1).

LEMME 2.3.— On a
ILiBil < i (™72 482772 + (o™ + 6k ™) L2 — G
pour jE{l---n—1} etke{l---n—1}, et
ILiBal < (Ins ™70 + |85 77).

La démonstration de ce résultat est immédiate.
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En appliquant le lemme 2.3, il vient sans difficulté :

/ |K(. )| arz) <
QnU;

k=l 2m;. ~2  2n;. =2 2m;. =3  2n;. —3
H(T) ’ +6IJ ’ )+(T)|J ’ +6IJ ’ )

zi; — Cijl

< / J=1
> r(n+k)
(i1, oeen) 7N (Is6(c.2)] = #() - o) + ¢ )

r(N-1)

[2(0)] di(2)
X ”C _ ZHP(Z(n—k)—l) '

LEMME 2.4.— Soient ¢, z € C et A > 0 proche de zéro, alors

/ (R¢) ¥ dA(2) . {MAl—a sia>1
B¢r) (4+ @7~ 2f)" ~ | -MI(4) sia=1.

Preuve. — Utilisons le changement de variables suivant : u = (R¢ )i(z -
¢); ceci est 1égitime si (R() # 0. Si (R¢) = 0, I'intégrale cherchée est nulle

/ @GS

B (A+ ®R)Z|c— =) /BOn (4+|uff)
< MAl-« sia>1
| -MIn(4) sia=1.

LEMME 2.5.— Sous les mémes hypothéses que le lemme 2.4 et ¢ € N*,

/ Rz = ¢ldA(2) . {MAl—a sia>1
B(cr) (A+ ROM|C— 2 +]¢ - 2[**?)" 7 | -MIn(4) sia=1.

- 540 -



Equation de Cauchy-Riemann dans les ellipsoides réels de C*

Preuve. — Nous avons les inégalités,
/ [R¢[** M1z — ¢l dA()
B(¢rr) (A+ (%C)2Q|z _CIZ + |z _Cl2q+2)a S

(R)™ dA(2)
S/'_¢|<[§)e¢| (A+ (%C)2q|< 2\
z < _ z| )
dA(2)
i /PR(I <lz—¢| (A + |z - C|2q+2)““1+1/(4+1) '

Pour le premier morceau & droite de 1'inégalité, on applique le lemme 2.4;
pour le second, un passage en coordonnées polaires donne immédiatement

le résultat.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que t; = j pour tout
Jj€{L,,..., n—1}. Divisons le domaine d’intégration en deux parties,

/ |K(-.2)|" ax(z) <
QnuU;

a k-1
2m; -2 2n;—2 2m,—3 2n,—3
H(ﬂjm" +61n1 ) H (Uzml +5¢n‘ ),zé _Cll
Jj=1 t=a+1l

< /
< r(N+F)
(/M <[¢—z] (]s¢(c,z)| = p($) = p(2) + S+) e

o) arz)
=D PADE(—F)=1) Gr-o-» T
le - =

X
|o(0)]

a k-1

2m;—2 | 2n;—2 - -
H(nJm’ +6,77°) H (Mg ™%+ 657 |ae — ¢o]
J=1 L=a+1

+f ,
O (Is¢(ca)] - o) - ptey+.5)

dX(z)
z||(2(n—k)—1)r :

'p(()'r(N_l)

le-
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Introduisons le changement de coordonnées de Henkin donné dans [5],

to +it1 = (p(¢) — p(2)) +iS6(¢, 2)
to+it3 = ((1 — 21)

ta(k—1) T t2(k—-1)+1 = Ck-1 — Zk-1

ta(n-1) T ta(n-1)4+1 = Cn-1 — Zn-1,

en effectuant le changement de variable, la premiére intégrale a droite de
I’inégalité est majorée par

2m,~-2  2n;—2 2me=3 2 -3 i
1'[( e )H (™ M7 (50 + 5041) ?

/ {=a+1
B(0,R) n-1

r(N+k)
(Itol —p(Q) + ltal + 4 + D (5 + t§i+1)m‘)
=k
@'V axe)
lP(C)|(T 1)(2(n—k)- 1)/M(t2

n—k)-1/2"°
"+t§(n—1)+1)( =Y

ou s = Zf;f(n?miq + 61-2ni_2)(t%i + t%i_*_l). En intégrant par rapport a

to, t1, .., tg(k—1)41 €t & l'aide des lemmes 2.4 et 2.5, il vient
dA(?)
I< /vB(O,R) rN—-1+k(r—1)
( €+ Z 13 +13:41) i)
r(N-1)
I

|p(<)|(r 1) (2(n-k)— 1)/M(t ) (=RB=172 ;

2
SRR LT e

par un passage en polaires, il s’ensuit immédiatement que cette intégrale est
majorée uniformément par rapport a (.

Le second morceau, en utilisant le changement de variables et en posant

= (Tho @t + t§i+1))1/2, devient :
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a

_ - - 1/2
H(TijmJ 2+52"J 2) H (772"” s 52"‘ 3)(t§e+t§£+1) !

Jj=1 {=a+1l
B(O,Rl)/M n—1 r(N+k)
mi
P<Ip(Q)| (|to| —p(Q) +lal+ Sy + ) (B +Biy) )
1=k
N-1
o] axy .
r(n-k-1/2) "’
(t%k +--+ tg(n—1)+1)
intégrons & I’aide des lemmes 2.4 et 2.5 par rapport & tg, t1, ..., t2(k=1)+1»

il vient

"™ dre) |
r(n—k-1/2) IP(C) |'r(N+k)—1—k ’

/PSIp(C)P/M (2 +--+13._)

en passant en coordonnées polaires, on obtient que l'intégrale est majorée
uniformément par rapport & {. Le Théoréme est donc démontré pour p = 1.0

Cas p supérieur a 1

Pour p > 1, nous allons appliquer le lemme 2.1, il suffit de démontrer,
pour tout ¢ assez petit,

/Q ()] | K (¢, 2)| dA(z) < Ceo(0)| (22)

et

L1017 K€ 430 < Celot)] (2.3

avec r = (Mn+2)/(Mn+1).
Commengons par montrer (2.2). Si ¢ € (2/QNV(3Q)),

LIP(Z)I—E[K(C,Z)|TdA(z) <
=&~ _ ) r(2(n—k)-1) A
s /I-p(C)lS2|p(z)'lp(<)l I¢ - =] (z) +

+ < (1o + ll¢ — 2
~/IP(Z)I5(1/2 C)Il()I (|p(| lI< — 2|

< Clp(Q)™*

)r(2(n—k)—1) dA(2)
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Prenons ¢ € QN V(3Q),

/Q ()|~ |K(C, )] dA(2) <

H( Y | (et s

S/ =0+l
ant; (|9(¢, 2)| - p(¢) — p(z) + S4) "V HH)
@V arE)
|P(Z)[EHC z”r(2 n—k)-1) ’

découpons cette derniére intégrale en trois morceaux

H( HER H (g™ + 6, 77) |z = (]

{=a+1
-/lp(()|§|p(z)| (lg¢(4a Z)l _ p(C) _ p(Z) + S+)T(N+k)

L o i)
“C “r(Z(n k)-1) °

H( 2m_7 2+62nj—2) I'I ( 2me_3+6?m—3)|2é_4£|
j {=a+1

1p(O)12]e(2)]
Ip(Q) P/ <lac| (I8¢, )| = #(¢) = p(2) + S

)"V axz) .
lp(z | |p(<)|(" 1)(2(n—k) 1)/M||< ”(2(n—k)—1) 3

)r(N+k)

H( 27;1]'-—2_*_6211J -2 H (12 2m,—3 6{?711—3)'21_(”

Z_oz+1
/ [e(C)1>1p(2)] r(N+k)
()M 2]2~(| (186(¢, 2)] - p(¢) = p(2) + St )

Ol ¥ Vare)
|P(Z)I5”C _ z“r(2(n—-k)—1)

Avec les lemmes 2.4, 2.5 et le changement de coordonnées de Henkin, on
obtient

/Q 16(2)| | K (¢, 2)[" dA(z) < Cel(O)]°
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Vérifions (2.3) pour tout ¢ assez petit. Pour cela nous avons besoin des
deux lemmes suivants dont les démonstrations figurent dans [4].

LEMME 2.6.— ((,z2)€C%, A>0,g€ N.

/ (R¢) ¥ dA(Q) - {MAl-a sia>1
(2:7) (A+ (?RC)zq|z - C|2 +|z- (!2q+2)a T | -Mh(4) sia=1.

LEMME 2.7.— ({,2) € C%, A> 0, g € N*.

/ 8¢ %72 = ¢]d(Q) y {MAl—a sia>1
Bler) (A+[R¢[*]z = ¢* +]2 - ¢[47)" T | -MIn(4) sia=1.

Siz e (Q/QNV(0R)), alors

—c r(N-1)—e d/\

< Clp(Z)I

Prenons z € V(0R); alors
L@ kG 30 <

H(n?m] -2 + 62nJ ) H 2m4—3 + 6gnz—3)|z£ _ C@’
l=a+1

ant (I86(c. 2)] = p(¢) = o(2) + 5+

o @YD axg)
“C ”'r(2(n—k) 1) ;

<

)r(N+k)

découpons cette derniére intégrale en deux morceaux,
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a k-1
2m; -2 2n;—2 2my—3 2n,-3
]___[(77J R H (g™ + 8, )|Zt-Ct|
=1 t=a+1

/!z—cISIP(Z)I‘/M

D
”C _ z||r(2(n—k)-1) !

r(k+1)—¢
(Is6(¢.2)] - #() - ) + 52

/ [y 0™ 4 6™ T Tecaga (277 + 67 )2 = G
) r(k+1)+e
lz=¢I216(2)|2/M (|s¢(<,z)| = o(Q) - o(2) + S+)
(9

X
(le]+1e-=+")

Maintenant, il vient sans difficulté, en utilisant le changement de co-
ordonnées de Henkin et les lemmes 2.6-2.7, fglP(C)I—E|K(C,Z)IT dr(¢) <

Ce|n(2)| ™.

T@(n-k)—1)/M '

Estimations Lipschitz

Pour les estimations Lipschitz, nous n’utilisons pas les solutions de
Qu = f données par les formules de Berndtsson—-Andersson mais, comme
dans [3], la formule de ’homotopie classique. D’aprés [3], nous avons une
solution de du = f, ol u est une combinaison linéaire (0 < k < n —2) de

o Bron)* na [ - ) B fc - )
/fA6<< — (|k+1 ) 2 (1 |)n—k—1)=
2 N(@, ¢ = 2) = @) (¢ = £ + p(Q)0()

- / £ AB(Li(¢,2)
Q

et

/ Fad(lc=2*) A (5804‘2'2))”—1 .

|<_ zl2n

Le second terme qui ne contient que de la section de Bochner-Martinelli est
toujours plus régulier que le premier. De méme, le plus mauvais terme de
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grad, Lk(¢,z) pour 0 < k < n—2est grad, Lp_2(¢,2). Sip > (Mn + 2),
posons ¢ = p/(p — 1), d’aprés les inégalités de Holder nous avons :

/Q 1£(0)| lerad, Ln—2(¢, 2)] dAQ) <
< [(£0P)"" (jsrad, Laatc, 21%) " arco
1/q
< Il % ( [ lered. Ln-ac, )P dA(c)) ,
1/q
( / lgrad, Ln_z(c,z)lqu(C)) <
Q
H(n2m1 2+62n1—2) H( 2my—3 63n¢—3)|<£_z£|

1/q
: =5 Q) ) .
(-/Q ('3‘¢(C, Z)| - P(C) —p(z) + S+)<1(1+n) |z _ <|q

Découpons cette derniére intégrale en deux morceaux :

2m;—2 2n;—2 -
H( i )H(W 6™ — 2l

{=a+1
X
( PRSI (j9(C, )] - p(O) - ) + 54 )
) Q) )1’ ‘
lp(z)l(q—l)/Mlz CI
H( 27711—2 + 62”’]—2)2 H}_l( 27n[ -3 6?71(—3”(2 _ Z['
(/Iz—<|<| (2)[1/M P X
sle (I96(¢. 2)| = p(¢) ~ =) + 5+
) )
“T=<F

Il vient facilement & 1’aide des lemmes 2.6 et 2.7,
/Q |£(Q)] |grad, Ln-2(C, 2)| ANC) < Cp| £ o |o(2)| M= (21D )1,

d’oli le résultat. O

— 547 -



Emmanuel Mazzilli

3. Exemple
Soit
Qi={z=z;+iy; €C" |
gyl 4tz Ry +ed™ 4 yim 1< 0}

ol (mj, mz) sont deux entiers positifs vérifiant 1 < m; < mg . Pour p >1
et 0<1/¢<1/p—1/(2min+ 2), on considére la (0, 1)-forme suivante :

dz,
<I>(a, z)d

oud=1/2m;+(1/mi+n)/geta=(1,0,...,0).

Il est trés facile de voir, en modifiant la preuve dans [3] que f € LP(Q2),
et qu’il n’existe pas u € LI(Q) telle que du = f.

fz) =
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