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Équation de Cauchy-Riemann
dans les ellipsoïdes réels de Cn(*)

EMMANUEL MAZZILLI(1)

E-mail : mazzilli@gat.univ-lille1.fr

RÉSUMÉ. - Dans cet article nous résolvons l’équation de Cauchy-
Riemann oit = f dans les ellipsoïdes réels. Nous donnons les estimations
LP optimales pour les solutions. Dans [3], Chen-Krantz-Ma ont obtenu
ce résultat dans les ellipsoïdes complexes ; pour cela, ils utilisaient le type
faible pour les opérateurs. Dans ce travail nous utilisons des techniques
plus élémentaires. Pour obtenir les estimations optimales nous n’utilisons
pas, comme fonction support, l’équation du plan tangent complexe mais
la fonction support construite par Diederich-Fornaess-Wiegerinck dans
[4] . .

ABSTRACT. - In this paper we solve the Cauchy-Riemann equation
au = f in real ellipsoids. We give LP optimal estimation for solutions. In
[3], Chen-Krantz-Ma obtained this result in complex ellipsoids ; for this,
they used weak type for operators. In this work, we don’t use weak type
but much more elementary technics. To have optimal estimation we don’t
use, for support function, the equation of complex tangent space like in
[3], but the support function construct by Diederich-Fornaess-Wiegerinck
in [4] .

MOTS-CLÉS : Équation de Cauchy-Riemann, domaines pseudoconvexes,
représentations intégrales, ordre de contact.

AMS Classification : 32A 25, 32A 40, 32F 15, 32F 20

0. Introduction

Les estimations LP pour l’équation au = f sont étudiées depuis long-
temps. Pour les domaines strictement pseudoconvexes, les estimations LP
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optimales ont été obtenues par Krantz dans [6]. Pour les domaines faible-
ment pseudoconvexes, des résultats optimaux n’ont été obtenus que dans
C2 , par exemple par Chen dans [2]. Dans en , les choses sont plus délicates
et les seuls résultats optimaux connus sont ceux obtenus dans les ellipsoïdes
complexes (voir [3]) ; ici nous nous intéressons aux ellipsoïdes réels. Citons
également un résultat de Polking dans [7], où il construit une solution in-
tégrale de au = f dans les domaines convexes de en, obtenant ainsi des
résultats optimaux pour f une (0, n - 1)-forme. Nous construisons une so-
lution intégrale de au = f à l’aide des formules de Berndtsson Andersson
de [1]. À la différence de Chen-Krantz-Ma dans [3], nous n’utilisons pas
le type faible, mais nous montrons que les inégalités de Young classiques
restent valables malgré des chutes logarithmiques. L’avantage de ces tech-
niques est de pouvoir obtenir l’estimation exacte pour f E Ainsi,
nous pouvons améliorer l’estimation, pour f E ~1 (S~), donnée dans ~3~ . Nos
résultats sont résumés par le théorème suivant.

THÉORÈME. Soient ni ... , nn, m1, , ... , mn des entiers positifs et S~2

l’ellipsoïde réel: :

Soit f une (0, 1)-forme à coefficients dans Lp(S2) telle que ô f = 0 au sens
des distributions. Alors, il existe une fonction u sur S2 telle que 8u = f au
sens des distributions avec :



1. Construction de la solution intégrale

Pour construire une solution intégrale, nous allons utiliser les formules
de Berndtsson-Andersson et le résultat essentiel figurant dans [1].

THÉORÈME 1 (Berndtsson, Andersson). - Soit f une (0, q)-forme avec
q > 0, dans où D est un domaine borné régulier de en, , alors nous
avons ; :

pour z E D, avec

Kq désigne la composante de bidegrés (n, n - q -1) en 03B6 et de bidegrés (0, q)
en z. De plus, Q = Qj d(j , où

et vérifie

(i) Q E x D),
(ii) Q est holomorphe en z E D, pour ~ ,fixé dans D;

et vérifie

uniformément pour ~ E D et z dans un sous-ensemble compact de D.



G désigne une fonction holomorphe d’une variable complexe dans un
domaine simplement connexe qui contient l’image de D x D par l’application

avec 0(1) = 1.

La preuve du théorème figure intégralement dans [1].

D’après ce qui précède, si f est une (0, 1)-forme a fermée à coefficients
dans CI sur D, nous avons

pour le choix de s nous prenons

quant au choix de Q dans l’ellipsoïde réel, nous avons besoin des lemmes
suivants figurant dans ~4~. .

LEMME 1.1.- Soit p E N*. Pour tout (t, T) E II82, on a

2p2p-1(t - Tl + T2p ~ t2p

et de plus, il existe b > 0 tel que, b (t, ~) E ~2, on a

t2p - T2P - - r) ) b - T) 2 + (t - .

La preuve de ce résultat est donnée intégralement dans ~4J. .

LEMME 1.2. - Soit

On peut supposer, sans perte de généralité, que ni, ‘d i E ~ l, ... , n~
à l’aide d’un biholomorphisme approprié. Pour v assez petit, il existe ~ > 0

tel que

2~~~(~~ z)) ~



pour (~, z) E SZ x SZ, où

avec (i = 6i + 

Preuve . - Ce lemme a été démontré précédemment par Diederich, For-
naess et Wiegerinck pour (03B6, z) E ~03A9 x 0. Dans ce qui suit, nous l’utiliserons
pour ((, z) E nous en donnons donc une preuve qui est essentiellement
la même que celle figurant dans [4].

d’où

En appliquant le lemme 1.1, on obtient b > 0 tel que



Le seul terme qui peut être positif est remarquons que les termes

seront absorbés par

si 2v  b. Soit

pour 03C3 assez petit. Si ((, z) E r 0’, le terme réel (z; - 03B6i)2mi est positif pour
tout i donc le lemme est vérifié pour v  $ et (~, z) E Si (~, z) ~ 
alors il existe i tel que ~ y2 - I > ~ I xi - d’où

avec C ne dépendant pas de ((,~); il vient donc que est

absorbé par 03B4(yi 2014 ~i)2mi si 03BD est assez petit.
Maintenant posons :

en appliquant le théorème 1, on obtient



en faisant tendre ê vers zéro, nous avons

(pour plus de détails voir (1)). Par la suite nous omettrons l’indice pour Qo
et Qo .

2. Démonstration du théorème

LEMME 2.1.- Soit S2 = {z p(z)  0}, , où p est une fonction de
classe C2 sur S2, soit K(~, z) une application de 52 x S2 dans ~, avec Ii (Ç, z)
mesurable par rapport au produit d’une mesure positive sur S2 03BB(03B6) et de

v(z) une autre mesure positive sur S2. Alors s’il existe r > 1 tel que :

d i , 1  i  r , z) I2 d~(~)  C , uniformément en z E SZ ,

l’opérateur linéaire T défini de da façon suivante,

vérifie :

(i) pour 1  p  r/(r - 1),



(ii ) pour p = r/(r - 1),

(iii) pour p > r/(r - 1),

Preuve. - Considérons 1  p  r/(r - 1),

nous avons

Appliquons l’inégalité de Hôlder ; il vient

D’après les hypothèses,



pour z E n. Utilisons Fubini,

Maintenant nous avons,

Considérons le cas p = r/ ( r - 1), , si f E L r ~ ( r -1 ) ~ alors f E LP pour
p  r/(r - 1) donc, en appliquant ce qui précède, il est évident que

Pour le cas p > r/(r - 1),

appliquons Holder :

mais comme p > r/(r - 1), on a p/(p - 1)  r et donc

D’après le théorème 1, nous avons une solution de au = f donnée par



En explicitant Ko, on obtient

avec

Il vient donc que

Ainsi u est une somme de termes de deux types, Ik , Jk ,

les termes Jk sont les moins réguliers, car il apparaît au dénominateur un

/)(() supplémentaire.



LEMME 2.2. - S2 :_ ~ z E ~ p(z)  0 }, où p est une fonction de
classe C2 sur SZ. Soit Is’(~, z) une application de S2 x ~ dans en vérifiant les
mêmes hypothèses de mesurabilité qu’au lemme 2.1, si, de plus, pour r > 1,
on a

uniformément en ~ E 5~2, alors Tf(z) = f~ f {~) n I~’(~, z) da{~’) envoie

L1{S2, dÀ) dans dv).

Preuve. - La preuve est immédiate ; mais ce résultat est utile, car

il est très facile, avec les formules de Berndtsson-Andersson, d’obtenir
l’intégrabilité par rapport à la variable z ;

appliquons Holder, nous obtenons

En utilisant Fubini, il vient,

Cas p = 1

Nous allons montrer que 7~((, z) vérifie le lemme 2.2 avec

et dÀ = du la mesure de Lebesgue sur Q. D’après le lemme 1.2, nous avons



Dorénavant, nous fixerons N > 1; par conséquent si ( E S2 ~ où

V(8H) est un voisinage de 8Q, alors

D’où IK(. z) Ir est intégrable. Considérons B(q, u/2), les boules de centre
q E ~S2 et de rayon r/2, où u sera choisi ultérieurement, alors

Considérons également un voisinage ~2 de qi , tel que

si Ç E S2 B S2 n B(qd, ~~2)~, alors , z)I d~(z) est uniformément
borné en ç. Prenons ç E 

puisque ç ~ 03A9 ~ B(qi, 03C3/2), on a ~03B6 - zll est uniformément minoré pour
z E S2 B U2, par conséquent I K( ~ , z)I r d~(z) l’est aussi. Il suffit donc

d’estimer le terme 
..

Observons :



le 8 qui apparaît dans A est le 8 tangentiel car dans K(~, z) figure
8p A Introduisons comme dans [4], une base des (1, 0)-champs de
vecteurs tangents à nous avons 8p(q) ~ 0 si q E 8Q. Supposons par
exemple que ~03C1(03B6)/~03B6n~ 0 sur pour 03C3 assez petit, il s’ensuit que

(L.),

est une base de champs de vecteurs tangents à Par conséquent,

où S- = {~2~n~ 2 - ~2~’t -2 ~ ~zi - ~i ~ + (zi - ~)"’’’’) d(i, avec
{ i 1, ... , i k _ 1 ) un multi-indice de longueurk-1 à valeurs dans { 1, ..., n -1 ) .

LEMME 2.3.2014 On a

pour j E ~l~~~n-1~ etk E ~l~~~n- 1}, et

La démonstration de ce résultat est immédiate.



En appliquant le lemme 2.3, il vient sans difficulté :

LEMME 2.4.2014 Soient et A > 0 proche de zéro, alors

Preuve.- Utilisons le changement de variables suivant : u = (03B6)q(z -
(); ceci est légitime si (03B6) ~ 0. Si (?() = 0, l’intégrale cherchée est nulle

LEMME 2.5. - Sous les mêmes hypothèses que le lemme 2.4 et q E 



Preuve. - Nous avons les inégalités,

Pour le premier morceau à droite de l’inégalité, on applique le lemme 2.4 ;
pour le second, un passage en coordonnées polaires donne immédiatement
le résultat.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que ij = j pour tout
~’~{1,,...,~-1}. Divisons le domaine d’intégration en deux parties,



Introduisons le changement de coordonnées de Henkin donné dans [5],

en effectuant le changement de variable, la première intégrale à droite de
l’inégalité est majorée par

où Si = E~=M~’’~ + ~’’~)(~t +~t+l)- En intégrant par rapport à
o, .. -, l’aide des lemmes 2.4 et 2.5, il vient

par un passage en polaires, il s’ensuit immédiatement que cette intégrale est
majorée uniformément par rapport à (.

Le second morceau, en utilisant le changement de variables et en posant
p - ‘~i=k ~t2i + ~2i + 1 lJ 1/2~ devient :



intégrons à l’aide des lemmes 2.4 et 2.5 par rapport à to, tl, ... , t2(k-l)+1,
il vient

en passant en coordonnées polaires, on obtient que l’intégrale est majorée
uniformément par rapport à (. Le Théorème est donc démontré pour p = 1. 0

Cas p supérieur à 1

Pour p > 1, nous allons appliquer le lemme 2.1, il suffit de démontrer,
pour tout c assez petit,

avec r = (Mn + 2)/(Mn + 1).
Commençons par montrer (2.2). Si (E (H/Q n 



Prenons 03B6 ~ 03A9 ~ V (~03A9),

découpons cette dernière intégrale en trois morceaux

Avec les lemmes 2.4, 2.5 et le changement de coordonnées de Henkin, on
obtient 

~



Vérifions (2.3) pour tout 6: assez petit. Pour cela nous avons besoin des
deux lemmes suivants dont les démonstrations figurent dans [4].

LEMME 2.6.- (~, x) E ~2, A > 0, q E N.

LEMME 2.7. 2014 ((, z) E ~2 , A > 0, q E N*.

Si z E (52/SZ n V(8S2)), alors

Prenons z E V(8H) ; alors

découpons cette dernière intégrale en deux morceaux,



Maintenant, il vient sans difficulté, en utilisant le changement de co-

ordonnées de Henkin et les lemmes 2.6-2.7, 
.

Estimations Lipschitz

Pour les estimations Lipschitz, nous n’utilisons pas les solutions de

au = f données par les formules de Berndtsson-Andersson mais, comme
dans [3], la formule de l’homotopie classique. D’après [3], nous avons une
solution de 8u = f, où u est une combinaison linéaire (0  l~  n - 2) de

Le second terme qui ne contient que de la section de Bochner-Martinelli est

toujours plus régulier que le premier. De même, le plus mauvais terme de



gradz Lk(~, z) pour 0  k  n - 2 est gradz Ln_2(ç, z). Si p > (Mn + 2),
posons q = p/(p - 1), d’après les inégalités de Holder nous avons :

Découpons cette dernière intégrale en deux morceaux :

Il vient facilement à l’aide des lemmes 2.6 et 2.7,

d’où le résultat. 0
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3. Exemple

Soit

où m2) sont deux entiers positifs vérifiant 1  ml  m2 . Pour p > 1

et 0  1/q  1/p - 1/(2min + 2), on considère la (0, 1)-forme suivante :

où d = 1/2ml + (1/mi + n)/q et a = (1, 0, ..., 0).
Il est très facile de voir, en modifiant la preuve dans [3] que f E Lp(S2),

et qu’il n’existe pas u E telle que au = f.
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