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Etude spectrale du
systeme différentiel 2 x 2 associé a
‘un probléme d’élasticité linéaire(*)

PHiLIPPE SECHER(Y)

RESUME. — On construit les fonctions propres généraliséesd’un systéme
différentiel 2 x 2 sur R+. Cet opérateur est lié & 1'élasticité linéaire sur un
espace Ri, n > 2, homogéne isotrope avec contrainte nulle sur le bord.
Pour cette construction, on étudie la condition de Lopatinski uniforme. On
utilise ces fonctions pour construire la transformation unitaire de Fourier
associée a notre opérateur autoadjoint.

ABSTRACT.— We constructed the generalized eigenfunction of diffe-
rential system 2 x 2 in R*. This operator is a reduction of the problem
governing the propagation of elastic waves in homogeneous and isotropic
space R%, n > 2, with free boundary condition. For this construction we
study the uniform Lopatinski condition. We use this fonctions to construct
an unitary Fourier transform associated to this self adjoint operator.

0. Introduction

Considérons opérateur

a (c2D2+1 (?-1)D

(2-1)D 4D ) avec ¢ > 1 (0.1)

muni du domaine

D= {u = (Z;) € HA(RY) | a(w)),_y = b(w)|,_y = o} (0.2)
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ou l’on note
a(u) = ug + Dug

b(u) = ¢*Duy + (¢ — 2)uy

Dans cet article on commence par montrer 1’origine physique de ’opéra-
teur A,D. Elle est liée & ’étude spectrale de ’opérateur d’élasticité linéaire
dans un demi-espace R’ homogéne et isotrope. Pour cette étude on uti-
lise des techniques de scattering. Des études du noyau de scattering sur le
complémentaire d’un borné dans le cas non isotrope ont été effectuées par
(SSo) et [So]. Ici on recherche la résolution spectrale. Dans le cas de R
une étude a été effectuée par [DG]. En utilisant des techniques similaires a
celles employées par Wilcox [W] pour I’étude du Laplacien dans un espace
stratifié, on montre que I’étude sur R} découle de celle de A,D. La prin-
cipale difficulté rencontrée dans l’application des techniques de scattering,
provient de la condition de Neumann sur le bord. Elle fait apparaitre du
spectre ponctuel pour A, D contrairement & ce qui se passe dans le cas du
Laplacien.

Pour résoudre ce probléme au bord, on cherche les fonctions propres
généralisées bornées, cela suffit pour calculer la résolution spectrale, voir
[Sh]. Pour les construire, on étudie la condition de Lopatinski uniforme
comme définie par Chazarain et Piriou [CP]. Cette construction, qui me
semble nouvelle, constitue le principal intérét de ce travail.

Pour finir, on calcule la résolution spectrale de A,D & partir de transfor-
mations associées & chaque fonction propre généralisées.

1. Origine physique de I’étude

L’étude de A, D correspond & un probléme d’élasticité linéaire sur un
demi-plan isotrope et homogéne avec contrainte nulle sur le bord (cf. [LP]).
Plus généralement, cet opérateur intervient dans tout probléme d’élasticité
linéaire sur un demi-espace R’} (n > 3) homogéne isotrope, avec condition
de Neumann sur le bord.

En effet, notons p la densité volumique et A, u les parameétres de Lamé
qui sont alors constants. Ils vérifient les conditions suivantes :

p>0, u>0 etenfin nA+2u>0.
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Les deux derniéres relations étant liées & la positivité de ’énergie associée
a 'opérateur d’élasticité linéaire défini par

Ae = — (%A ’\:” gradd1v> , (1.1)

on fait opérer A, sur des fonctions u : R} — R™ On recherche u dans
H= L2(1R1).

La condition de Neumann sur le bord {z; = 0} s’écrit
(N(w), Z Ol

ol 0,j(u) = Adiv ub;,; + p(0z;u;j + Oz, u;) désigne le tenseur de contrainte.

On étudie le probléme dans l’espace R7, homogéne isotrope soumis &
une force extérieure exercée par une source de densité F. Le déplacement
u(z,t), au temps ¢ et au point z di & la source F' vérifie alors ’équation

2
VzeRY,VteR, (Ae+§2)u(z,t)=F(z,t). (1.2)

Dans la suite u(z,t) désigne un élément de C" dont la partie réelle est
le déplacement. Si on cherche u(z,t) sous forme de fonction harmonique
de pulsation w non nulle, c’est-a-dire u(z,t) = u(z)e™“? (ce qui correspond
a une transformation de Fourier par rapport & la variable temps t), alors
I’équation (1.2) nous conduit & la résolution de

VzeRY, (Ae—w?)u(z)=F,(z) (1.3)

ou F,, est la transformée de Fourier, par rapport a ¢, de la fonction F. En
fait la résolution de I’équation (1.3) se raméne & la recherche d’une solution
G(z,y;w) de

Ve €RY (A —w?) u(z) = 6y(2) (1.4)

ol 6 est la mesure de Dirac en y (point source), avec G vérifiant les
conditions imposées sur le bord de Q. Dans ce cas,

u(z) = -/IR_’; G(z,y;w)F,(y)dy

est solution de I’équation (1.3) dans H.
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Calculons G. On commence par chercher les solutions
u:RY - R" de(A.—w?u=0.

C’est a partir de ces solutions, appelées fonctions propres ou fonctions

propres généralisées, que, par superposition, I’on construit G(z, y;w).
Commencons par décrire les ondes planes intervenant dans R™. Dans la

suite on les qualifiera d’ondes incidentes. On considére u une onde plane

(vectorielle) de vecteur d’onde £ de pulsation w, c’est-d-dire u(z,t) =
d et ((z:€)+wt) ayec

(z,{) = kaﬁk et £e€R™.

k=1

u est solution non triviale de (A, +8%/0t%)u = 0 équivaut & d solution non
nulle de I’équation algébrique suivante :

Ac(§)d = w?d (1.5)

avec

A+
Ac(¢) = % |§|2In + “"’;‘H'Mn

ot My, est la matrice n x n de coefficients (Mp); r = &;& et |£|2 =Y ha &
d différent de zéro entraine la formulation de 1’équation spectrale suivante
entre w et &,

D(£,w) = det(A(€) —w?I) = 0.

Ce déterminant vaut

s = (3 -) (24247 )

L’équation D(€,w) = 0 conduit & deux relations entre £ et w donc & deux
types d’ondes :

e onde longitudinale w? = c%|£’2 avec

o = /\+2u;
p
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e onde transversale w? = c%|£|2 avec

M
cr = -
\/:

On a donc décrit les différents types d’ondes incidentes. On retrouve un
résultat du méme type qu’en dimension trois. Situons sur le dessin ci-dessous
les deux vitesses intervenant.

0 & o
Fig. 1

Revenons & I’expression de G. A ’aide des ondes planes incidentes, on
construit des lois de réflexion, cela fournit une partie des modes propres
liés au probléme du demi-espace. Par cette technique on n’obtient pas
I'onde de Rayleigh [R], cette onde ne correspond pas & une superposition
d’ondes planes. Cette onde est, comme on va le voir plus loin, liée a
I’apparition de spectre ponctuel dans le probléme 4 bord libre. Pour obtenir
G en s’assurant de la complétude des ondes considérées, on utilise la
théorie spectrale des opérateurs autoadjoints. On doit donc faire une étude
spectrale de I'opérateur A, d’élasticité linéaire de parameétre spectral w?.
Pour I’étude spectrale on sait, voir [Sh], qu’il suffit de considérer des
fonctions propres généralisées bornées. Sur R%, on considére donc les ondes
u(z,t) = detl(z+wt) gyec ¢/ = (&2, ..., &n) dans R™" ! et & complexe &
partie imaginaire positive.

Pour effectuer la décomposition spectrale, on construit une transforma-
tion unitaire qui diagonalise l’opérateur A.. Aussi on commence par le
découpler autant que possible.

On utilise ici la méme technique que Wilcox [W]. On commence par
effectuer une transformation de Fourier partielle par rapport aux variables
X2, X3, ..., In.

Ensuite, la symétrie cylindrique du probléme par rapport & ’axe des z;
nous conduit & effectuer une rotation U autour de cet axe afin de se ramener
dans un repére pour lequel ¢’ = (|¢'],0) ou |¢/| = (€2 +--- + 5,21)1/2.

Effectuons alors le changement de coordonnées z} = |¢/|z;. Dans ce
nouveau systéme de coordonnées,
_8_ = |§'|i
- /
81'1 B:cl
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et I’opérateur d’élasticité linéaire s’écrit

At 8 A+p D

M 89:’12 p Ozj 0
C T op p 3z} b Bal?
: (1- 2
- T 55 |in-2

dz?

(1.6)
d’ou

Al = %|§’|2(Aea (~A + 1)) 1.7)

ot A est I’opérateur défini par la formule (0.1) avec ¢ = (A +2u)/u > Let
A est le Laplacien.

Regardons maintenant comment les différentes transformations unitaires
effectuées sur A, transforment la condition au bord. Aprés transformation,
la condition de bord libre conduit v = *(vy, vg, ..., vn) & vérifier

(01) €D et alf
V2 8:1:1

Le découplage observé au niveau de ’opérateur reste vrai au niveau des
conditions au bord.

=0 pour3<j<n.
zi=0

En conclusion on a un découplage de l’opérateur. L’étude de A, sur
L2(IRT_+‘_) avec des conditions de bord libre se déduit donc de celle de —A sur
L%(R.) avec condition de Neumann et de celle de A sur D. L’étude de —A
muni des conditions de Neumann étant classique, on étudie seulement A, D.

Avant d’entamer ’étude de A, D définissons les notations que I’on utili-
sera par la suite. Dans ce qui suit on notera :

tu=(Z;> T = (1,77)
/Wu(z)dx = / (|u1(m)i2 + |u2(:t)|2) de

et

_ /‘ul(z)|2 dz fuﬂx)ﬂ?@—)dx
- /ul(x)z—[;(—;)_dz /|u2(x)|2 dz

- 704 -
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Etude spectrale du systéme différentiel 2 x 2 associé & un probléme d’élasticité linéaire

Définissons pour z € C\ R,

T(z) = (= )2 et L(z):(c%—l)l/z

ol pour détermination de la racine carrée complexe on choisit la définition
suivante.

DEFINITION. — Pour tout z compleze on définit (2)1/2 par

{(2)1/2=\/E size Rt

(2)1/2=\/1_~ei9/2 si2€C\RY, z=re? avecr>0etf e 10, 2x[.

A partir de la définition de T et L pour tout z dans C\ R*, on définit
T et L pour z = k réel positif & ’aide du principe de limite d’absorption en
considérant :

T(k) = lim T(k4iy) = T(k+i0) et L(k)= lim L(k+iy) = L(k+i0).
7—0+ =0+

A partir de cela, on définit, pour tout z dans C,

“%(-’C’ z) = (:FTl(z)) 12T (2)
e = (PO et 0

Remarque. — Pour tout z, u%( -, z) et uf( -, 2z) vérifient (4 — 2z)u = 0.

Par les notations adoptées pour T, L, u%, uf et la racine carrée complexe,
on a de facon évidente les relations suivantes.

ProposiTION 1.1.— Si k€ C\ R,
T(k +1i0) = T(k — i0), L(k + i0) = L(k — 40)
uf(z, k+1i0) = uf (2, k~i0), uf(z,k+i0) = u(e, k- i0).
Sike[c?, o,
T(k+i0) = —T(k —i0), L(k +i0) = —L(k — i0)
u%(x,k+ i0) = uF(z, k — i0), uf(z‘,k+ i0) = uf (z, k — i0).
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Sikel[l,c?],
T(k +1i0) = =T(k —i0), L(k +i0) = L(k — i0)
uf(z, k+i0) = uf(z, k —i0), ud(z,k+i0) = uf(z,k—i0).
Sikel0,1],

T(k + i0) = T(k —i0), L(k +i0) = L(k — i0)
uf(z,k+1i0) = uf(z, k- i0), ud(e,k+i0) = ui(z,k—i0).

Maintenant passons a la construction des fonctions propres généralisées
a partir du calcul des lois de réflexion.

2. Calcul des fonctions propres généralisées

Le noyau de Green G(z,y; z) associé & A — z sur le domaine D vérifie

by(z) 0

(A—z)G(z,y;z):( 0 e

) et a(G)‘x=0= b(G)lx=0 =0.

On va chercher G sous la forme d’une superposition d’un terme incident G,
qui correspond au noyau de Green pour le domaine entier H2(R), et d’un
terme réfléchi G”.

On écrit que Vz € C\R*,Vz, y e RT,
G(z,y52) = G'(z,y;2) + G"(2,9;2).
Dans ce cas, G" doit vérifier
(A=2)G(2,y;2) =0

et .
{ a(Gr)|a:=0 = _a(G_l)|z‘=0
b(G")| = = —4(GY)|

r=0"

On calcule d’abord G"(z,y;z) pour y > z, qui doit vérifier la condition
au bord en £ = 0. Pour calculer G" & partir de G*, établissons d’abord
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ce que ’on peut appeler des lois de réflexion, liées aux ondes solutions de

(A=z)u=0avec z € C\RT.

Soit z € C\ R7T : les quatre ondes u%(-,z) et uf(~,z) sont alors
indépendantes, u;( ), uz( -, z) sont bornées sur R+ et up(-,z), uy (-, z)

le sont sur R~.

A partir de cela donnons quelques définitions.
DEFINITION. — On note
E*(z) Uespace engendré par u;( -, z) et ut( 2)
&t(z): Et(z) — C?
ur— (o)), (1)) g -

E* est ensemble des solutions bornées sur R,

Par définition de u% et uf, on a
a(uf) = 2L(z) L) a(uf) = (=2 4 2) eT(2)
b(uf) = (2 — 2) ei#L(2) b(uF) = 27(z) e2T(2)
Le déterminant de ®%(2), que I’on note —D, vaut donc

—z4+2 2T(z)

PE=] 1) eos

L’égalité D(z) = 0 correspond a I’équation

(2 =22 +4T(2)L(z) = 0

(2.1)

(2.2)

qui ne posséde pas de racine dans C\ R (voir par ezemple le livre [A])

donc ®t(z) est un isomorphisme pour z € C\ R,

La condition de Lopatinski est vérifiée

On a donc deux types de solutions vérifiant les conditions aux limites en

z=0. (@) 7}(2) est tel que

() 7'(2) : C* — Et(2)

a(z —2) — 2bL(2) ot + 2aT(z) +b(2 -2)

(a,b) — —

D(z) T D(z)

- 707 -
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Pour cette construction de &7, u; et uz apparaissent comme des “termes
réfléchis”.
Pour construire le terme réfléchi G tel que a(G)|,_o= b(G)|,—o =0, on
part de G*, a(G*)|__, et b(G")|
Comme on considére la trace pour = 0 on s’intéresse & ’expression de
G* pour y > z. On a dans ce cas, en exprimant G* & 'aide de uy et uj
(voir par exemple [Se]),

=0 r=0"

. , =(z. ) tu=(—vy. z ~ (2, 2) tu (.
G'(-’t,y;z)zgz v ;“(z:)r( RNAC )L(zl);( Y, 2)

Les termes associés a up et up conduisent & des valeurs de a et b non nulles

. L -1 .
sur le bord, on doit donc associer & chaque terme, par ((I>+) , une partie
“réfléchie”.

e Si on considére I'onde ur(z, z), elle conduit a
a(ui?) = (—z + 2) e-ixT(z) et b(ui_") — —QT(Z) e—izT(z) i

L’onde “réfléchie” associée & up(z,2) vaut dans ce cas <I>_T_1 (z —2;2T(2)),
c’est-a-dire

—_ 2 ZNZ —
_4L(Z)T(3(:)(Z ) u;(z,z)+%—2')-uf($az)-

e Sion considére maintenant I’onde “incidente” uj (z, 2),
a(up) = —2L(z) e—iwLl(z) o b(ug) = (2 - 2) e—iwL(z)

L’onde “réfléchie” vaut dans ce cas :

2
4L(z)(2-2) . 4L(2)T(z) — (2 - 2) +
D0 up(z,z) + D) uf(z,2).
A partir de ces “lois de réflexion”, on définit les fonctions suivantes :

é1(z,2) = [u; + Rgu; + TRluE](m, z)
¢a(z, 2) = [uf — LRyuF + Rouf](x, 2)

(2.3)
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o R = 4(z - 2)
T ) 4T ()L ()
oo TELE) - (== 2)?
Falz) = (z - 2)2 +4T(z)L(z) .
Remarques

o Les deux coefficients R;, Ry sont liés par la relation R%LT +R2=1.
e Les lois de réflexion, pour z dans C\ R¥, sont du type

T ufp T ouf R; -TR
g Y T oﬁrs=( 2 1).
T°1 71 LR, R,

Revenons maintenant au calcul de G”. A 1’aide des lois de réflexion, on
construit G"(z, y; z), pour z € C\ R dans le cas y > «,

ot
LI L)
G(a:,y,z)_2z ) (Rz ur = TRy uL)( Y, 2)

ot

_LuL(x,z) i - £\

2z _L(z) (LR]_ uT+R2 UL)( y,z)

Par construction G” vérifie

(4-26"=0 « {“<G’>| = (@I

=0 — z=0
b(GT)I:v:O = _b(Gl)|z=0
ainsi G” n’a pas de singularité, elle est continue.

On va maintenant construire G™ pour y < z. Dans ce domaine G” est
bornée si elle est du type

G"(z,y;2) = up(z, 2)a1(y) + uf (=, 2)aa(y)
Donc, la continuité sur la diagonale z = y conduit pour tout « dans R 3

u;(m, 2)ay(z) + uf(m, 2)ag(z) =

Tt
i |up(z,2) _ -
=57 | gy Ra'r - TRV)(-e, )
+
UL(:C,Z) - -
+ 76) (LthuT+R2tuL)(—:c,z) .
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Mais, pour z € C\R ¥, u; (z,2) et u}f(a:, z) sont linéairement indépendantes
d’ou

ai(z) = ?:;(z—)— (R2 tu; ~-TRy tuZ)(—z, z)

az(z) = (LR1*up + Ry'up)(-=,2).

22L(z2)

Ce qui entraine, pour tout z, y,

| uf(z,2)
G'(z,y;2 = L% Rytuz — TRy tu7)(~y, 2
( Y ) 922 T(Z) ( 2 Ur 1 L)( y ) (24)
L M (LRy'uz + R tu—)(_ z)
2z L(z) AR ZAN
vérifiant, (4 — 2)G”" = 0. D’ott G = G’ + G" vérifie bien
by(z) O )
A-2)G 12) =
( Z) (x? y z) ( 0 6y(x)
et
a(G)lx=0: b(G)LL,=0 =0.
Pour G on a ’expression suivante :
¢1(1’, z)u;(y, E) ¢2(Z, Z)u};(yyf) si y>z
G(z,y;2) = — e Lz (2.5)
2z U?(l’, Z)¢l(y’ _Z-) Uz(l', z)é?(ya E) siy<z
T(z) L(z) Y

et ceci pour tout z € C\ Rt.

Au cours de la démonstration précédente, on a construit les lois de
réflexion, dues a la présence de la surface libre, pour z complexe en relation
avec la condition de Lopatinski. Etudions le cas z = k réel positif, en
regardant la condition de Lopatinski uniforme. La construction de ces lois
de réflexion conduit & ’obtention des fonctions propres généralisées.
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Commencons par définir, pour z = k réel positif, D(k) :
D(k) = D(k + i0)
puis pour k tel que D(k) # 0 définissons Ry (k), Ra(k), ¢1(k) et ¢2(k),

Ri(k) = Ry(k +i0), Ry(k)= Ra(k +i0)
¢1(k) = ¢1(k+1i0), @o(k) = da(k + i0).

Remarques

o Les expressions de D, Ry, Ry, ¢1 et ¢ restent les mémes pour z = k
réel positif, grace aux définitions adoptées pour L(k), T'(k), u%(k) et
+
uy (k).

D(k) = (k —2)* + 4T (k) L(k)

4k — 2)

B = oy e

_AT(k)L(k) - (k- 2)*

Ralk) = (k—2)2 + 4T (k) L(k)

é1(k) = [u} + Rgu% + TRluz] (z,k)
é2(k) = [“1—; - LRlu; + Rzuf] (2,k).

e La relation RfLT + Rf_z, = 1 reste vérifiée.

e L’espace E*(k+iv) admet une limite quand 7 tend vers zéro de maniére
positive, u;( -, z) et uf( -, z) restant bornées sur Rt pour z = k dans
R*. On pose

E*(k) = Et(k +10).

C’est 1’espace suivant :

Et(k) = {u|u=ouk(k)+Buf (k) avec o, B € C? ; k e Rt}.

PROPOSITION 2.1.— La condition de Lopatinski uniforme n’est pas vé-
rifiée.
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Démonstration. — La condition de Lopatinski uniforme (cf. [CP]) est
vérifiée si et seulement si ’application

&+ (k) : E* (k) — C2
U r— (a(”)|x=o’ b(u)|x=0)

est un isomorphisme pour tout k réel positif différent de 0.

L’application ®1 (k) est définie par

&* (k)(auF + fu}) = (o, B) ( 2-k 2T(k)> )

2L(k) k-2
On voit que c’est un isomorphisme si

I —k+2 2T(k)

ork) k-2|” PW

est non nul.

L’égalité D(k) = 0 correspond & I’équation de Rayleigh [R]. On sait (cf.
[A]) qu’elle posséde deux racines que 1’on note 0 et w% avec wg € 0, 1[.
Pour ces valeurs ®¥ (k) n’est plus un isomorphisme.

La condition de Lopatinski uniforme n’est pas vérifiée (pour k = w%)

Maintenant intéressons-nous aux lois de réflexion pour k réel positif.
Rappelons dans ce cas la notion d’onde incidente.

DEFINITION. — Pour k réel positif fizé, uy (z, k) et up(z, k) sont appe-
lées ondes incidentes quand elles sont bornées sur le domaine d’étude. Sur
R*, u7(-,k) est bornée si k est dans [c?, 0o [ et up(-,k) est bornée si k
est dans [1, 00](.

Exprimons les lois de réflexion, pour k réel positif.

THEOREME 2.2

o Soit k € [¢?, 0o[; pour ces valeurs de k il existe deur types d’ondes
incidentes. Ces ondes sont uy (k) et up(k). L'onde réfiéchie associée
d l'onde incidente up(z, k) vaut

AL(k)T(k) - (k—2)° oy ATBE=2) o
ST B A O R

(z,k).
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L’onde réfiéchie associée a l'onde incidente uy (z, k) vaut

4L(k)T (k) — (k- 2)*
D(k)

_AL(k)(k-2)

D) uf(z,k).

uk(z, k) +

o Soitk € [1, c2[; il n'existe alors qu’une onde incidente qui est ug (k).
L’onde réfiéchie associée a l'onde incidente up(z, k) vaut

4L(k)T (k) — (k - 2)*
D(k)

AT (k)(k - 2)
D(k)

uk(z, k) + uf (2, k).

e Soit k € [0, 1[; il n’existe alors pas d’ondes incidentes. Mais, pour
k= w?q, définie précédemment, on peut construire une fonction ¢p(z)
de L2(RY) telle que App = whoR et @+ (wh)pr =0

6r(@) = 2 - ) (-W) =

2

(2.6)
2 —_
_ _“12}1( 1 2>e—x\/1—w%.
c t4/1 — wh
Démonstration. — On construit les lois de réflexion de maniére & vérifier

la condition de contrainte nulle sur le bord. Conformément & ce qui est
fait dans le livre de [CP], on part des lois de réflexion obtenues pour z
dans C\R™ et on effectue un passage 4 la limite en ne considérant que les
termes bornés. Cela conduit aux trois domaines d’existence pour les ondes
incidentes.

Contrairement au cas z € C\ R*, ®*(k) n’est pas toujours un isomor-
phisme aussi doit-on étudier son noyau qui est formé d’éléments de E7 (k)
vérifiant la condition de contrainte nulle au bord.

Pour k € R\ {0,w%}, ®*(k) est un isomorphisme les lois de réflexion
obtenues par passage & la limite sont valables, elles conduisent & ¢;( -, k) et
¢2( ] k)

Pour k = w%, ®+ (k) n’est pas un isomorphisme. Son noyau est de
dimension un, car ®*(k) est non nulle, il contient une fonction ¢g définie

ar
P D(2)¢1(z, 2) _ D(2)¢2(z, 2)

°r(®) = =30y 2 2i2-2)

zZ=w Z=(J)§i
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Pour k = 0, ®* (k) est une application non nulle de E+(0) dans C2. Son
noyau est réduit & zéro car ’espace de départ est de dimension 1, en effet,
uz(O) = iut(0).

Remarques

o Par ce choix de I’isomorphisme ®*, on retrouve les lois classiquement
énoncées dans les ouvrages de physique traitant de ce probléme, comme
par exemple ceux de [A], [B] et [EJP], etc.

e On remarque que le spectre ponctuel de A, D est seulement composé
de w%,. :
R

A partir de ces lois de réflexions on définit les fonctions propres généra-
lisées suivantes.

DEFINITION. — Sotent

) = ®r(@)
¢r(z) “¢R”
1
p1(z, k) = W%(%’“) 2.7)
1
p2(z, k) = W¢2(x,k)~

Maintenant, & partir de celles-ci on va construire une transformation
unitaire ¢ qui diagonalise A, c’est-a-dire telle que ®AP* soit un opérateur
de multiplication. On obtiendra ainsi la résolution spectrale de A, D.

3. Résolution spectrale de A, D

Contrairement au cas de l’espace entier, on ne connait pas a priori la
transformation unitaire a considérer pour diagonaliser A, D. On commence
par considérer les transformations de Fourier associées aux fonctions propres
généralisées.

DEFINITION. — Pour f € L2(R1), on définit
®; : LH(RY) — L?(] 2, o)

~ M______
fr— i) = Jim [ o) £ .
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@y : L}(RY) — L2(]¢?, o)
. oM
f—R® = Jim [ GED W,
M—o00 Jo
®S : LX(RY) — L2(]1, %))
~ M_______
R = Jim [ ARG,
-—00 0

®r: L(RY) —C

fr—Fr= /0 " PR (W) dy.

A partir de celles-ci, on définit une application notée ® comme suit.
DEFINITION. — Soit
&: L*(R*) — L*(]¢, oo[) © L3(] %, o) @ L2(]1, #[) & C
f —(@1(f), ®2(f), 81 (f), @r(S)) -

On veut montrer que ® est unitaire et diagonalise A.
Par définition des ®;, on a ¥V f € D, ®;(Af)(k) = k®;(f)(k). 1l reste a

montrer que ® est unitaire.

Avant d’étudier le caractére unitaire de ® décomposons tout élément f
de L?(R*) a l’aide des modes propres.

THEOREME 3.1.— Pour tout f dans L2(R7), on a
f(z) = /0 " oR@)PR® () dy + /1 ” /0 " 1@, P ) £(y) dy dk +

t 77 ate bt sy N

Démonstration. — Pour démontrer cette égalité, on suit la méme dé-
marche que dans [BS]. On part de G défini en dehors de 1’axe réel.

Comme on I’a signalé précédemment ’opérateur A, D est autoadjoint
positif; son spectre est donc inclus dans [0, oo .
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Notons R, = (A - ::)“1 pour tout z dans C \ [0, oo [. Pour un contour
I's choisi comme sur la figure 2, entourant le spectre de A, D, on peut donc
écrire le résultat suivant :

Ve L}®RY), %/r Re(f)dz=f.

-
N

Y | N -

Fig. 2

Ceci correspond a la formule de Stone dans laquelle on considére la résolu-
tion spectrale sur tout le spectre. Or

R.f(z) = /0 " Gla v )W) dy, Y230,Vfe 2@

ou G est la fonction de Green définie précédemment.

On a exprimé G(z,y;z) pour z € C\ RT mais on peut étendre cette
définition & I’ensemble des z vérifiant D(z) # 0, c’est-a-dire,

C\ ([1, 00 [ U{0,wR}).

G étant définie a partir de L(z) et de T(z), qui sont deux fonctions
holomorphes sur C privé respectivement de [¢?, co[ et de [1, co[, on en
déduit que I’application z — R, est holomorphe sur C\ ([1,00[U{0,w}}).
D’ou par déformation du contour I's en utilisant la propriété d’holomorphie
de G on obtient que pour tout f dans L#(R™) :

/r6 R,(f)dz = /nourRz(f)dz

ou les contours Il et T' sont définis sur la figure 3.




......

On peut isoler les poles de G.

Calculons d’abord l'intégrale sur le contour T'.

Jrepas= [ [7 6 vinfwayas

o0
:/ 2i7rResw%G(x,y;Z)f(y)dy-
0

0 n’est pas un pole de G car c’est une racine du numérateur du méme ordre.

frnas = [T imResy (55 (D6 msy, )0
On montre par le calcul que

1 (wh — H)(wh - )2~ w})
Res 2 =
"k (D(Z)> 2T(w}) L(wh) [2(c2 — 1) +wh(1 - 3e?) + 2«41{]

2i(2 — w}h)
L(w})

SR(2)2L(wh)uF (v, wh) — (2 - wR)uf (v, wh)

DEG(,¥52) e, = 57 (4z'¢R(z)u:;<y, B+

2“)]22 ¢R(z)uz(va%))

w%L(w%)
1
whL(wg)

or(z)oR(Y)
et
/ éRr(s) dr(s)ds =
R+

2(c? - 1) + wh(1 - 3c2) + 2w}
(Wh - ) (wh - 1)(2 - wd)

= ||¢r|* = —2iwhT(wE) L3 (W)

ce qui conduit &

[y, 2R
JRAGER |2 itiOL

i _ [ ¢r(=)9R(Y)
5 [R(nas= [ e W e

= SOR(x)(f’ 90R> .

d’ou
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Calculons maintenant fr; R.(f)dz :

1 poo
/ms Relf)dz = /w/o Gz, y5k +i7)§(y) dy dk +
+/1°° /ooo G(z,y;k—i7)f(y) dy dk
- [o /ow(G(”’ y;k —iv) — G(z,y; k +i7)) f(y) dy dk

=/w/m(G(z,y;k—z'O)—G(z,y;k+i0))f(y)dydk'
1 0

On utilise ’holomorphie de G en dehors de I’axe réel pour faire tendre le
contour vers cet axe, ceci correspond & faire tendre 4 vers zéro, k + {0 =

lim, o, (k + 7).
Notons pour k tel que £ > 1 :

H(z,y,k) = G(z,y; k- i0) — G(z,y; k +10) . (3.2)
LEMME 3.2.— Pour touty et  dans R,

- 2k’.li(k) ¢1(z, k)d1(y, k) - ﬁsz'(iJ $2(z, k)p2(y, k)

; 2
Hz,u, k) = i sik>c
—m ¢1(:c,k)¢1(y, k)

sike]l,c?[.

Démonstration. — G(z,y; k —i0) et G(z,y;k + i0) s’exprimant & partir
des fonctions T, L, u% et uf, pour calculer ces limites on doit distinguer
différents domaines pour k. Plus particuliérement, on doit situer k par
rapport & ¢2, comme on ’a vu & la section 1 oli ont été définies les fonctions
L, T, u% et uf.

On distingue donc deux domaines pour le calcul de H (définie seulement
pour k£ > 1).

e Premiérement si k > ¢?,
Ry(k — i0) = Ry (k)
Ro(k — i0) = Ro(k)
¢1(k — i0) = (uF + Ryur — TRyup)(k)
¢2(k — i0) = (uf + LRyug + Roup)(k).
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Dans ce cas pour y > z, on a

Gle,yik+10) = gz 41(e, DUz (. F) + s $2(e, KN i)

et

G(z,y;k —1i0) = $1(z, k)(Rout + RiTuf)(y, k) +

2kT(k)

- 5izq 3@ D-Baluf + Ra(b)uf) (o, k)

Alors
H(z,y,k)= 5;;%10) é1(x, k)b1(y, k) — 21:[1,_(1‘:) ¢2(z, k)d2(y, k)

pour y > .
Le probléme étant autoadjoint, on a G(z,y;z) = G(y,z;%) ce qui

entraine H(z,y,k) = H(y,z,k). On a donc
He,90) = qres 6106, DA ~ g7 6o D820, F)

Vz,y € Rt pour k> c2.

e Deuxiémement si k € ] 1, ¢2 [,

Ry(k—1i0) = gl EII:; = Ry (k)
Ra(k — i0) = .R:(_k) =)

¢1(k — i0) = (uF + Ryup — TRyuf) (k)
62(k — i0) =(up + LRyug + Rouf) (k).

Dans ce cas, pour y >, on a

G(z,y;k +10) = $1(z, k)ug (v, k) + 7=~ d2(z, k)uf (. k)

2kT(k) 2kL(k)

et
G(z,y; k —i0) = _W (R261)(z, k)uF (v, k)
+ 2kLi(lc) (v = LRiug + Ryuf (e, b)) uf (v, k).
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Alors

H(z) Y, k)= - ¢1(x,k)¢1(y, k)

T (k)

et ceci pour tout y > z d’oli, comme dans le premier domaine, en appliquant
la formule H(z,y, k) = H(y,z,k), on obtient

H(z,y, k)= 2kT(k) é1(z,k)d1(yv, k), Va,yeRT pour1<k<c?.

Le lemme est donc démontré. O

Revenons a la démonstration du théoréme (3.1). Par ce qui précéde, on
obtient le résultat suivant :

%qunhzﬁwﬁwa%m%vw%Gmﬂw@M+
+£jAwZH%@Th@¢ﬂREEf@NyM

= [7 [ e bm R s dy e +

* /w /Ooo p2(e, k)pa(y, F) f(y) dy dk .

On en déduit que pour tout z dans R et tout f dans L2(R*)

f(2) = ¢r(@)fr+ /1 ” /0 " or(e, o B £(y) dy dk +

+£TLMWW“5@Wﬂw®M.

Le théoréme est ainsi démontré. O

On peut en déduire les corollaires suivants.

COROLLAIRE 3.3.— On a
P = Isz(IR"‘) . (3.4)

Démonstration. — Grace au théoréme 3.1; on sait que pour tout f dans
L(RY),

f(z) = pr(z)fr+ /loo /ooo o1(z, k)er(y, k) f(y) dy dk +
+/jAwW@WE@ﬂﬂw@M.

=720 -



Or pour f dans S(R)N L2(R%), on a
&)= [~ aw R,

3a(f) = /0 R W) dy

et
HOE /0 v1(y, k) f(y) dy .

De plus dans ce cas,

18,(f) = / (e DA®) dk,

[+

230:(0) = [ eale. DB ab

[

et
2

®7705(f) = /lc o1(y, k) F2 (k) dk .

On a donc, pour tout f dans S(R)N L2(RY),

f = ®RPR(f) + 277 ®I(f) + 21®1(f) + 2322(f)
=®"®(f).

Le corollaire 3.3 est ensuite démontré par densité.
Ce corollaire entraine 1’égalité de Parseval suivante :
1717 = 1R + 1 B Z2qreepy + 17 Z2(g 2 00y + 172022 (1 2 000 -
Enongons un autre corollaire découlant du théoréme 3.1.
COROLLAIRE 3.4.— L’application
®: L2(RY) — L*(]* 0 [) @ L2 (] % o0 [) @ L2 (] 1,¢*[) @ C
est un isomorphisme.

Démonstration. — Avant de commencer la démonstration de ce corol-
laire rappelons, comme nous I’avons remarqué & la section 2, que le spectre

- 721 -



Philippe Sécher

ponctuel de A, D est réduit & {w%} Aussi si I’on note II la résolution spec-
trale associée & A, D, on va décomposer L2(R*) sous la forme

(] - 00, wh [)IAR*) © T({w}}) AR*) © T(Jwh, 0o ) L2(RY).
La démonstration du théoréme est effectuée en trois étapes.
Premiére étape.— On montre d’abord que ’application
I({wh)) LR — C
f—Tr

est un isomorphisme. Ceci est vérifié car pg est la fonction propre associée
a la valeur propre wfq.

Deuziéme étape.— On montre ensuite que II(] — oo, w) [)L2(RY) =
{0} et que I’application
I(Jwh, o) L2RY) — L2([1, 2 [) ® L3([c?, +o00])
&L ([?, +oo[)
f = R k), i(k), falk)
est un isomorphisme.

Pour démontrer ce résultat, on va utiliser la théorie de Weyl et Kodaira
développée par exemple dans le livre de [DS]. Les résultats énoncés dans
ce livre pour des opérateurs scalaires restent vrais pour des opérateurs
différentiels matriciels en adaptant les notations (comme ’ont fait [DG]).

Par ]a, b[ désignons soit ] — 0o, w% [, soit Jw¥, oof.

Définissons sur Rt x Ja, b[ la famille (wi)l <i<4 de fonctions suivantes :

Yi(z, A) = ¢a(z, )
b2(z, A) = p2(, A)
v3(z,A) = u;(:c,)\)
Ya(z, A) = uz'(:c,)\).

(%i(+,2))1<;<q constitue une base de solutions de (A4 — M)y = 0,

continues sur RT x ]a, b[. La théorie de Weyl et Kodaira nous permet
d’énoncer la proposition suivante.
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PROPOSITION 3.5.— Il eziste une unique mesure matricielle positive
p= (pivj)i=1,...,4,j=1,...,4 sur]a, b[ telle que

1) pour tout f € L2(R+,C?), la limite

- L —
f) = lim ( /e '/)j(y,z\)f(y)dy)

§—400
=AM, 2O, Fs(0), fa()
eziste dans l’espace de Hilbert L2(]a, b[,p);
2) Uapplication

7=1,2,3,4

T: L*(RY,C?) — L%(]a, b[,p)
fr— F

est partiellement isométrique, surjective de projecteur initial
I(]a,b[);

3) 'isomorphisme réciproque est
T*:L?(]a, b[,p) — 0(]a, b[)L3(RT,C?)
~ b 4 -
Fe [ 3 e BN
¢ 4,5=1

4) pour toute fonction borélienne ¥(-) sur Rt dont le support est inclus
dans Ja, b[, on a

TD((4) = L*(1a,5[,0) N {F(-)/v()F(-) € I*(Ja,5[,0)}

et
Ty(A)f = vN)F(N).

Considérons la mesure matricielle p = (p; ;) sur Ja, b

introduite dans la proposition.

i=1,...,4, j=1,...,4

T étant alors unitaire, cela nous permet d’obtenir pour tout f de
I(]a, b[)L3(RY) la formule de représentation suivante :

f=/:

4 oo
> wiled) [ T fe)depig (@),

i, j=1
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Mais grace au théoréme 3.1, on a, pour tout f dans II(]a, b[)L3(RY),
o0 00
@)= [ [ e haGh ) e+

+ /: /0 ” p2(z, k)p2(y, k) f(y) dy dk

(fr étant nulle pour f € O(]a,b[)L3(RT)). Ce développement nous
permet de calculer la mesure matricielle p,

p1,1(dX) = x(]1,00[)(A) dX
p2,2(dX) = x(] %, 00[)(A) dA
p1,2(dX) = p2,1(dX) = p3,3(dA) = p3,4(dN) = pa,3(dA) = pa,a(d) = 0.

Ceci termine la démonstration de ce deuxiéme point.

Troisiéme étape. Conclusion. — Les résultats des étapes précédentes
nous permettent de conclure que ® est une bijection. La démonstration
est terminée. D

Enoncons maintenant le résultat le plus important de ce paragraphe.

THEOREME 3.6. — ® est unitaire.

Démonstration. — Grace au corollaire 3.3 on sait que ®*® = Id. Le
corollaire 3.4 nous conduit lui & existence de ®~1. De ces deux résultats
on en déduit ®~1 = ®*, c’est-a-dire que ® est unitaire.

On a donc construit un opérateur ® unitaire qui vérifie $A®* = k, on
peut en déduire la résolution spectrale II de A et la nature du spectre.

THEOREME 3.7.— V f, g € L2(Rt,C?) etVa e R, on a
<H(] —Oo,a])f,g>=

= /:° H(a — k)f1(k)g1(k) dk +/:° H(a - k)fa(k)g2(k) dk +

+ [ Bla - DREMFE &+ Ha ~ o) ar.

Démonstration. — C’est simplement une transformation de la résolution
spectrale de I'opérateur de multiplication par k par ’isomorphisme ®.
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Remarques

e Le spectre o4 de A vaut {w%} U [1, 00[; il est de plus absolument
continu sur [1, oo [, de multiplicité 1 sur [1, c2] et 2 sur ]2, oo[.

e Ce spectre est de méme nature que celui de I’opérateur de Laplace dans
un milieu stratifié. En effet, si on regarde les résultats énoncés dans ce
cas par Wilcox [W], on retrouve bien une partie ponctuelle et une partie
absolument continue de multiplicité 1 entre les deux vitesses et 2 pour
la partie supérieure & la plus grande.

o Les deux problémes sont pourtant totalement différents. Dans un cas,
les deux vitesses et la présence de valeurs propres isolées proviennent
de la stratification. Dans ’autre, la présence des deux vitesses est due
a opérateur d’élasticité et la présence du spectre purement ponctuel
provient du domaine considéré, en particulier de la présence du bord
libre.

e L’étude de A, sur ]R’_}_ avec condition de Neumann sur le bord se déduit
de ces résultats & 1’aide des transformations inverses de celles effectuées
pour découpler le probléme. Les techniques sont les méme que celles
employées par Wilcox [W].
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