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Cohomologie relative
de formes non exceptionnelles *)
DJiBRILLA GARBA BELkO (V
REsuME. — Dans ce travail on considére des problémes de cohomolo-

gie relative associés 2 des 1-formes différentielles & I'origine de C2. On
s’intéresse 2 la classe des formes 71 formellement w- exactes (7 = éw + dh,
ol & et h sont des séries formelles) modulo les formes w-exactes (n =
aw + dh, ol a et h sont holomorphes). Cette étude est motivée par le cas
des singularités des fonctions w = df pour lesquelles ce module est trivial.
On montre que si 77 est formellement w-exacte et w est dicritique ou non
exceptionnelle, alors & et h convergent.

ABSTRACT. — In this work we consider a problem of relative cohomology
associated to the differential 1-forms at the origin of QZ. ‘We are interested
by the class of forms 7 formally w- exact (n = dw + dh, where & and h are
formal power series) modulo the forms w-exact (n = aw+ dh, where a and
h are holomorphic). This study is motivated by the case of singularities of
functions w = df for which this is obvious. We show that if 7 is formally
w-exact and w is dicritical or non exceptional then, & and & are convergent.

1. Introduction

On introduit ’anneau O, des germes de fonctions holomorphes & P’origine
de C™ et son complété formel O,. On considére le O, module des germes
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de 1-formes holomorphes a I’origine de C™:
n
Al ={w= Zaidx,- /a; € On}
i=1
et ’ensemble :

n
Al ={w= Za,-dxi € Al JwAdw=0, pged (a1, ...,a,) = 1}.

i=1

Etant donnés deux éléments w et 7 de Al on dit que 7 est w—exacte (resp.
formellement w—exacte) s’il existe a,h dans O (resp. 4,k dans @n) tels
que 1) = aw +dh (resp. n = dw + dﬁ). Soit U un voisinage de I’origine de C2
sur lequel il existe un représentant wy de w, dont 0 est 'unique singularité.
Un cycle de wy est la donnée d’une application, de classe C*, « de [0, 1] dans
U\ 0 telle que:

L v(0) =~(1)
2. v*wy =0.

Désignons par C(w,U) I'ensemble des cycles de wy et A}, celui des 1-
formes holomorphes sur U. Posons:

{n e Ay/dnrw=0¢et [n=0V7 € Clw,U)}
{n = aw + dh, a, h holomorphe sur U}

Htlop (wU) =

On définit le premier groupe de cohomologie relative topologique, Htlop (w),
comme étant la limite inductive limy H},,(wv)- Dans [Be-Ce] il est prouvé
que si w admet une intégrale premiére holomorphe ou multiforme générique
alors H},(w) est trivial et toute 1-forme n formellement w—exacte est
w—exacte. Ces auteurs proposent la conjecture suivante : si I'espace H,,(w)
est trivial, alors toute 1-forme holomorphe formellement w—exacte est
w—exacte. Rappelons qu’un élément w de A} définit un germe de feuilletage
holomorphe saturé de codimension 1 S, dont le lieu singulier est l’origine de
C2. On dit que w (ou Q) est réduit s’il existe un systéme de coordonnées
(z,y) tel que le 1-jet de w (J'w) s’écrive sous I'une des formes suivantes :

1. Jlw=zdy+Aydz A ¢ Q™
2. Jlw = zdy.

Lorsque J'w est de type 1. et X est rationnel Berthier et Loray [Be-
Lo] donnent des conditions nécessaires pour qu’une 1-forme 7 formelle-
ment w—exacte soit w—exacte ; cet énoncé est optimal. Si w est holomor-
phiquement conjugué & son 1-jet il est établi, dans [Be-Lo], que modulo
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des conditions diophantiennes sur le rapport des valeurs propres de J'w la
w—exactitude formelle implique la w—exactitude. En général, les éléments
de A} ne sont pas réduits, cependant on a le résultat suivant di & Seidenberg
[Se], [Ma-Mo] : soit U un voisinage ouvert de Porigine de C? tel que 0 soit
'unique singularité de w. Il existe une variété U, un morphisme 7 : U — U
obtenu par composition d’un nombre fini d’éclatements et un feuilletage I,
sur U tels que:

1. 7~1(0) est un diviseur & croisements normaux
2. S est léclaté strict de Sy, ; Cest le feuilletage saturé de 7*S,
3. S, est a singularité réduite

4. la restriction de 7 & U\ 7~1(0) est un isomophisme de U\ 7~(0) sur

U\{0}.

7~1(0) est appelé le diviseur exceptionnel. On dit qu’une composante
irréductible C de 7~1(0) est non dicritique si C \ SingS,, est une feuille,
ou SingS,, désigne 'ensemble des singularités de . Si c’est le cas elle
est porteuse d’une holonomie projective définie comme suit : soient P un
point régulier de &, dans C et T une transversale au feuilletage en P.
.On identifie p & Cop, ou Coy (resp. Cf) est le germe a l'origine de C
(resp. C™) . Pour tout élément v de m(C \ SingS,, P) le relevé de v en
z, assez proche de P, suivant une fibration transverse & S, dont ¥ est
une fibre, aboutit & h(z). Le germe d’application h, : £p — Xp qui
a z associe h.(z) est holomorphe. La représentation d’holonomie de C est
le morphisme qui & 7 associe k., son image dans le groupe des germes
de difféomorphismes holomorphes & l'origine de C (Dif f1) est le groupe
d’holonomie projective de C. Ce groupe est défini & conjugaison holomor-
phe prés. Pour plus de précisions se référer & [Ma-Mo]. Un sous groupe G de
Diffi est dit exceptionnel si sa partie tangente & I'identité est monogeéne.
Cette classe contient les groupes abéliens ”exceptionnels” et les groupes
non abéliens exceptionnels de Cerveau-Moussu. Un élément w de A} est dit
semi-localement non exceptionnel si le diviseur exceptionnel d’une résolution
minimale des singularités de w admet une composante non dicritique dont
le groupe d’holonomie projective est non exceptionnel. Plus généralement
un élément w de Al (n > 3 ) est dit semi-localement non exceptionnel
s’il existe un germe de plongement général 7 : C3 — C3 tel que 7*w soit
semi-localement non exceptionnel. On se propose de déterminer une classe
de formes pour lesquelles les notions d’exactitude et d’exactitude formelle
sont équivalentes. Plus précisement on a.:
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THEOREME 1.1. — Soient 1 une I-forme a lorigine de C™ et w un
élément de A} tels qu’il existe a et h dans O, vemﬁant n=dw+dh. Siw
est semi-localement non exceptionnelle, alors & et 3 convergent.

On s’intéresse dans la suite aux formes semi-localement exceptionnelles.
Soient w un élément de A} et 7 : C3 — C2 un morphisme de réduction des
singularités de w. Une zone bleue de 7=1(0) est la donnée d’une séquence
connexe, Z, de composantes non dicritiques de 7~1(0) telle que les coins dans
Z soient des singularités résonnantes linéarisables. Sous certaines
conditions, qu’on précisera plus loin, on associe & Z un sous groupe de Dif f;
qu’on appellera groupe d’holonomie enrichi de Z. Ce groupe est obtenu
par adjonction des difféomorphismes d’holonomie des composantes de Z &
travers les applications de Dulac des coins de Z. Cette notion de zone bleue
généralise celle de zone holomorphe introduite par E. Paul [P]. Un élément
de A_,lz (n > 3) est dit non exceptionnel s’il existe un germe de plongement
général T : CZ — CP tel que le diviseur d’une résolution de 7*w admette
une zone bleue dont le groupe d’holonomie enrichi est non exceptionnel. Le
résultat précédent se généralise:

THEOREME 1.2. — Soient n une 1 -forme holomorphe d lorigine de C™
et w un élément de A1 tels qu’il eriste a, h dans ©,, vérifiant n = aw + dh.
Si w est non exceptionnel, alors & et h convergent.

Nous montrons ensuite que si w est un élément dicritique de _A_é, alors
toute 1-forme n formellement w—exacte est w—exacte.

Je remercie D. Cerveau et M. Berthier pour les idées de base qu’ils m’ont
données dans certaines démonstrations et leur assistance dans I’élaboration
du présent article.

2. Groupes de difféomorphismes holomorphes

Notons C{z} (resp. C[[z]]) 'anneau des séries convergentes (resp. for-
melles) en z et identifions Dif f1 au sous ensemble de C{z}:

+00
{h(z) = Zanz" / ag =0 et a3 # 0}.

n=0

On rappelle les résultats diis & D. Cerveau et R. Moussu qu’on peut
aussi trouver dans [P] ou dans la theése de Loray [Lo].
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DEFINITION 2.1. — Un élément de Dif fi est dit tangent & I'identité a
Pordre k si h(2) = z + ax2**! + ..., ax #0.

On a les:

LEMME 2.2. — Soit G un sous groupe de Dif f1 . Si G est non résoluble,
alors il existe deuz éléments de G tangents a l’identité ¢ des ordres différents.

LEMME 2.3. — Soit G un sous groupe résoluble de Dif f1. Si l’ensemble
des éléments tangents a l'identité de G est non monogéne, alors il existe un
unique élément v de N* tel que G est holomorphiquement conjugué ¢ un
sous groupe de :

az

H,={ /a €C*, b €C}

1
v

(1+ bzv)

3. Rappels sur la théorie des fonctions Gevrey

DEFINITION 3.1. — Ondit qu’un ouvert U de C est sectoriel d’ouverture
a>0¢'ilexister >0telque U =85, ={0< |2|] <r,a; < Argz < a+as}.

- Une fonction holomorphe h sur un ouvert sectoriel U admet une
série formelle h = an a,z" comme développement asymptotique Gevrey
d’ordre k si pour tout sous secteur V' de U il existe des constantes a et b
positives telles que:

n—1
|h(z) — Zapz"] < abnlz|"(n!)7l? Vz eV
p=0

L’ensemble des fonctions holomorphes sur U admettant un développe-
ment asymptotique d’ordre & sera noté Gy (U).

— Une série formelle & est k-sommable dans la direction 8 ({z/Argz = 6})
si h est le développement asymptotique & lorigine d’une fonction
fo(z) € Gi(U), ot U est un secteur d’angle supérieur & F et de bis-
sectrice 6.

— La série h est k-sommable si elle I’est dans toute direction a Pexception
d’un nombre fini appelées directions singuliéres.

Désignons par C[[2]]x ’algebre des séries k-sommables. Si / est k-somma-
ble, sa k-somme se calcule 4 'aide de la transformation de Borel-Laplace.
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Et dans ce cas sa transformée de Borel :
- a
Bi(h)(¢) = ) ="
2 Ta D
converge au voisinage de I’origine et admet un prolongement analytique dans
toute direction a l'exception de celles qui sont singulitres. La transformée
de Laplace de By (h):

LxBi(R)(2) = /

_C N
—)By(h)d
arg(z)zgexp( — ) Br(h)d(

resomme h lorsque @ n’est pas une direction singuliére.

Les séries satisfaisant une équation aux différences ont des propriétés de
k-sommabilité :

THEOREME 3.2 [To]. — Soient f(z) = z+axz**t1+..., ot ai est différent
de 0, un diffomorphisme holomorphe sur un disque ouvert A., centré en
0, et g (resp. h) un élément de C{z} (resp. C[[z]]) tels que:

hof-—h=g.
Alors h est k-sommable.

REMARQUE 3.3. — Le théoréme ci-dessus est démontré dans [To] pour
f = 1%. En fait la démonstration n'utilise que la dynamigue topologique
de f et les inégalités de Cauchy. Elle se généralise sans difficulté.

On a le critére suivant de convergence de séries formelles di a J.-P.
Ramis :

THEOREME 3.4 [To]. — Soient k et k' deuz éléments distincts de N*.
Ona:
Cllzllk N C[[2]]yr = C{z}-

4. Preuve du théoréme 1.1

La preuve en dimension plus grande que deux est une conséquence de
celle en dimension 2 et du résultat qui suit:

THEOREME 4.1 [Be-Ce]. — Soient T : CZ — C2 un germe de plonge-
ment général et w (resp. ) un élément de AL (resp. AL, n > 3) tels que
wAdw =0 etwAdn=0. Sl existe ag et hy appartenant & O2 tels que:

T*n = ao7*w + dhg
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alors il existe a et h dans O, uniques, tels que :
1. aqg=aoT ethg=horT
2. n=aw+dh.
Dans la suite on supposera que n est égal 4 2. On a le :

LEMME 4.2. — Soient & et h des éléments de Oy et 1 (resp. w) dans
A} (resp. A}), tels que n = Gw + dh. Si h converge alors & converge.

Preuve.— C’est une conséquence du lemme de division. O

Soient w, 7, & et h tels que 7 = aw + dh, 7 : C2 — C2 un morphisme
de réduction des singularités de Sy, C une composante de 7~1(0) qu’on
suppose non dicritique, 7 : [0,1] — C \ Sing(S,) un lacet de classe C!
et ¥ une transversale & S, en P = (0). Notons h., le difféomorphisme
d’holonomie associé & y. Pour tout élément z de ¥, assez proche de P, notons
v le relevé de -y passant par z suivant une fibration II transverse & S, au
voisinage de v dont X, est une fibre. Le résultat suivant est fondamental :

LEMME 4.3. — On a Uégalité de série formelle entre la série de Taylor
de la fonction holomorphe f(z) = f_y= 7*n et [hom/z 0 hy(2) — hom/s(2)].

Preyve. — Comme 7 est compacte, il existe une suite _
to =0 < t; <.. < thy1 = 1 et des cartes (uj,v;) de C% en 7(t;) telles
que:

. v(t5) = (0,0) € (uj,v5)

CWj = W 05 = 970U

-t € (u5,v5)

1
2
3. 1 = T (u;,0;) = 95du; + gidvj, o gl , g% , g3 € O
4
5. la fibration II est donnée par v; = constante.

Soient ¥; la fibre de IT en (t;) et z un point de X;, assez proche de
7(t;). Notons <; (resp. 7;-) la restriction de v (resp. ;) & [tj,tj+1]. On
va montrer I'égalité de série formelle entre la série de Taylor de la fonction
holomorphe f;(z) = f-y,—, n; et [hom/s; 0 9jz(tj41) — h o /s 052(t5)]

De I'hypothése 7; = (& o m)w; + d(h o ) on déduit :

~

n; A duj = g3dv; Adu; = ag%dvj A du; (1)
J
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ceci signifie que:

ail o 3
a,uj =9; (2)
et par intégration on obtient :
il om=a;+ Bj (3)

ol a; et f; appartiennent respectivement & O et Cl[u;]] et f; est la res-
triction de hor 84 £;. On a:

m o= (@omws+d(hom)
((@o 7r)gJ + a—ﬂl)duj + da; 4)
(93 - auj )duJ + doy.

I

Puisque 7 est de classe C* on supposera que 7j- est Papplication de [t;,t;41]
dans (uj,v;) qui & t associe (z,v(t)), ol v(t) est de classe C'. L’équation (4)
donne :

ti+1 ,
5@ = [ m= [ gm0 = ason(tin) - a3 03:(8)- )

t;
Il en résulte que pour tout k£ dans N* on a:
loe + J*B;(us)] © vz (t541) — @+ T*B;(us) 0 via(t) = fi(2)  (6)
ot J*B;(u;) est le jet d’ordre k de B;(u;). Ce qui par passage 2 la limite
donne un sens a 1’égalité :
ti+1 . .
fi(2) = / V5aMi = R oz, 0 Yz(tis) = homsovi(ts)].  (7)
tj

Par sommation on obtient le résultat cherché. o

REMARQUE 4.4. — Au cours de la preuve du lemme p'recedent on a
établi que la convergence de hom équivaut & celle de 8 = ho T/5,- Nous

avons en outre montré que 3 est solution de l’équation auz différences :
Bohy— B = fy
ot f. est holomorphe.

Le résultat suivant assure que la convergence de 3 implique celle de h:
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LEMME 4.5 [Ma-Mo].— Si hor converge en un point de 7=1(0) alors
h converge.

On suppose désormais que le sous groupe, G, des éléments tangents &
P’identité du groupe d’holonomie de C (G) est non monogéne. Pour établir
la convergence de 8 nous distinguons les deux cas suivants:

1. G est non résoluble. Dans ce cas il contient deux éléments g; et go
qui sont tangents a l'identité & des ordres différents. D’aprés la remarque
4.4 et le théoreme 3.2 ﬂ a deux niveaux de sommabilités. On déduit alors
du théoréme 3.4 que ,B converge. Le lemme 4.5 assure que h converge. Par
suite a converge d’aprés 4.2.

2. G est résoluble et GG; est non monogéne. Quitte a conjuguer G

par un difffomorphisme holomorphe il contient g;(z) = w et ga(z) =

(—H—_———)—r, ou v (resp. a) appartient & N* (resp. C \ Q). L’existence d’une
az¥

telle conjugaison et la condition sur o proviennent du fait que G est non

exceptionnel. D’aprés la remarque 4.4 il existe des germes de fonctions holo-
morphes f; et fo & 'origine de C telles que § satisfassent les équations:

Bogi—B=fi,i=1,2.

On traite le cas ¥ = 1 pour simplicité, le cas général s’en déduit en utilisant
la dynamique topologique. Soit ¢ la transformée de Borel de 3. D’aprés [To]
¢ vérifie :

(exp (—t) — 1)8(t) = Bi(f1) = 11 (1)Y (¢) 1)
(exp (—at) — 1)8(t) = Bi(f2) = ¥2(t)Y (t) )

ol 9 et ¥, sont des fonctions a croissance exponentielle a 'infini et v, (¢)Y'(¢)
et 12(t)Y (¢) sont les hyperfonctions réguliéres associées respectivement a 1,
et 2. On déduit :

o) = s 2 3
__hre
#(t) = e—;cpz(Tat)_:_l-' (4)

L’équation (3) (resp. (4)) implique que I’ensemble des pdles de ¢ est contenu
dans F = {2iq7r g € Z*} (resp. E, = {2—“1-7£ / @ € Z*}). Comme
a appartient 4 C\ Q l’mtersectlon de E et E, est vide. On en déduit

que ¢ est holomorphe et par consequent ﬁ est 1-sommable dans toutes les
directions. D’aprés [Ra] 3 converge. On conclut comme précédemment que

a et h convergent. O
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5. Notions de zone bleue et de groupe d’holonomie enrichi

Soient w élément de A2, 7 : C3 — C2 une résolution minimale des sin-
gularités de S, et Z une union connexe de composantes irréductibles et non
dicritiques de 7~1(0). On suppose que l'intersection de deux composantes
distinctes voisines dans Z ne contient qu’un point qui est une singularité
résonnante et linéarisable de .

5.1. Chaine de Z

DEFINITION 5.1. — Une chaine C de Z est la donnée d’une suite Ci, ..., C,,
de composantes irréductibles de Z telle que:

C;NCiya ={m,~}V0<i<n.
Le nombre n sera appelé longueur de la chaine C.

REMARQUE 5.2. — Dans une chaine de Z on a trivialement C;NC; = 0
sauf st j=1+1oui—1.

5.2. Correspondance de Dulac

Soient C et C" deux composantes irréductibles de Z telles que C ﬂC’i = {m}
et (u,v) : Vi — A (polydisque de C? centré en 0) une carte de C3 telles
que:

1. m = (0,0)

2. (v =0) et (u = 0) sont des équations locales de C et C' respective-
ment

3. f(u,v) = wPv?, ol p, ¢ € N* et pged(p,g) = 1, est une intégrale
premiére holomorphe de S, sur Vp,.

La correspondance de Dulac se définit de la maniére suivante : soient Q
et Q' de coordonnées respectives (a1,0) et (0,5:) dans la carte (u,v), g
et T des sections transverses locales a &, respectivement aux points Q et
Q. Deux pgints (a1,v) de Zg et (u,B:1) de Ty sont en correspondance si
et seulement si ajv? = uPB{. On peut relier la correspondance de Dulac aux
déterminations des fonctions multiformes f; = us et fo= v . Identifions
les éléments (a,v) de g \ C et v de C d’une part et d’autre part (u,51)
de Sy \ C' et u de C. Notons Dy, (resp. D;') la k—itme détermination
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de la fonction multiforme f; (resp. f2). La correspondance de Dulac (resp.
son “inverse”) "associe” & u (resp. v) I'ensemble de {51 Dr(Z)/ k € N*}
(resp. {alD;I(—ﬁ'—’l—)/ k € N*}). Soit h un générateur d’holonomie de la

séparatrice C' autour de la singularité m, évalué sur la transversale Xy ,ona
h(z) = exp(2i7r§).z. Si g est un élément de Dif f; qui commute avec h, alors
un calcul simple permet de voir que g s’écrit sous la forme g(z) = a2§(27?),
oll a appartient & C*, § est holomorphe et §(0) # 0. On vérifie pour tout
k et l appartenant & N* D, 1 o go Dy est un élément de Diff;. Notons
C(h) I'ensemble des éléments de Dif f; qui commutent avec h. Si G est un
sous groupe de Dif f; contenu dans C(h) on désignera par D~1GD le sous
groupe de Dif f; :

{Di'ogoDy /g€ G ,kl € N*}.
5.3. Compatibilité de S, avec les chaines de Z

Soient w, 8. et Z comme au 5.1. On va définir 3 présent la compatibilité
de S, avec une chaine C de Z et le groupe d’holonomie enrichi de C par
récurrence sur les longueurs des chaines. Cette définition utilise et généralise
le vocabulaire introduit par E. Paul [P] mais avec un sens un peu différent ;
elle formalise et précise une notion introduite par Cerveau et Scardua dans
le preprint [Ce,S].

1. Soit C = (C1) une chaine de longueur 1 : on ne fait rien (c’est-a-dire
que le groupe d’holonomie enrichi est le groupe d’ holonomle ordinaire et on
dit que &, est compatible avec C).

2. Supposons qu’on ait défini la compatibilité par holonomie et le groupe
d’holonomie enrichi pour les chaines de longueur n.

3. Soient C = (Cjy,...,Cn+1) une chaine de longueur n + 1 et hy le
difféomorphisme d’holonomie de la séparatrice C> autour de 'unique élément
my de C; N Cs. On dit que i, est compatible avec C si:

1. S, est compatible avec la chaine ¢ = (C2y .ty Cpt1)

2. G, C C(h2) ot G est le groupe d’holonomie enrichi de C' (on
rappelle que le coin m; est résonnant linéarisable et donc hy est
périodique).

Dans le cas ot , est compatible avec C on définit le groupe d’holonomie
enrichi de C, qu’on note G¢, comme étant le groupe engendré par G; et
D~1G, D, ou G est le groupe d’holonomie de C; et D est la correspondance
de Dulac du coin m; = C; N Cs.
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DEFINITION 5.3. — Soit C une composante irréductible de Z.

1. On dit que (Z, C) est une zone bleue de w si &, est compatible avec
toute chaine de Z de premier terme C.

2. Dans le cas ot (Z, C) est une zone bleue on définit le groupe d’holonomie
enrichi G de (Z,C) comme étant le groupe engendré par :

U{Gc / C est une chaine de base P}.
c

Remarquer que ce groupe est défini & conjugaison holomorphe pres.

6. Démonstration du théoréeme 1.2

Compte tenu de 4.1 il suffit d’établir le théoréme en dimension deux.
Soient m : C3 — C2 une résolution minimale des singularités de S, et
(Z,C) une zone bleue de n(0) dont le groupe d’holonomie enrichi, noté
G et évalué sur une transversale T & S, est non exceptionnel. En utilisant
les mémes arguments que dans la preuve du théoréme 1.1 le lemme qui suit
implique le théoréme 1.2:

LEMME 6.1. — Quelque soit g élément de G il eriste f appartenant
Ortel que B = honx satisfasse I'équation auz différences suivantes :

izow/z og(z) — iLOﬂ'/z(Z) = f(2).

Soit g un nombre rationnel positif, on introduit 'anneau des séries de
Puiseux

P.{t,v} = {a(t,vt*) / a € O2} et son complété formel
PL[[t,v]] = {a(t,vt*) /& € O,}. Le résultat suivant est trivial :

LEMME 6.2 [G]. — Soit H un élément de P,[[t,v]]. Si %13- appartient &
P, {t,v}, alors il eriste o dans P, {t,v} et B dans C{v} tels que:

H=0o+ B
Soient {m} l'intersection de deux composantes irréductibles C; et Cz de
Z et (u, t) une carte de C3 telles que:
1. m=(0,0)
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2. t =0 (resp. u = 0) est une équation locale de C; (resp. C5)

3. le germe de I’éclaté strict de w en m (@) est colinéaire & pudt + gtdu,
ol g,p € N* et pged(p,q) =1

4. fim = (7*0)m = a1(u, t)dt + by (u,t)du = (& o 7)7*w + d(h o 7))

Considérons deux points réguliers P; et P», assez proches de m, appar-
tenant respectivement & C; et C2. On note X; (resp. X2) une transversale a
S, en P (resp. Pg) Soient z dans ¥; en correspondance avec l’element
Dyi(z) de X2 et v un chemin joignant z & Di(z) tel que A = 0.
L’existence de 7 est liée au choix de pged(p,g) = 1 qui assure, pa.r la
connexité des fibres de tPu? = constante, que les points en correspondance
par Dy appartiennent & la méme feuille. L’intégrale f,yl flm De dépend pas
du chemin 7' joignant z & Dy (2) tel que 4"*@pm soit nul: en effet comme @y,
admet une intégrale premiere holomorphe im est Oy -exacte, car formelle-
ment Op-exacte, d’apres [Be-Ce]. Si 'y est un autre chemin joignant z
a Dy(z) tel que v *@m est nul, alors 'y A =1 est un cycle de @, et donc
f,yu_,yl_l fim = 0. D’ [, o im = f " im- Dans la suite on supposera que P et
P, ont respectivement pour coordonnées (ug,0) et (0,%o) dans la carte (u,t),

= (u = up) et Xz = (t = tg). On considére la détermination suivante de
log (t) = log |t|+1 arg (t) ou arg (¢) appartient & |2k, 2(k+ 1)71'[. On identifie
les éléments (ug,t) de X, et (u,tp) de X respectivement atetuet Dy a

Papplication multiforme qui & t associe ug(#)~ 7. Soit 7, : [0,1] — [u, 4],
v2(8) = (u(s),t(s)) le chemin tel que:

1. 72(0) = (uo, 2)
2. 72(1) = (Dx(2), to)
3. ud(s)tP(s) = ud2?.

Le résultat suivant et 4.3 impliquent le lemme 6.1 puisque le groupe
d’holonomie enrichi est obtenu par adjonction & travers les coins de Z des
groupes d’holonomie projective des composantes de Z :

LEMME 6.3. — Avec les notations précédentes on a | ‘égalité de série de
Puiseur formelle entre f(z) = f fim €t [ho 75, © Di(2) — ho 75, (2)].

Preuve.— Soit v =t"%u. Onadv =t %du — guts'ldt.
D’oli du = thdv + pvt*~1dt ol p = L.
On a les égalités suivantes :
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1. fim = a1dt + bidu = ax(t,v)dt + ba(t, v)[tHdv + pvt#~1dt], ot a; et by
(resp. a2 et bz) appartiennent & O (resp. P, {t,v})

2. fim = ((& o m)7*w + d(h o 7))m = d1dv + dhy ol G1,hy € Pt v]]
3. fim Adv = le.tx A dv = [ag + pbovt*~1]dt A dv.

On en déduit que:

Ohy p—1
% = ay + pbovth™", (1)

Le lemme 6.2 assure qu’il existe des éléments a de P, {t,v} et § de C[[v]]
tels que:

hy = a(t,v) + B(v). ()
Ona:
" ., 0o 0B
— K — — —
fim A dt = trbodv A dt = (61 + 50 + 5 )dv A dt. 3)
D’ol
. da 8p
= tFhy — — — —
a1 t b2 611 8v . (4)
On déduit des équations (1) et (4) que:
' da
s O
Tim = (t#b2 Ee )dU + da. (5)
Ceci implique que:
£ = [ w'n=aon1)-aor() ©)
Yz

1l en résulte que, pour tout ! élément de N*, on a I’égalité de série de Puiseux
formelle :

£(2) = [a + J (h1(v)] 0 12 (1) — @ + J*(B1(v)] 0 72(0). (7
Ce qui en faisant tendre [ vers l'infini donne un sens a:
f(z) = [hom)g, 0 D(2) — hom/s, (2)]. 8)

D’ou le lemme. 0O
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7. Cas des formes dicritiques

PROPOSITION. — Soient n une 1-forme a Uorigine de C? etw un élément
de A} tels qu’il existe G et h dans Oy vérifiant n = aw + dh. Si w est
dicritique, alors & et h convergent.

Preuve.— Soient 7 : C — C3 une résolution des singularités de S,
C une composante dlcrlthue de 77'1(0) et m un point de C \ SingS,,,. Con-
sidérons une carte (u,t) de C32, centrée en m, telle que:

1. t = 0 est une équation locale de C
2. m*w(u,t) = g(u,t)du, ou g appartient & O2

3. 7*n = a(u,t)du + b(u, t)dt

La relation 7 = &w + dh donne:

7*n = g(u,t)(d o m)du + d(h o 7). (1)
On a: R
1 A du = b(u, t)dt A du = -ah°—;(“1t—)dt A du. @)
On en déduit que: R
3”4;@ = b(u, t). 3)
Par intégration on obtient :
hom(u,t) = a(u,t) + B(u),a € Oz et § € CJ[u]] (4)

On sait d’aprés [Ma-Mo] que I’éclaté d’une série formelle est transversale-
ment convergente, plus précisément appartient & C[u][[t]]. En conséquence,
B converge. En reprenant les arguments de la preuve du théoréme 1.1, on
conclut que h et @ convergent. O
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