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Conjecture de Globevnik-Stout
et théoreme de Morera
pour une chaine holomorphe )

T1EN-CUONG Ding (V)

RESUME. — Soient D CC C™ une variété complexe de dimension p > 2 3
bord C2 dans C*, f une fonction C! sur bD et V une famille suffisamment
grande et générique de (n — p + 1)-plans complexes. Supposons que pour
v € V, aucune composante connexe de bD NCy P +1 nlest presque réelle
analytique et que f se prolonge holomorphiquement dans D N CJ~? +1
Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans D. Dans un cas
particulier, ce résultat donne une réponse partielle & une conjecture de
Globevnik-Stout [8]. En généralisant le théoréme de Harvey-Lawson, nous
démontrons un théoréme du type de Morera pour le probléme du bord
dans C™ qui répond & un probléme de Dolbeault-Henkin [6].

ABSTRACT. — Let D CC C™ be a complex manifold of dimension p = 2
with C2 boundary in C”. Let f be a C! function on bD and V a generic
and large enough family of complex (n — p + 1)-planes. Let suppose that
for v € V, no connected component of 6D N CZ P+! is almost” real
analytic and that f extends holomorphically in D N C2~ P+ Then f
extend as a holomorphic function in D. In a special case, this result gives
a partial answer to a conjecture of Globevnik-Stout [8]. By generalizing
the theorem of Harvey-Lawson, we prove a Morera type theorem for the
boundary problem in C™ which answer to a problem asked by Dolbeault
and Henkin [6].

(*) Regu le 29 avril 1998, accepté le 10 novembre 1998
(1) Batiment 425 - Mathématique, Université Paris-Sud, 91405 Orsay Cedex (France).
E-mail: TienCuong.Dinh@math.u-psud.fr
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1. Introduction

Soit I' une hypersurface réelle d’une variété complexe X de dimension
n. Une fonction f localement intégrable sur I' est appelée fonction CR si
pour toute (n,n — 2)-forme 9 de classe C*° & support compact dans U, on
a fr fBy =0, ot T" posséde I'orientation induite par celle de X. Si f € C!,

cette condition est équivalente & la condition

Lf(z)=0 pour tout vecteur tangent holomorphe
complexe L € C Qg Tan (T, 2) 1)

pour tout z € T, ot Tan (T, z) est le sous-espace tangent complexe maximal
de l'espace tangent de I en 2.

D’apreés le théoréme de Bochner, toute fonction continue, CR sur le bord
lisse d’'un domaine simplement connexe D de C™ avec n > 2 se prolonge
continiiment en une fonction holomorphe de D. En généralisant ce théoréme,
Harvey et Lawson ont démontré que toute variété compacte I' de classe C?
3 singularité négligeable, de dimension 2p — 1, orientée et marimalement
compleze (c.-a-d. le plan tangent de I' en tout point contient un C*~!) dans
C" borde un sous-ensemble analytique D de dimension p de C*\T" (ou une
p-chaine holomorphe si I" n’est pas irréductible) pour tout p > 2. Si I est de
classe C¥ avec k > 1, D est C* en tout point du bord sauf sur un compact de
volume (2p — 1)-dimensionnel nul [10, 11]. On en déduit que toute fonction
f CR, de classe C! sur bD se prolonge en une fonction holomorphe, bornée
dans D \ SingD. En effet, le graphe de f est maximalement complexe, il
borde le graphe d’une fonction holomorphe sur D \ SingD.

Dans cet article, nous allons étudier le probléme d’extension holomorphe
de fonctions sans hypothése “f est CR” et également le probléeme du bord
sans hypothése “I' est maximalement complexe”.

Soient D un domaine borné & bord C2 dans C" et f une fonction continue
sur bD. D’aprés Agranovski-Semenov, Valski, Rudin, Stout, si f se prolonge
holomorphiquement dans D N C, pour H*™~1)-presque toute droite com-
plexe C,, alors elle se prolonge holomorphiquement dans D [1, 14, 16].
Plus généralement, Globevnik et Stout ont démontré que si sur bD N C,,
la fonction f vérifie une condition de moments faible, qui s’appelle con-
dition de Morera (c.-a-d. fbDnC,, fdz; = 0) pour H4"=1)_presque tout v,
alors elle est CR et elle se prolonge holomorphiquement dans D si bD
est connexe [8]. Ce théoréme reste valable si on considére uniquement les
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droites dont la direction appartient & un ouvert non vide de la grassman-
nienne G(1,n). Dans la démonstration, Globevnik et Stout ont considéré
les fonctions dont les lignes de niveaux sont les hyperplans complexes par-
alléles. L’espace engendré par telles fonctions est dense dans C*°. Cette
propriété réduit le probléme & une vérification de ’égalité fr fOy = 0 pour
b= AdzyA...ANdzy AdEL A ... AdZ A...NdZ; A ... AdZp, ol A est
une fonction dont les lignes de niveaux sont des hyperplans complexes par-
alleles. Finalement, cette égalité est un corollaire du théoréme de Fubini et
de la condition de Morera. Globevnik et Stout ont conjecturé que si D est
convexe, {2 CC D est un sous-domaine convexe et si f se prolonge holo-
morphiquement dans D N C, pour toute droite C, tangente a bS2, alors
f se prolonge holomorphiquement dans D. Récemment, ils ont montré un
résultat analogue en remplagant la famille {D N C,} par une famille suff-
isament grande de disques holomorphes & bord dans D [9]. Notre premier
résultat donne une réponse partielle a la conjecture précédente.

Soient Y un compact (n — p + 1)-linéairement conveze de CP™ (c.-a.-d.
CP™\Y est la réunion d’une famille continue de (n—p+1)-plans projectifs),
D une variété & bord C2 dans C* \ Y, bornée dans C*, f une fonction C?
définie sur bD et V C G(n —p+ 2,n + 1) une famille de (n — p + 1)-plans
complexes de C" \ Y qui coupent bD transversalement, ol la grassmanni-
enne G(n—p+2,n+1) est 'ensemble des paramétres des (n — p+ 1)-plans
complexes. Supposons que pour tout v € V, f se prolonge holomorphique-
ment dans D N C?~P*+! et qu’aucune composante connexe de bD N CP—P+1
n’est presque réelle analytique (c.-a~-d. C, N bD n’est pas réelle analytique
en dehors d’'un compact de longueur nulle). Nous allons démontrer que si
V est suffisament grande et générique (par exemple une variété de codi-
mension réelle 1 telle que |J;, C2~?*! recouvre bD) alors f se prolonge
holomorphiquement dans D \ SingD. Ce théoréme n’est plus valable si I’on
supprime la condition “aucune composante connexe de bD N C?~P+1 n’est
presque réelle analytique”. Nos contre-exemples sont donnés dans le cas ou
bD est Levi plat et Y n’est pas un compact de C*. L’idée de la démonstration
(par exemple pour n = p = 2, D convexe et V une hypersurface réelle de
G(2,3)) est la suivante. On considére v = (¢,n) € V un point générique,
C, = {22 = (+nz1} et H le plan tangent de V en v. Supposons, par exem-
ple, que HQRC est engendré par 8/8¢+8/9¢, 8/ et 8/57. Par hypothese,
les dérivées de la transformation d’Abel-Radon R(fPdz) := [, pnc, fPdz1
par les vecteurs précédents sont nulles en v pour tout polynéme P en z.
En effet, la formule de Stokes sur D N C?~P*! implique la condition des
moments R(fPdz;) = 0 sur V. D’autre part,

BR(dezl) _ aR(le.Ple)

on ¢
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OR(fPdz) / Of 9z
—— = -——"—_sz
¢ bpC, 0%2 9C
OR(fPdz) / Of 0zZa_
Rtz 2 2% Pd
on »DNC, 9Z2 8¢ area

Ces égalités sont induites par le lemme de Darboux [12] dans le cas ol bD
est, au voisinage de bD N C,, feuilleté par des droites complexes. Pour le
cas général, il suffit d’approximer bD par ses droites complexes tangentes
en bD N C,. Nous déduisons des égalités précédentes, appliquées pour P
ou pour z; P, que %%—?71 et a%e%—zgzzl vérifient la condition des moments
(voir la définition dans le paragraphe 2). Par conséquent, elles se prolongent
holomorphiquement dans D N C,.. Si bD N C,, n’est pas presque réelle ana-
lytique, la fonction Z |,pnc, De se prolonge pas méromorphiquement dans
DNC,. Les deux fonctions précédentes sont donc nulles. D’ou f vérifie (1)
sur bDNC,.

Un fermé K d’une variété X est appelé géométriguement k-rectifiable
s'il est localement (H*, k)-rectifiable et s’il admet un k-plan tangent réel
géométrique en tout point sauf sur un ensemble de mesure de Hausdorff
k-dimensionnelle H* nulle. Cette notion permet de généraliser le théoréme
de Harvey-Lawson pour tout courant rectifiable, fermé, maximalement com-
plexe et & support compact géométriquement (2p—1)-rectifiable dans C™ [2].

Soit I" un courant rectifiable, fermé, de dimension 2p—1 et 2 support com-
pact géométriquement (2p — 1)-rectifiable tel que le courant d’intersection
T N Cr-?+1 vérifie la condition de Morera ((I' N C3~P+1, 2,dz;) = O pour
tous 1,7) pour tout ¥ € G(n — p+ 2,n + 1) générique. Alors I' borde une
p-chaine holomorphe au sens des courants. Ce théoréme donne la réponse
positive & un probléme de Dolbeault-Henkin [6, probléme II] et généralise
les résultats d’Agranovski-Semenov, Rudin, Valski, Stout, Globevnik 16, 8].
Il généralise également le théoréme de Harvey-Lawson. En effet, grace a la
formule de Cauchy, on peut montrer que si I' est maximalement complexe,
' N Cr~P+! vérifie la condition des moments pour un sous-espace C}~P+1
générique de C™. La solution locale du probléme du bord au voisinage d’un
point, oit I' est strictement pseudoconvexe (Lewy) permet de recoller les
solutions du probléeme du bord sur les tranches Cr—P+1 en une p-chaine
holomorphe. Dans la démonstration du théoréme 'de Morera, nous utilisons
P’idée de Globevnik-Stout sur la densité d’un certain sous-espace de fonc-
tions C*™ de C™.

Nous démontrons également un théoréme analogue & la conjecture de
Globevnik-Stout pour le probléme du bord dans C™. Ce dernier résultat
et le premier résultat cité ci-dessus sont récemment généralisés pour des
fonctions a valeurs dans CP' et pour le probleme du bord dans CP™ [5].
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2. Probléeme d’extension holomorphe

Soient D un domaine de Jordan & bord rectifiable de C et f une fonction
continue sur bD. Alors f se prolonge continiiment en une fonction holomor-
phe dans D si et seulement si f vérifie la condition des moments, c.-a-d.
fbD fo = 0 pour toute (1, 0)-forme polynomiale ¢ sur C. Plus généralement,
soient D une surface de Riemann polynomialement convexe de C™ & bord
géométriquement 1-rectifiable et f € CO(bD) vérifiant la condition des mo-
ments dans C*, c.-3-d. (d[D], f¢) = 0 pour toute (1, 0)-forme polynomiale ¢
dans C™, ou [D] est le courant de bidimension (1, 1) défini par I'intégration
sur D. Alors f se prolonge en une fonction holomorphe dans D au sens faible
des courants. Ceci est un corollaire d’un résultat de [3] sur ’extension des
mesures orthogonales en (1, 0)-forme holomorphes (appliqué ici aux mesures
fo supportées par bD). Ce résultat de [3] généralise les résultats de Wermer
et de Henkin, qui sont valables dans le cas d’'une courbe réelle analytique
[17] ou €2 par morceaux [12].

DEFINITION 1 ([12]). — Une fonction (ou une (1, 0)-forme) méromorphe
f sur D est appelée holomorphe si le courant d’intégration f A[D] est 8 fermé
dans C™*\bD. Si D est lisse, cette définition donne les fonctions et les formes
holomorphes habituelles.

Soit y C C™ une courbe réelle, fermée, de classe C2 bordant une surface
de Riemann S’ (éventuellement singuliére et réductible). Alors ’enveloppe
polynomiale ¥ de < est la réunion de 7 avec une surface de Riemann S
contenant la surface précédente [15]. On note S; avec j € J les surfaces
de Riemann irréductibles de S. On appelle ; la courbe fermée minimale
(éventuellement réductible) de « telle que 7; D S;. D’aprés le théoreme
d’unicité, la surface S est lisse jusqu’au bord sauf sur un ensemble fini
ou dénombrable de singularité de S et sur un compact de mesure ! nulle
(éventuellement vides) de v. Toute mesure orthogonale y = hdz,, supportée
par v se prolonge en une (1, 0)-forme holomorphe ¢dz,, dans S au sens faible
des courants. De plus, si v; ¢ bS;s pour tout j' # j, alors pour H!-presque
tout point z € v; la fonction ¢(2) tend vers h(z) quand z tend vers z le long
des arcs non tangentiels & ; [3]. Si h est une fonction continue, il existe un
compact K C v; de longueur zéro (H!(K) = 0) tel que le prolongement de
h soit continu en tout point de 7; \ K. On note X; ’anneau des fonctions h
continues sur 7y, telles que h|,;\k, se prolonge en une fonction méromorphe
sur S;, continue en tout point de v; \ K5 pour un certain compact K C -y;
de longueur 0. En particulier, dans un voisinage de v; \ Kp I'extension de
h n’a pas de péle. La courbe 7 est appelée générique si pour tout j € J
les fonctions Z,,, sont K;-algébriquement indépendantes sur v;, c.-a-d. pour
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tout polynéme P de Kj[z1,Z2,...,Zxs], on a P(Z)|,; # 0. En particulier,
si v est générique, elle n’est incluse dans aucune hypersurface algébrique
de C™ et I’application naturelle de 'anneau des polynémes P dans K; est
injective.

On note G(g+1,n+1) la grassmannienne qui est I'ensemble des g-plans
projectifs de CP". On a dimG(g + 1,n + 1) = (g + 1)(n — ¢). L’ensemble
G*(g+1,n+1) des g-plans affines de C™ sera considéré comme un ouvert de
Zariski de G(g+1,n+1). Soit Y C CP™ un compact g-linéairement convexe.
On pose Gy (g+1,n+1) = {v € G*(¢+1,n+1) : CINY = P}. Soit D une
variété complexe (éventuellement singuliére) & bord C? de dimension p > 2
dans C*\ Y, bornée dans C*, c.-4-d. D est un sous-ensemble analytique de
dimension pure p de C* \ bD U Y. Alors bD admet une orientation induite
par celle de D ainsi que bD N CY si cette intersection est transversale. On
note Gp(q + 1,n + 1) le sous-ensemble de G} (¢ + 1,n + 1) des g-plans qui
coupent bD transversalement. D’aprés le théoréme de Sard, cet ensemble est
un ouvert dense de G3-(¢+1,n+1) et son complémentaire est de volume 0.

THEOREME 1.— Soient Y un compact (n —p+1)-linéairement convere
de CP™, D une variété compleze (éventuellement singuliére) de dimension
p>2 deC*\Y, borné dans C", a bord C? et f une fonction C* définie sur
bD. Soit V C Gp(n —p+2,n+1) tel que bD N, ¢y, CL7PH! s0it dense
dans bD, ot V; est l'ensemble de v € V' vérifiant

1. Le céne tangent de V en v contient 2(p — 1)(n — p + 2) — 1 vecteurs
réels indépendants.

2. Aucune composante connere de CP~P+l N bD n'est presque réelle
analytique.

Supposons que f se prolonge continiment en une fonction holomorphe dans
D N Cr P+ pour tout v € V. Alors f se prolonge continiment en une
fonction holomorphe dans D \ SingD, localement bornée dans D\Y .

Remarque. — Dans le cas général (Y n’est pas un compact de C*) la
condition 2 est nécessaire (voir les exemples 1 et 2).

Soient vy un point de G*(n — p + 2,n + 1), U un voisinage de CZ7+1,
B C U une sous-variété réelle, orientée, maximalement complexe de dimen-
sion 2p — 1, bornée dans C", & bord C2, f une fonction C! sur B et ¢ une
1-forme lisse définie sur B. Supposons que C?~P+! coupe B transversale-
ment. On appelle (en généralisant la transformation d’Abel-Radon définie
dans [12]) la transformation d’Abel-Radon de [B] A fp lintégrale
/. BACR-P+1 fo. Cette intégrale définit une fonction au voisinage de v, con-

tinue si f est continue et de classe C! si f lest.
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PROPOSITION 1.— Supposons que y = C7~ P+1NB borde une surface de
Riemann S'. Supposons que pour toute (1,0)-forme polynomiale ¢ de C", la
dérivée de la transformation d’Abel-Radon R(fy) par rapport ¢ v s’annulle
en vy sur un u-plan réel générigue H C Tan(G*(n —p + 2,n + 1),vp)
indépendant de ¢ avec u > (p — 1)(n — p + 2) + 1. L’une des conditions
sutvantes sera satisfaite

1. Lf(z) = 0 pour tout z € ~ et pour tout vecteur tangent compleze
holomorphe L € C ®g Tanc(B, z).

2. Il existe une courbe y; avec j € J telle que les conjuguées des coor-
données de CZ-P*! sont K;-algébriquement dépendantes.

Remarque. — Les courbes +; et les anneaux K; sont définis comme ci-
dessus mais pour v dans CJ-P*1. Tan(.,.) désigne ’espace tangent réel. La
notion de u-plan générique sera définie plus tard. Siu = 2(p—1)(n—p+2)—1
ou 2(p—1)(n—p+2), tout u-plan est générique dans ce sens (voir le lemme 2).

Preuve.— Dans un ouvert de Zariski C??~)("~7+2) de G(n—p+2,n+1),
on peut identifier v & une matrice ({,7) de taille (p — 1) x (n —p+2), ou

1 2 n—p+1
Cn—p+2 M—p+2 Th—p+2 " Tn—p+2
¢ 1 2 ... pPtl
= n—p+3 etn= Mn-p+3 Th-p+3 n—p+3
1 2 —p+1
Cn M T T ’73 Pt

et le (n — p + 1)-plan complexe C?~P*1 est défini par les (p — 1) équations
suivantes

Zm = (m+ n}nzl + 7]37,,22 +.e- 4 ﬂ?n—p+lzn—p+l

pourm=n—p+2,...,n (2)

Considérons le cas ou B est une réunion de (p — 1)-plans complexes, c.-a-d.
B =J,er C&7%, 01 T est une courbe réelle, orientée, fermée (éventuellement
réductible) de G*(p,n + 1). Sans perdre en généralité, on suppose que pour
tout @ € T, 2" := (Zn—p+2, Zn—p+3, - - -, 2n) €St un systéme de coordonnées
“de C2~! et 2’ := (21,22,-.-,2n—p+1) €st un systéme de coordonnées de
Cor P+1_ Dans ce cas, on peut écrire la fonction f sous la forme d’une fonc-
tion g(a, z"’) & variables a et z”. Pour tout a € T et tout v prés de vp, on
note Z := (21,23, ...,2Zy) les coordonnées du point d’intersection de C2~!
et de C?~P+1, qui dépendent de a et de v.
Les équations (2) impliquent

0Z,
onk

0Zm
8¢,

= Zx (3)
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pour tous k = 1,2,...,n—-p+1l,g=n~p+2,...,net m =1,...,n.
En effet, par exemple pour ¢ = n, k = 1, si on fixe a, {; pour tout s =
n—p+2,...,n—1 et n} pour tout (r,s) # (1,n), alors tout Z; s’écrit
en fonction affine de Z,,. Il suffit donc de prouver ’égalité précédente pour
m=mn.O0nécrit Z; = aZ, + P et n2Z2+---+ Pt e pr1 =wZp + 0.
On a

Zn = Cn + 0 (QZn + B) + w2, + 6.

D’ou
7 Cn+miB+6 aln +af + 6 — fw
=TT 7 =
l1-nla-w l-nla-w
6Zn_a§n+a0+,3—ﬁw_zazn
oni ~ (-nia-w)? 0

Les égalités (3) se trouvent également dans [12, lemme de Darboux]. Elles
nous donnent aussi

4
- R, @

Dans les formules suivantes, les z;, peuvent étre confondus avec leurs trans-
formés d’Abel-Radon Z;. D’aprés (3), (4), nous avons pour tout polynéme
P en 2 et pour tout s,k=1,2,...,n—p+1

OR(gPdz;) = { dg 8Z, / oP 0Z, }
o, _q—nz;+2 azqankpdz” Tom o,

_ Z { 39 %% pz.47, + / op andeZ}

s 82q Om Za OCrm
aZ,
+ [[opd(25g)
S { 99 924 by 47, +/gaP andeZs}-i-
g=n—p+2 azq aCm aCm

PZ-d-——s+/ P——s-dZ
+[rg Tl L el

= 3 { gg gZ"PdeZs+ / ggP ngdeZ}
g=n—p+2 “ Cm ¢

07, 0Z;
+ PZ, d———+/ P—dZs —
/Tg “m I 3
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82,
/ Pog, st / acm
_ OR(gPzdz,) /Pa 9%k 17 +/ Pacstk

T m
OR(gPzrdzs) / { 82y, 8Z, }

= =4 P —dZ; + —dZ
5m T8, T e,

et

__BR(g Pdz,) = / - b9 E PdZ
T

aZm g=n—p+2 aEq azm

—21PZdZ,

OR(gPdz;) / - ag Y4
Tq=n_p+2 aCm

i,

(®)

(6)

(M)

En utilisant un changement linéaire des coordonnées z = (z/,z”) on se

rameéne dans le cas ou vy = 0.

Soient Ly les vecteurs C-indépendants de C®g H pour A = 1,2,...,u. Alors

il existe des matrices complexes

1 n—p+1
br—p+2, Cn—p+2,2 6121.—p+2,)\ Tt Caopt2,a
by = : e = Z I ' :
1 2 n—p+1
ba Cnx Cna T Caa
1 2 n—p+1
dn—p+2,) €n—p+22 Cn—pi2A T €n_pi2
dy = . ey = . . . :
1 2 n—p+1
d"'”\ €2 €n\ Tt ena
telles que
n n—p+1 n
D= Y gt Y Y dugk
m=n—p+2 m k=1 m=n—p+2 nm
n—p+1
p+ n k a
Y dmxa + D 2 emanr
m=n—p+2 Cm k=1 m=n-—p+2 aﬁm
Posons
n—p+1
k
Qrmar=bmar+ Y &,z
k=1
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n—p+1

k =
A=dmx+ Z €m,\Zk-

k=1
Nous avons donc

2. OR(gPQmdzs
L\R(gPdz) = Y. ___(_9_;3_"\2_)

m=n—p+2

n—p+1
D> m/gp{ iz + S2eaz | +

=n—p+2 k=1
m=n—p+ iy

dg 0Z,
+ Y [ 3 2k, ©)
m=n-—p+2 g=n—p+2 Zq Cm

-+

Supposons que la condition 1 de la proposition 1 n’est pas satisfaite. On
appelle J' C J l'ensemble de tout j' € J tel que la condition 1 est valable
pour z € 7. Soit j € J tel que v; n’est pas incluse dans bS;~ pour tout
j" & J' U {j}. Supposons que 7; ne vérifie pas la condition 2.

Posons

Q = (Qn-pr2rs- - Qnp)ims
Q = (Qn-pt2.rs---»Qn)i
= (Qn-pt2rr-+ > Qna)=p
K = (Kn-pt2--- 1 Knp)ier
K'= (Kn-pt2.-- - Knn)321

"= (Kn—p+2,)\7 cee 7Kn,)\)1,<:—_p
ovv' =u—(p—-1)(n—p)22p—-1.
On prend s = 1. On choisit les Ly tels que cfn » = 0 pour tout k # 1 et
tout A = 1,...,u’. En plus, on peut choisir les L)\ tels que rang@Q’ =p—1
(c.-a-d. son determmant est un polynéme non nul).

On pose
T=(-detQ.Q" x Q" ',det Q Ius—p41)

ott Iy/—pt1 est la matrice d’identité d’ordre u' — p+ 1. Alors T est de taille
(v’ —p+1) x v & coefficients dans P. Ona T x Q@ = 0.

DEFINITION 2.— H est un u-plan générique s’il existe un systéme de
coordonnées z’, un choix des vecteurs Ly et une matrice N formée par p
lignes de T x K tels que le déterminant de la matrice (N, W) est non nul
pour toute p x 1-matrice non nulle W & coefficients dans P.
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LEMME 1. — 1. L’ensemble des u-plans génériques passant par 0 est un
ouvert de Zariski, non vide de la grassmannienne réelle
Gr(u, R¥P-1)(n=p+2)) " gy paramétre les u-plans passant par 0.

2. Si H est générique le déterminant de (N, W) est non nul pour toute
p X 1-matrice non nulle W a coefficients dans K;.

Preuve.— 1. Soit H un u-plan non générique. Les coefficients de la
matrice T x K sont des polynémes de dégrés 1 de Z’ & coefficients dans P.
Soit N une matrice formée par p-lignes de T’ x K.

Posons N la sous-matrice de N obtenue par suppression de la i-iéme ligne.
Le déterminant de N®) s’écrit sous la forme

(2) L =m1 =Mn—p+1
det N = Om,i-Zy " - Zplpid
m=(my,..., mn_p+1)€N"_P+1
m1+...+mn_p+1sp-l

oll oy € P.

Alors la matrice ¥ formée par les oy, ; est de rang < p — 1. Ceci implique le
déterminant de tout p X p-sous-matrice de cette matrice ¥ est un polynéme
nul. Le u-plan H est non générique si cette condition est vérifiée pour
toute N. Par conséquent, I’ensemble des u-plans génériques est un ouvert
de Zariski.

Cet ouvert est non vide car, par exemple, si H contient le plan engendré
par les vecteurs

0

1. i = ——
S T

_ 0
P aCn—p+2

0
3. Lm_n+p_1=5<—-;+f pourm=n—-p+3,...,n
m

0 0 0 0

mont2p 677m a-ﬁm 6T’"H-l aﬁm+1
pourm=n—p+2,...,n—1

5.2
on, 07,

w

- Lopy =
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Pour ces vecteurs on obtient

! 0 0 0 0
Z1 —Z1—21 0 . 0 0
0 Z1—21 =—Z21—21 ... 0 0
N= : : : . : :
0 0 0 ve.. =Z1—21 0
0 0 0 e Z1—21 —71—21
\ 0 0 0 0 Z1—21

Soit W = ¥Wj,...Wp) une p X 1-matrice & coefficients dans P. Supposons
que det(N, W) = 0. Alors

p
(~1PWiz(E - 2)P 2 + ) (P IWE - )P (-E - ) =0
=2

Comme W; € P, ils sont tous nuls.

2. Comme dans 1., W est déterminée comme un vecteur propre d’une cer-
taine matrice 4 coefficients dans P. D’autre part, P s’injecte dans I’anneau
intégre K;. Donc cette matrice n’a pas de vecteur propre non nul a coef-
ficients dans P si et seulement si elle n’a pas de vecteur propre non nul a
coefficients dans K;. D'ot 2. O

Supposons que H est générique. Supposons que la matrice N formée par
les p premiéres lignes de T x K vérifie la définition 2. Remplacant P par

PT; ) dans (9) et prenant la somme en A = 1,...,2p — 1, nous obtenons
o9 GZq
T x =
3 / G T Klumdzs = 0 (10

m=n—p+2 g=n—p+2

car les dérivées LyR(gPdz) = 0 par hypothése. Ceci montre que

= = dg 0Z
Woe 30 ( 3 ___-q) (T K)im an
m=n—-p+2 \g=n—p+2 9zq 8,
appartient & K; pour tout i = 1 .,u’ car son produit avec dz; est une

mesure orthogonale Comme z” est un systéme de coordonnées de C2~!
pour tout a € T, le déterminant de la matrice

(),
acm g,m=n—p+2
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est non nul sur ;. Comme <; ne vérifie pas la condition 1 de la proposition

1, le vecteur .
( 3 _616_7«1)
gq=n—p+2 924 %, m=n—p+2

est non nul sur 7;. Par conséquent, W # 0 car, d’apres la définition 2,
rangN = p—1. D’olt le déterminant de (N, W) est un polynéme non nul en
Z’ & coefficient dans K;. Par le théoréme d’unicité, on sait que toute fonction
de K; s’annullant sur un sous-ensemble de longueur positive de v; est nulle.
Par conséquent, det(IN, W) est de dégré > 1. Ce polyndme doit s’annuller
sur ; pour que (11) admette une solution non nulle pour z € 7;. C’est une
contradiction.

Pour le cas olt B n’est pas une réunion de (p — 1)-plans, on considére B’
la réunion de (p — 1)-plans complexes tangentes & B en z € <. Les calculs
précédents sont encore valides car ils ne concernent que les dérivées d’ordre
1, de plus, B et B’ se coincident en v 4 'ordre 1. O

DEFINITION 3.— (a) Un sous-ensemble V C Gp(n —p+2,n+ 1) est
appelé (D, u)-gros si la réunion (J, ¢y Cr~P+1 N pD est dense dans bD, ou
V' est ’ensemble des éléments v € V tels que le cone tangent de V en v
contienne au moins u vecteurs réellement indépendants.

(b) Cet ensemble V est appelé (D,u)-générique s’il est (D,u)-gros avec
u>(P-1)n—-p+2)+1et U,cy» C2 P NbD est dense dans bD, ott V”
est ’ensemble des éléments v € V' vérifiant les conditions suivantes:

1. Le plan réel engendré par les vecteurs tangents & V en v est générique.
2. bD NCP~P+1 est générique dans CP—P+1,

(c) L’ensemble V' est non (p — 2)-générique si pour tout v € V il existe
un voisinage U de v, un sous-ensemble analytique T de U et un ensemble
analytique E C D de dimension p — 2, tels que VNU C T et T C {v :
CrPY1NE # 0} (voir aussi [4]).

Remarque. — La définition 3(c) des ensembles (p — 2)-génériques est un
peu différente de celle dans [4], ol on considére I’extension méromorphe des
fonctions, mais elle est valable dans notre cas oll on considére seulement
.des extensions holomorphes. Si v = 2(p — 1)(n — p + 2) — 1, tout ensemble
(D, u)-générique est (p — 2)-générique.

THEOREME 2. — Soient Y un compact (n—p+ 1)-linéairement conveze
de CP" et D une variété complexe (éventuellement réductible et singuliére)
de dimension p > 2, a bord C? dans C*\Y et bornée dans C™. Soient f une
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fonction C! surbD etV un ensemble (D, u)-génériqgue de Gp(n—p+2,n+1)
avec u 2 (p—1)(n —p+2) + 1. Supposons que pour tout v € V, la fonction
f se prolonge continiiment en une fonction holomorphe de D N CP—P+1,
Alors f est CR. Par conséquent, si V est (p — 2)-générique ou si Y est
un compact de C*, f se prolonge continiment en une fonction holomorphe
dans D \ SingD, localement bornée dans D\ Y.

Remarque.— Si dans la définition des ensembles (D, u)-génériques on
supprime la condition 1, le théoréme 2 n’est plus valable (voir 'exemple 3).
Si u = 2v et V une variété complexe de dimension v de G(n —p+2,n +1),
alors il suffit pour ce théoréme que v > p et que la variété V soit (p — 2)-
générique et (D, u)-gros.

Preuve. — D’apreés la proposition 1, la fonction f vérifie la condition (1)
sur un ensemble dense de bD. Par continuité, (1) est satisfaite partout sur
bD. La fonction f est donc CR. D’aprés le théoreme de Dolbeault-Henkin
généralisé [4, théréme 1] appliqué pour le graphe de f, la propriété “1-
extension” de f pour une famille (p — 2)-générique de (n — p + 1)-plans
implique que le graphe de f borde une variété complexe (éventuellement
singuliére) qui contient les graphes des prolongements de f sur les tranches
Cr—P*1, Cette variété est le graphe d’un prolongement de f sur D \ SingD
en fonction holomorphe localement bornée dans D\ Y. Si Y est compact
de C™, le théoréeme de Harvey-Lawson-Chirka s’applique. La fonction f se
prolonge holomorphiquement dans D \ SingD, en une fonction localement
bornée. o

LEMME 2.— Tout hyperplan réel H de C?~D(n=P+2) passant par 0
(c.-6-d. pour u = 2(p — 1)(n —p+2) — 1) est générique.

Preuve.— On remarque que H coupe tout sous-espace de ClP-D(n-p+2)
en un sous-espace de codimension réel < 1. Par conséquent, pour un systéme
de coordonnées générique, on peut choisir les vecteurs L) indépendants
vérifiant

1. Pour tout A < 4p—>5, pour tout k # 1, pour tout m, ¢k, , = ek , =0.

2. Pour tout A < p — 2, pour tout m, ¢}, , = 0.
3. Pour tout A < 2p — 3, pour tout m et tout k, dy = e} , =0.

4. Pour tout p—1 < A < 2p—3, pour tout m # A+ n —2p, by =
1
Cm’A =0.

5. Pourtout p—1<A<2p-3, c§\+n—2p,/\ =1
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6. Pour 2p — 2 < A < 4p — 6, pour tout m, k, by s = ch, 5 =0, dm ) =

bm A—2p+3 €t e’fn,,\ = 'éfn,,\—zp+3-
7. Pour tout m, ¢}, 4p—5 = €, 4p—5 = 0-
8. Le déterminant de Q' est un polynéme non nul F de dégré < 1 en z;.
9. b 4p-5 = dm 4p—5 7 0 pour tout m.

Les (4p — 6) premiers vecteurs forment une base de I'espace CQg H', oit H’
est le sous-espace complexe maximal de H N {nk, =0 pour tout k # 1}.
Les 2p — 3 premiéres lignes de T x K et de K" sont égales, dont les p — 2
premiéres lignes sont nulles. La derniére ligne de T' x K est F fois celle de
K". Supposons que H n’est pas générique, alors il n’existe pas de matrice
N vérifiant la définition 2 pour toute combinaison linéaire & coefficients
dans C des vecteurs Ly pour A = 2p —2,...,4p — 5. On sait que les lignes
numéros A = 2p — 2,...,3p—4 et A = dp — 5 de K forment une base de
CP~1. En remplagant Ly pour A = 2p—2,...,4p— 6 par leurs combinaisons
convenables, on peut trouver la matrice N formée par la derniére ligne de
T x K (notée FNy) et par les lignes de la forme

M +(0,...,0,k+21,0,...,0)

pour k=1,...,p—1 et k +Z; est & la k-ieme position. Comme la matrice
N ne vérifie pas la définition 2, la matrice N’ formée par

N1 = (dn—p+2,4p—55- - - » Gn,dp—5)

et par les autres lignes de N, ne vérifie pas la définition 2 non plus. Par
conséquent, la matrice N” formée par N; et par les lignes de la forme

,...,0,k+%,0,...,0)

ne vérifie pas la définition 2. Posons A = Hz;i (k +%;). Alors il existe W
non nulle 4 coefficients dans P telle que

A
W1A £ Wad,— — +... 2t Wodpgp-5———— =
1 20n—-p+2,4p 5147, plndr=3 77,
Ceci implique W = 0. C’est une contradiction. O
COROLLAIRE 1.— Le compact Y, la variété D et la fonction f sont

définis comme dans le théoréme 2. Soit V C Gp(n —p+2,n+ 1) tel que
bDNUy, Cn—P+1 0it dense dans bD, ou Vi C V est l’ensemble de v vérifiant
les conditions suivantes :
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1. Le céne tangent de V en v contient 2(p — 1)(n — p + 2) — 1 vecteurs
indépendants.

2. L’intersection CP~P*1 N bD est une courbe générique dans CP—P+1,

Supposons que pour tout v € V, f se prolonge continiiment en une fonction
holomorphe dans C2~Pt1 N D. Alors f se prolonge continiment en une
fonction holomorphe dans D \ SingD, localement bornée dans D\Y.

LEMME 3. — Soient v une courbe réelle, fermée, irréductible bordant
un domaine 2 C C et l un ouvert de v. Supposons qu’il existe un voisinage
U del et deuz fonctions holomorphes non identiquement nulles a,b dans
UNQ, continues jusqu’a tout point de | et vérifiant aZ+b =0 surl. Alors
est presque réelle analytique. Sil = «y est réelle analytique et U = Q, alors
v est réelle algébrique (voir lexemple 1).

Preuve. — Soit K C [ ’ensemble des zéros de a sur . D’apreés le théoréme
d’unicité H!(K) = 0. Soient z € [\ K, G un domaine de Jordan & bord lisse
de C dont le bord contient le segment réel [-1,1] C R C C et ¥ une appli-
cation bijective de G dans Q, holomorphe dans G telle que ¥([-1,1]) C l et
¥(0) = z. Comme Z = —b/a on a Re(z) = (—b/a + 2)/2 et Im(2) = (b/a +
z)/2i. Par conséquent, les fonctions Re¥ et Im¥ se prolongent méromorphi-
quement dans G (holomorphe sur les points prés de 0). D’aprés le principe
de réflexion, ces fonctions se prolongent en des fonctions holomorphes au
voisinage de 0. Donc ! est analytique au voisinage de z.

Si | = v réelle analytique, on prend G le demi-plan complexe supérieur
et U Papplication bijective de G C CP' dans §, holomorphe dans G.
Alors |¥(z)|? se prolonge holomorphiquement au voisinage de bG et égale &
—a(¥(z)).¥(2)/b(¥(z)) H'-presque partout sur bG. Par conséquent, cette
fonction se prolonge continiiment en fonction méromorphe dans G. D’apres
le principe de réflexion, elle se prolonge en une fonction méromorphe dans
CP?, c.-3-d. en une fonction rationnelle. On a |¥|? = P/Q, ou P, Q sont des
polynémes a coefficients réels. On peut supposer que 0 ¢ Q. Alors il existe
une fonction ® définie sur bG & valeur dans {|z| = 1} telle que sur bG on
ait ¥2 = ®P/Q. La fonction ® se prolonge méromorphiquement dans G.
Par principe de réflexion, elle se prolonge méromorphiquement dans CP*.
Ce prolongement est donc une fonction rationnelle. Par conséquent, ¥ est
algébrique et donc b2 est réelle algébrique. O

Preuve du théoréme 1.— Utilisant les Ly dans le lemme 2 pourunv € V3
fixé, supposons que la condition 1 de la proposition 1 n’est pas satisfaite.
Alors la condition 2 de cette proposition montre que pour un systéme de
coordonnées générique, il existe un polyndéme en Z; a coefficients dans K;
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s’annullant sur ;. D’aprés le lemme 3, la projection II(7;) est presque réelle
analytique, ol II(z) = z;. Ceci est valable pour un systéeme de coordonnées
générique. Par conséquent, toute coordonnée de vy; est presque réelle analy-
tique. Donc «; est presque réelle analytique. C’est une contradiction. Alors
f vérifie (1) pour tout z € bDNCP~P*+1 et pour tout v € V;. Par continuité,
(1) est vraie partout sur bD. La fonction f est donc CR. D’apres le théoréme
de Dolbeault-Henkin généralisé [4], f se prolonge holomorphiquement dans
D\ SingD en fonction localement bornée dans D\Y. o

THEOREME 3.— Soient D un domaine de C*, borné, a bord C? et f
une fonction C* sur bD. Supposons que

/ f(z1,Ca +M221y- - 1 Gn + Mm21)2idz; = 0 (12)
bDNC,

pour H4"—*-presque toute v = ((,n) € C**~2 et pour k € N fizé. Alors f
est CR et si bD est conneze, f se prolonge holomorphiquement dans D.

Remarque. — La condition (12) a été introduite par Kytmanov et Mys-
livets dans [13], ou ils ont généralisé les résultats de Globevnik et de Stout.

Preuve. — Il suffit de considérer n = 2. On appelle T' (resp. T”) ’ensemble
de v € C? tel que C, appartienne au plan tangent de bD en certain point
(resp. l'intersection C, NbD n’est pas C2 par morceaux). Alors I'ensemble
T (resp. T") est de mesure H3 (resp. H?) localement finie. D’aprés (5), on a

aR(fzf’ldzl) _ OR(fzkdz;)
on2 02

par hypothese. Donc sur la droite {¢; = ¢} la fonction R(fzF"1dz;) est
continue en dehors de T et antiholomorphe en dehors de T', ou ¢ € C une
constante. Cette fonction est nulle pour 72 assez grand. Elle est donc nulle
pour H?2-presque tout c. On peut répéter cette étape k fois et on conclut
que f vérifie la condition de Morera. Ensuite, une récurrence sur m et la
relation

=0

OR(f27"'dz1) _ OR(fz*dz)

0¢2 on2
prouvent que R(fz"dz;) est antiholomorphe et bornée sur {n: = c}. Cette
fonction est donc identiquement nulle pour tout m. Autrement dit, f vérifie

la condition des moments. D’aprés le théoréeme de Stout, f est CR et si bD
est connexe, la fonction f se prolonge holomorphiquement sur D [16]. o

=0

Exemple 1. — Soient n = p = 2 et G}-(2, 3) un voisinage de (0, 0). Soient
P un polynéme d’une variable complexe de dégré k a coefficients réels avec
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P(0) =0, P'(0) #0et 0 <7 <1 tels que la restriction de P sur {|t| < r}
soit injective. Posons D = C2\ 'Y N{z; € P({|t| = r})} et f(2) = zFZ> une
fonction définie sur bD. Alors pour tout v = ({,7n) € G} (2, 3) la droite C,
est définie par 'équation {22 = ( +7n21}. Sur bDNC, on a f(z) = z¥z, =
[POIF(C +7P(R)) = LP@)F +[P@)]*PE) = [P + n[P(t)]kP(Tz/t)
pour 23 = P(t). Cette fonction en ¢ se prolonge holomorphiquement dans
{It| < r}. Par conséquent, f se prolonge holomorphiquement dans D N C,
car dans {|t| < r} 'application P est injective. Mais la fonction f n’est pas
CR.

Ezemple 2. — Pour p = n = 2; vp = (0,0) et BNCy, = {21 =
U(e®),2; = 0} ot ¥ une fonction C* définie sur le disque unité fermé U
avec i1

U(t) =t + et — 1)Z+1es=t,
(pour € réel assez petit et k > 1, cette application ¥ est injective sur D).
Sur BNC,,, on a pour ¢ = e
I+1 1 (1 _ t)2k+1 14t

Zz =Z+€(i 1)2k+ 1= ?+€W—e1~t

d’ou

1 2 (1= T1(z))4+2 1
T 1) © (@) F - O (z)
La restriction de Z; sur la courbe BN C,, se prolonge méromorphiquement
dans le domaine de C, borné par cette courbe. Cette courbe est localement
analytique sauf au point 2; = 1.

Zp =

Nous pouvons maintenant construire un exemple comme celui précédent.
Soient p = n = 2, G}(2, 3) un voisinage de (0,0), D = [C2\Y]N[¥(U) x C]

et
F(z) = (T 7Hz1))** (21 = T H(21))22
une fonction définie sur bD. Pour v = ({,n) € G}-(2,3), on asur bDNC,

£(2) = (@1 (21)) % (21 — ¥ (2))(C + 771).

Cette fonction se prolonge holomorphiquement sur DNC,,. Mais la fonction
f n’est pas CR.

Ezemple 3. — Soient n = p > 3, D un domaine borné dans C", con-
vexe, 2 bord C? et f(z) = Z,. Soient V = {nl = 0} C G(2,n + 1) une
sous-variété complexe de dimension 2n — 3. Alors V est (D, 4n — 6)-gros.
On peut choisir D tel que V vérifie la deuxiéme condition de la définition
des ensembles (D, 4n — 6)-génériques (définition 3). Pour tout v € V, la
fonction f est constante sur bD N C, C {z, = (,}. Elle se prolonge donc
holomorphiquement dans 8D N C,,. Mais cette fonction f n’est pas CR.
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3. Probléme du bord

Soit I un courant rectifiable de dimension 2p — 1 d’une variété complexe
X =C", CP*, C*\Y ouCP"\Y. Le courant I est appelé mazimalement
complere si pour toute (s,2p — 1 — s)-forme ¢ de classe C*°, a support
compact dans X et pour tout s # p,p— 1, on a (I',4) =0.

Une p-chaine holomorphe de X \ Supp’ est une combinaison linéaire
localement finie & coefficients entiers de sous-ensembles analytiques de di-
mension pure p de X \ SuppT. Si une p-chaine holomorphe T est de mesure
H?P, comptée avec la valeur absolue des coefficients, localement finie dans
X, elle définit dans X un courant d’intégration de bidimension (p,p) et de
masse localement finie.

Si X = C", pour H("~P+2(P~1)_presque tout v € G(n —p+2,n+1) le
courant d’intersection I' N P2~P+1 existe et il est rectifiable [7].

THEOREME 4. — Soient Y un compact de C*, (n — p + 1)-linéairement
conveze dans CP", T' un courant rectifiable fermé, de dimension 2p — 1,
& support (SuppT') géométriquement (2p — 1)-rectifiable dans C* \'Y et
borné dans C", avec p > 2. Supposons que pour H=p+2)(P-1) _presque tout
v € Gy(n —p+2,n+1), I nCr P existe et vérifie la condition de
Morera ((TNCR~P*1, z,dz;) = 0 pour tous i, j). Alors il existe une p-chaine
holomorphe T de C™ \ SuppI' UY, de masse localement finie dans C* \' Y
telle que d[T] =T au sens des courants dans C™ \ Y.

Remarque.— Ce théoréme généralise le théoréeme de Harvey-Lawson
[11] et il donne la réponse & un probléme de Dolbeault-Henkin [6].

SiY =0, il suffit de considérer une famille de (n — p + 1)-plans dont les
directions appartiennent & un ouvert de G(n — p + 1,n) (voir la preuve du
lemme 4). Ce théoréme n’est plus valable si I'on remplace C* par CP".

Ezemple 4. — (Henkin) Soit I' € C3 ¢ CP® définie par
IT={y=ys =021 +y] +25+2f =1}

oll z; = x1 + Y1, 22 = T2 + 1y2, 23 = T3 + iy3 sont les coordonnées de C8.
Considérons I’hyperplan

Hope = {z1 =az + b2z +c}

ola=a;+ia, b=>b; +ibyet c =c; +ico. Posons I'gpc =T NHgpe.
Alors I'y p, . est une courbe réelle fermée de la surface de Riemann algébrique
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Sab,c C Hqp o qui est définie par
Sa,b,c = {(a122 +byz3 + C1)2 + (a2Z2 + bozz + 02)2 + Z% + zg = 1} n Ha,b,c~

Comme S, . est de genre 0, la courbe I' N H,p . borde une surface de
Riemann dans CP3. La variété I' ne peut pas étre le bord d’une variété
complexe car elle n’est pas maximalement complexe.

Preuve. — D’apres le théoréme de Dolbeault-Henkin généralisé [4, théo-
réme 3], il suffit de montrer que I" est maximalement complexe. Dans cette
démonstration on considére Y = 0, pour le cas général, il suffit d’étudier
le probléme au voisinage d’un (n — p + 1)-plan fixé ; en choisissant un bon
systéme de coordonnées, la méme démonstration pour Y = () s’adaptera.

Par la méthode des projections, il suffit de considérer le cas p = n—1. Soit
I une projection de C™ dans C*~! telle que sa restriction en Supp I soit in-
jective sauf au dessus d’un sous-ensemble K de mesure H2"~3 nulle de C*~!
et que la projection de Supp I soit géométriquement (2p — 1)-rectifiable. En
plus, II"!(z) coupe Tan (SuppT, z) transversalement pour tout II(z) =z €
II(SuppT) \ K. Ceci est valable pour H2"~2-presque toute projection IT
[2]. Sans perdre en généralité, on suppose que II(2) = (21,...,2,-1) €t €t
pour H2*~4.presque toute projection ® de C*~! dans C*~2 et pour H?"~4-
presque tout ¥ € C*~2 le courant I' N C2 existe et vérifie la condition du
théoreme 1, ot C2 = (& o II)~1(6). Le support SuppI est défini H2—3-
presque partout comme le graphe d’une fonction f au dessus de II(SuppI').

Le lemme suivant est prouvé grace & 'utilisation d’une idée de Globevnik-
Stout (8] :

LEMME 4.— Soit II,['%! [a composante de bidegré (0,1) du courant
I,T. Alors le courant fII,T'%! est 8-fermé.

Preuve.— D’apres (8], 'espace de fonctions C* de C*~! & valeurs com-
plexes engendrées par des fonctions, dont les lignes de niveaux sont des
hyperplans complexes paralltles, est dense dans I’espace des fonction C*°.
(Plus généralement, ce sous-espace est déja dense si on consideére seulement
les hyperplans paralléles dont les directions appartiennent un ouvert non
vide de G(n — 2,n — 1)).

Sans perdre en généralité, il suffit de prouver que (II.T, fda) = 0 pour
toute (n — 1,n — 3)-forme a = A({Z)x pour un certain { générique non nul
de Cn_l, ouz= (Zl, cesZn-1) CE=CQan+...+l—12n-1, X =dz1 A... A
dzp A NdZ1 N ... NdZp_3,CZ= (121 + -+ (n—12n-1 et A est une fonction
C>.
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On utilise un nouveau systéme de coordonnées (wy, ..., Wp—1) avec w; =
¢Z. Alors il existe des constantes ax j € Ctellesquex =), <j<ken—1 4.k X5 ks
ol

Xjk = 0w A ... AdWp_ 1 AGBLA ... NG5 A ... NGTE A ... A dBn—1.

On a
gAXj,k =0

sij>2et
(ML, f0Ax1k) = (II.T f—aidm AX1k)
*1 X1,k) = *d g 6@1 1\ X1,k

—x / 94(@1) (1,1 1 0 (a), fdwr)dar A ... A dn—s
aeCn-2 081

=0

car
(ILL N (a), fdwk) = (TN T (a), zedwi) =0

par hypothese, oit ¥x(w) := (wy,...,Wk,.--,Wn—1) et v € G(3,n) est défini
par C2 = ¥;1(a) C C"~1. Ces égalités donnent le lemme. o

D’aprés Harvey, si T est une variété C!, le lemme précédent implique
que le courant T’ est maximalement complexe [10]. Cette proposition est
encore valable dans notre cas: le plan tangent de Supp I’ est maximalement
complexe en H?"~2-presque tout point de Suppl \ II"}(K) ot la multi-
plicité de I' est non nul. En appliquant le lemme précédent pour les pro-
jections différentes, on conclut que I' est maximalement complexe. D’apres
le théoréme de Harvey-Lawson généralisé [2], I" est le bord d’une p-chaine
holomorphe de masse finie au sens des courants. O

THEOREME 5.— Soient Y un compact (n—p+ 1)-linéairement conveze
de CP", T une variété C? de dimension 2p— 1, orientée de C*\Y et bornée
dans C™. Soit V une variété réelle de dimension 2(p —1)(n —p+2) -1
immergée dans Gy (n —p+ 2,n + 1). Supposons que

1. Pour tout v € V, T N CP~P*! est transversale et borde une 1-chaine
holomorphe, de masse finie au sens des courants.

2. TN U, ey, Co7P*! est dense dans B, ou V; est Uensemble de v € V
tel que aucun ouvert non vide de I' N C?~P+1 nest réelle analytique.

Alors T est le bord d’une p-chaine holomorphe de masse localement finie au
sens des courants dans C*\ Y.
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Preuve. — D’apres le théoreme de Dolbeault-Henkin généralisé [4], il suf-
fit de montrer que I est maximalement complexe. On fixe vy € V1, il suffit de
prouver que I' est maximalement complexe en tout point de 'NC}~ P+l Par
la méthode de projection, on rameéne le probléme vers le casou n =p+ 1.
Soit II une projection générique de C™ dans C*~! vérifiant II(CZ ) ~ C.
Posons A = II(CZ)). Alors au voisinage de A, II(T') est C2 par morceaux et
I’ est définie comme le graphe d’une fonction bornée f au dessus de II(T)
(sauf sur les singularités). La proposition 1 s’applique encore dans ce cas, f
vérifie donc (1) en tout point régulier de II(T') N A. Par conséquent, I" est
maximalement complexe en tout point de I' N C?,O. o
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