
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

CHANTAL MOUSSY
Théorème du point fixe et théorème de Cauchy-
Kowalewsky-Lednev pour les systèmes semi-linéaires
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 6e série, tome 8, no 3
(1999), p. 491-535
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1999_6_8_3_491_0>

© Université Paul Sabatier, 1999, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de
Toulouse » (http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitu-
tive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1999_6_8_3_491_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 491 -

Théorème du point fixe
et Théorème de Cauchy-Kowalewsky-Lednev

pour les systèmes semi-linéaires (*)

CHANTAL MOUSSY(1)

e-mail: moussy@math.jussieu.fr

RÉSUMÉ. - Ce travail a pour objet d’étendre la méthode de démons-
tration utilisée par Wagschal [W] pour résoudre un problème de Cauchy
généralisé (i.e. problème de Goursat pour certains auteurs) scalaire semi-
linéaire, à un système d’équations semi-linéaires. Cette méthode consiste à
utiliser le Théorème du point fixe dans des espaces de Banach appropriés.
Nous commencerons par établir un historique du Théorème de Cauchy-
Kowalewsky-Lednev.
Dans la seconde partie, nous rappellerons la construction des algèbres de
Banach données par Wagschal, qui nous permettra de définir par la suite
nos espaces de Banach.
La troisième partie sera consacrée à l’étude du problème de Cauchy géné-
ralisé dans divers espaces de fonctions holomorphes, partiellement holo-
morphes, et partiellement Gevrey.

ABSTRACT. - We want to reduce the proof of Cauchy-Kowalewsky the-
orem for systems in the generality introduced by Lednev dealing with
the notion of spectral radius, by using the fixed point theorem in Banach
spaces of holomorphic, partially holomorphic and partially Gevrey func-
tions. This work generalizes Wagschal’s results and methods to a system
of semi-linear equations.
We start by an historic of Cauchy-Kowalewsky-Lednev Theorem.
In the second part we recall the construction of Banach algebras, which
are defined through the formalism of Cauchy majorant functions in the
holomorphic case, or the formalism of formai power series in the Gevrey
case.

The third part will be devoted to the study of generalized Cauchy problem
in this different Banach spaces.
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1. Historique du théorème de Cauchy-Kowalewsky-Lednev

En 1842, Cauchy énonce, dans un théorème fondamental, les conditions
de convergence d’une série formelle à l’aide des fonctions majorantes [Cl] ,
puis décide d’appliquer ce principe à l’intégration par séries des équations
aux dérivées partielles. Il établit alors dans [C2], un théorème d’existence et
d’unicité de la solution analytique du "problème de Cauchy scalaire (c’est
à dire à une seule équation), quasi linéaire" (suivant la terminologie de
Petrowski [P]) :

où B, AZ sont des fonctions analytiques des (n + 1) variables t, x1, ..., xn et
de l’inconnue u elle même fonction des mêmes variables, et où uo est une
fonction analytique des variables xl, ..., xn.

La démonstration consiste à développer en série formelle la solution.
Les coefficients de cette série, obtenus à l’aide des conditions initiales et
de l’équation en déterminent alors l’unicité. La convergence de cette série
résulte alors de son théorème sur les fonctions majorantes précédemment
évoqué. Dans un premier temps, il étend dans [C3], paragraphe I, ce résultat
et cette méthode de démonstration au "problème de Cauchy pour les systè-
mes quasi linéaires " de la forme :

Aik sont des fonctions analytiques des (n + 1) variables t, x1, ..., xn et
de l’inconnue u = (ul, ..., uN) elle même fonction des mêmes variables, et
où est une fonction analytique des n variables j?i, ..., xn .

Dans un second temps, il généralise le résultat et la méthode de démons-
tration de [C2] au "problème de Cauchy scalaire semi-linéaire" de la forme :

où F et uo sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives, et
u est une fonction de t, x 1, ..., x~ .



Dans [C3], paragraphe II, il étend le résultat et la méthode de démons-
tration du paragraphe I, au "problème de Cauchy pour les systèmes semi
linéaires" du premier ordre de la forme:

Fj, sont des fonctions analytiques de leurs variables, et u~ est une fonc-
tion de t, x1, ..., pour N.

Par la suite, dans ~C4~, il généralise le résultat de [C2] au "problème de
Cauchy scalaire semi-linéaire d’ordre quelconque de la forme :

où DAu = E A~, A est une partie finie de l’ensemble

{ (a, ~) E + /? ~ ~ (0, ~)~~

F, sont des fonctions analytiques de leurs variables, et u est une fonction
de t, xl, ..., xn.

Pour cela, il réduit ce problème à un système semi-linéaire du premier
ordre. A la fin du même article [C4], il indique comment généraliser ce
résultat et cette méthode de réduction à des systèmes d’ordre quelconque,
sans toutefois préciser la forme particulière des équations en question.

Sans jamais faire référence aux résultats de Cauchy précédemment cités,
mais seulement à Briot et Bouquet [B] qui citent nommément Cauchy, So-
phie Kowalewsky apporte les précisions en question, une trentaine d’années
après dans sa thèse [K], en généralisant les résultats de Cauchy aux systèmes
semi-linéaires d’ordre quelconque de la forme :

où DBU = E B~, B = U~k} x Bk, Bk est une
k

partie finie de l’ensemble ~ {a, ,Q) E mk , (G, ,C3) ~ 



les fonctions Fi sont des fonctions analytiques des variables t, x 1, ...xn et

de y E Rr où r = cardB, 9i,k sont des fonctions analytiques des variables

x 1, ...x~ et u2 est fonction de ces mêmes variables et de t.

Ces systèmes sont aujourd’hui appelés "systèmes de Cauchy-Kowalewsky" .

Sophie Kowalewsky démontre directement le résultat, sans ramener le

système à un système du premier ordre, mais en suivant exactement le même
schéma de démonstration que Cauchy, c’est-à-dire en développant en série
formelle la solution et en montrant sa convergence à l’aide du principe des
fonctions majorantes de Cauchy. Ce résultat sera plus connu sous le nom de
"Théorème de Cauchy-Kowalewsky" .

Cette démonstration fut simplifiée par Goursat dans [Gl], qui étend en
1895, dans [G2],[G3], ce résultat et cette démonstration au "problème de
Cauchy généralisé" de la forme suivante (que certains auteurs appellent
" problème de Goursat" ) :

et 03C8 sont des fonctions holomorphes des variables x et t respectivement,
f est holomorphe en toutes ces variables.

Un demi siècle après, Lednev [L] généralise le résultat de Goursat au
"problème de Cauchy généralisé pour les systèmes" de la forme :

où 03B1i E Nn, D$u = E B}, B = ~{k} x Bk, Bk est une
k

partie finie de l’ensemble {!3 E les fonctions

Fi sont des fonctions analytiques des variables x 1, ..., zn et de y E Rr où
r = cardB, wj sont des fonctions analytiques des variables xl, ...xn et Ui est
fonction de ces mêmes variables.

Plus précisément, il définit pour tout ~ E le rayon spectral p(~)
de la matrice spectrale du système précédent et démontre, suivant le même
schéma de démonstration que Cauchy, que le système précédent admet une
unique solution analytique s’il existe un ~ E (R+)n vérifiant p(ç)  1. Cette

dernière condition est vérifiée pour les systèmes de Cauchy-Kowalewsky
(voir par exemple [Ga] Note 2, p.152), ce qui prouve bien que le théorème
de Lednev est une généralisation du théorème de Cauchy-Kowalewsky, que
nous appellerons "Théorème de Cauchy-Kowalewsky-Lednev" .



En 1965, Gärding [Ga] donne une démonstration plus élégante du théo-
rème de Lednev, en utilisant une fonction majorante plus fine que celle de
Cauchy et la méthode d’approximations successives par une suite récurrente
de séries formelles holomorphes.

Persson généralise, dans [Pe], ce théorème dans l’espace des fonctions
partiellement analytiques, c’est-à-dire analytiques en certaines variables (que
l’on appellera variables principales et par rapport aux quelles sont dérivées
les fonctions inconnues, dans les termes de gauche des équations du système
précédent), et de classe de Gevrey d par rapport à toutes les variables, où
d est un multi-indice, (suivant la terminologie de Persson [Pe]).

Ce problème de Cauchy partiellement analytique a été introduit par Le
Roux [Le], et Holmgrem [H], puis a été étudié par d’autres auteurs comme
Salehov et Friedlender [SF], Friedlender et Friedman [F2], Pucci [Pu],
Talenti [Tl], [T2].

Persson utilise dans sa démonstration la méthode des approximations
successives, par une suite récurrente de séries formelles analytiques en les
variables principales, et dont les coefficients sont des fonctions adéquates
des autres variables.

Une dizaine d’années après, Wagschal[W] en se basant sur deux idées
dûes à Gevrey réduit la démonstration des résultats analogues à ceux de
Gàrding et de Persson au théorème du point fixe dans des algèbres de Ba-
nach, algèbres définies par l’intermédiaire, soit du formalisme des fonctions
majorantes de Cauchy dans le cas holomorphe, soit d’un formalisme de
séries formelles dans le cas non holomorphe. La première idée, consiste à
utiliser des fonctions majorantes 03C6 vérifiant 03C62 « cp. La seconde idée con-
siste à déduire les propriétés des espaces de Gevrey de celles des espaces de
fonctions analytiques.

Il restreint cependant son étude au "problème de Cauchy généralisé
scalaire semi-linéaire" .

Nous nous proposons d’étendre les résultats et la méthode de démonstration
de Wagschal au "problème de Cauchy généralisé pour les systèmes semi-
linéaires".

Nous commencerons par présenter les algèbres de Banach construites
par Wagschal, et rappellerons quelques propriétés de ces dernières.



2. Rappels sur les algèbres de Banach
de certains espaces de fonctions [W]

2.1. Algèbre de Banach de fonctions holomorphes

Soient x = (xl, ..., xn) E Cn, ~ _ (~1, ..., ~n) E (R+)’~.
n

On note = 03A3 03BEixi,
Z=1

l’algèbre des séries convergentes,

C[[~]] l’algèbre des séries formelles à coefficients dans C,

D-1tu désigne la primitive de u par rapport à t qui s’annule avec t.

DÉFINITION 2.1.1. - Soient u = Y~ u E C~(x~~, et

03B1~Nn

On dit que la série u est majorée par 03C6 et on écrit u « 03C6 si

(Va E Nn)  ~« )

Si de plus 03C6 est convergente, on dit que 03C6 est une fonction majorante de u.

Considérons la fonction majorante de Lax [La] : 9(t) - 03A3tn(n+1)2. Elle
vérifie la

PROPOSITION 2.1.2. Il existe une constante K > 0 telle que 82 (t) «
.KB(t).

On considère pour R > 0, la fonction majorante R t = K-18( t )
définie pour  R.

PROPOSITION 2.1.3

1 ) Pour tout k > 1 et tout R > 0 on a « .

2) Pour tout R > 0 et tout kEN, il existe une constante c > 0 telle que



COROLLAIRE et DÉFINITION 2.1.4.- Etant donné ~ E (R+)n nous
noterons

Les espaces munis de cette norme sont alors des algèbres de
Banach de fonctions holomorphes au voisinage de l’origine de associées
à la fonction majorante .

PROPOSITION 2.1.5. Soient u E et R’ > 0 tels que  R’,
alors la fonction

LEMME 2.1.6. Pour tout r~ > 1, il existe une constante > 0 telle
que pour tout R > 0, on a

COROLLAIRE 2.1.7. ~ étant fixé, toute fonction holomorphe au voisi-
nage de l’origine de Cn appartient à l’espace BR(03BE) dès que R est suffisam-
ment petit.

2.2. Algèbre de Banach de fonctions partiellement holomorphes

Soient x = (xl, ..., x~) E RP, y = (yl, ..., yQ) E Cq, ~x~ = 
~y~ _ ..., ~ _ (il ’ ..., ~~) E (R+)p, ~ = (~m ..., ~q) E (R+)q.

P q

On note 03A3 03BEi|xi|, 03B6.|y| = 03A303BEi|yi|,
~m Zm

SZ un ouvert de Rx x C00FF, SZR = ~(x, y) E RP x Cq;  R}, R > 0,
a E NP, = ~u : S2 --~ C/b’,Q E a,Du holomorphe en y et
continue par rapport à x~, désigne la primitive de u par rapport à xZ
qui s’annule avec x2.

Nous utiliserons dans ce paragraphe le formalisme des fonctions majo-
rantes uniquement par rapport aux variables d’holomorphie y.

DÉFINITION 2.2.1. Si u E et si pour tout x vérifiant 
R, la fonction holomorphe y H u(x, y) est majorée par la fonction



y - +~.y), alors

PROPOSITION 2.2.2. - Pour tout k > 1, 0  h  R, on a «

~~(h + ~~y)~

COROLLAIRE et DÉFINITION 2.2.3. On considère le sous-espace de

munis de la norme = min~c > 0; u « + ~.y)~, les espaces

~’) sont des algèbres de Banach de fonctions partiellement holomor-
phes, associées à la fonction majorante 

PROPOSITION 2.2.4. Soient u E ~) et R’ > 0 tels que  R’,
alors

Indiquons enfin comment opèrent les "dérivations" dans les algèbres ~). .

PROPOSITION 2.2.5. Pour tout (~y, b) E (-N)P x Zq tel que ~~y~-~-~b~  0,
il existe une constante > 0 telle que l’application : ~) --~

~’ ) soit linéaire continue de norme  . En outre si

~-y~~-~b~=U, .

2.3. Algèbre de Banach de fonctions de classe de Gevrey Ga~d

Soient x = (xl, ..., x~) E RP, y = (yl, ..., yq) E Rq, t = ,x) = (~xl~, ..., 
r

~ _ (~m ..., ~~) E (R+)p, ~’ _ (~m ..., ~q) E (R+)q. On 
i=1

q

03B6.y = 03A303B6i.yi, D-1ti la primitive par rapport à ti qui s’annule avec ti. U x SZ
i=i 

’

un ouvert de R~ x R~, ~U~ l’image de U par l’application x H (x,,

Pour

R>0, 03A9R = UR  03A9,



Soient a E NP, d un nombre ~ 1. On note

soit continue sur U x 52~, x S2) = {u e x > 0, E

a,V8 E Nq, sup c|03B4|+103B4!d}.

Nous appellerons x SZ) l’espace des fonctions de classe de Gevrey
sur U x n.

DÉFINITION 2.3.1. - Soient 03A9 un ouvert de Rq, u E et une

série formelle 4 en y dans SZ, 03C603B4y03B4 03B4! , où 03C603B4 > 0, ~03B4 E Nq. On

note

Par conséquent, u « ~ ==~ D00FF u « d~ E Nq, où est la dérivée
formelle de la série fjJ.

La proposition suivante nous permet de majorer une fonction composée.

PROPOSITION 2.3.2.2014 Soient n un ouvert de Rq, 03A9’ un ouvert de Rr,

u = (ui, ..., ur) E C°°(SZ; tels que u(SZ) C SZ’. Si uZ « 03C6i et si v « 03C8
alors

Considérons la série formelle en y, ~~(t, y) = ~ ~ ~~(t),
03B4~Nq 

S’

où ~a : j U) - R+ sont continues.

DÉFINITION 2.3.3. - On note x S2) = ~2c E x SZ);
(3c > O)(u « c~) ~ avec la notation u « ~ d~ E Nq, dx E UR,
sup y)|  c03C603B4(t), (où t = 
Q

On munit cet espace de la norme = min{c  0; u « 

PROPOSITION 2.3.4. Les espaces x SZ) sont des espaces de
Banach.



Dans toute la suite, nous désignerons par UR un voisinage ouvert au-
toabsorbant de RP c’est-à-dire vérifiant la propriété suivante

Il en résulte que est autoabsorbant.

On définit pour tout (~y, b) E (-N)P x N9, la dérivée formelle de ~(t, y)
par 

PROPOSITION 2.3.5. - Soit u E x SZ) alors pour tout (~y, ~) E
(-N)P x Nq, on a _ -

Considérons la série formelle obtenue à partir de la série de Taylor de la
fonction + ~’.y) en lui appliquant un opérateur de Gevrey,

Cette série formelle est bien définie pour t E ~L~. .

COROLLAIRE et DÉFINITION 2.3.6. - On note,

Munis de la norme = > 0; u « les espaces sont

des algèbres de Banach de fonctions de classe de Gevrey associées à

la fonction ~°~’d .
Le lemme suivant nous montre que l’on peut travailler indifféremment

sur les espaces ou sur les espaces .



LEMME 2.3.7

1) C °  l#’  l#,

2) Pour tout Ç OE (R*+)q, et tout u G il existe Ro > 0, tel que
pour tout R’ G]0, Ro[, u G pour g quelconque.

oe k

LEMME 2.3.8. - Soit Ù£(z) = £ . Pour tout Q > 1, il existe
~ ~

c = c(q) > 0 tel que

Par suite,

PROPOSITION 2.3.9. - Pour 0 ~ c  R~, on a

PROPOSITION 2.3.10. Pour tout (~, ~) E (-N)p x Nq tel que ~-y~ +
0, il existe une constante > 0 telle que l’application :

--~ soit linéaire continue de norme  .

2.4. Algèbre de Banach de fonctions de classe de Gevrey 

Soient d un nombre > 1, x = (x1, ..., xr) E CP, y = (yl, ..., yq) E Rq,
~ _ ..., ~p) E (R+)p, ~ _ (~1, ..., ~q) E (R+)q. On note

P q

03BE.x = 03A3 03BEixi, 03B6.y = 03A3 03B6iyi, U x SZ un ouvert de Cpx x R00FF.
i=1 i=1

Pour R > 0, on note UR = ~x E  R~, SZR = UR x SZ,
x S2) = ~u : U x SZ --~ C; db E Nq, D00FFu soit holomorphe en

x et continue en y~, x S2) = ~u E x S2)/~c > 0, ‘db E
N9, sup  

vx~

Nous appellerons x SZ) l’espace des fonctions de classe de Gevrey
sur (U x S2).



Soit ~(~ y) = L (y) ~ ~ ~ ( x ) une série formelle en dans SZ c Rq où les.

~$ sont des séries entières en x à coefficients positifs ou nuls, et convergentes
dans un même voisinage U de l’origine de CP.

Pour tout u E x S2 ) , on note

ce qui équivaut à

et on a également

On note

PROPOSITION 2.4.1. - Muni de la norme ~ = 0; u « c~ },
SZ) est un espace de Banach.

Considérons la série formelle ~R d (x, y), vérifiant (~R’d)2 ~ ~~’d définie
pour x E UR par:

COROLLAIRE et DÉFINITION 2.4.2. - On note

Munis de la norme = 0; u « les espaces sont

des algèbres de Banach de fonctions de classe de Gevrey associées à
la fonction majorante 



Le lemme suivant nous donne les relations entre les espaces GR’d et 

LEMME 2.4.3

1) c pour 0  R’  R,

2) Pour tout u E x SZ) il existe Ro > 0 tel que pour R E

]0, U E 

LEMME 2.4.4. Pour tout r~ > 1, il existe Ro > 0, tel que pour tout
u E R Ro~, , il existe c > 0 tel que :

LEMME 2.4.5. Pour tout r~ > 1, il existe une constante c = > 0,
telle que

PROPOSITION 2.4.6. - Soient u E et R’ > 0 tels que 
R’, alors

PROPOSITION 2.4.7. Pour tout (03B3, 03B4) E Zp  Nq tel que |03B3| + |03B4|  0, il
existe une constante > 0 telle que l’application :

--~ soit linéaire, continue de norme  c.~,~s~~’~~R-~’~~-I~~ . .
En outre , on a = 1 si (~y~ = 0, S = 0.

3. Problème de Cauchy généralisé

3.1. Problème de Cauchy généralisé dans l’espace des fonctions
holomorphes

On considère au voisinage de l’origine de C’~ le problème semi-linéaire
suivant: 

_ _



fi est une fonction des variables x1, ..., xn et de y = E où

m = cardB, que l’on suppose holomorphe dans un voisinage de l’origine de
cn+m.

La condition uk = signifie que pour tout k E ~ 1, N~ , uk (x ) =
x03B1k gk (x) où gk est holomorphe dans un voisinage de l’origine de Lors-

qu’elle est vérifiée, on a Dauk (o) = 0 pour tout k E [1, N] et pour tout

On pose pour tout (k, ~3) E B et pour tout i E [1, N]

et, pour tout ~ E (R+)n on note,

la matrice spectrale associée au système (3.1.1), et ~(~) le rayon spectral de
la matrice A(~), c’est-à-dire la valeur absolue maximale des valeurs propres
de A(~).

LEMME 3.1.1. - Soit A(~) la matrice spectrale du système (3.1.1) et soit
~(~) son rayon spectral. Si -~ 0 alors a(~) - 0 quand ~ - oo.

Preuve. - Notons

s(~) _ et A’(~) = s(~)A(~)s-I (~).
Alors A(~) et A’ (~) ont même rayon spectral. Soit X un vecteur propre de

A’(~) et ~(~) une valeur propre associée à X, on a = ~(~’)X.
Par conséquent = 

Considérons = su p norme induite de A sur Rn alors

|03BB(03BE)|  ~A(03BE)~. L’espace vectoriel des matrices étant de dimension finie n2,



il existe un C > 0 tel que Il  = C sup ( où 
i,j 

’ ’

sont les coefficients de la matrice A, donc ~ ~ (~ ) ~  Par suite, si
pour tout (i, j) E ~1, N~2, -~ 0 quand ~ -~ oo, alors ~(~’) - 0 quand
~ --~ oo .

THÉORÈME 3.1.2 (dit de Cauchy-Kowalewsky-Lednev ~L~ ) . ,S’il existe
un ~ E (R+)n tel que ~(~)  1, le problème (3.1.1) admet une unique
solution u = (ul ..., UN) où chaque u2 est holomorphe dans un voisinage de
l’origine de C’~ pour 1  i  N.

COROLLAIRE 3.1.3 (Théorème de Cauchy-Kowalewsky, version historique
~K~). Considérons le système (3.1.1) avec ai = (mi, 0, ..., 0) où m2 E N
pour 1  i  N, et pour conditions initiales = gZ,h{x’) où
0  h  mi -1. Alors pour tout et fi (x, DBu) holomorphes dans un
voisinage de l’origine de respectivement, il existe une unique
solution u = (u1, ..., uN) où chaque ui est holomorphe dans un voisinage de
l’origine de .

Preuve. Il suffit de montrer que la condition sur le rayon spectral est
vérifiée pour le système de Cauchy-Kowalewsky.

Soit

la matrice spectrale associée au système (3.1.1), et S = 
(~(rnZ’4’...,4) )iEE [ 1,N ~

Notons 77 = ..., 
= (1, 0, ..., 0) alors pour tout ~i E Bk, on a

 o, ..., 0). En posant ~ _ ..., et en faisant tendre t vers
oo, on a 0. Comme SAS-1 et A ont même rayon spectral,
on a d’après le lemme 3.1.1 À(ç) -~ 0. Donc on peut trouver un ~ assez
grand, tel que À(ç)  1. c.q.j.d

La preuve du théorème 3.1.2 résulte de la proposition 3.1.6 et des con-
sidérations suivantes.

En considérant pour tout k e [ 1, N] , vk = comme nouvelles
inconnues, on peut supposer ak = (0,...,0). La matrice spectrale associée
au système :



où DB’ v = E B’~, B’ = x B, Bi est une partie finie
k

de l’ensemble {(3’ E Z’~/~,Q’~  0, ,Q’ ,~ 0~, ~3’ E Bi vérifie (3’ = /3 - /3 E
Bk a le même spectre que la matrice associée au système (3.1.1).

En effet, posons pour tout (l~, E B’ et pour tout i E [1, N~,

on a alors

Pour tout ~ E (R+)n on note A’(ç) la matrice spectrale de (3.1.1’).

Si S(1) = alors A’(1) = s(~)A(~)s-1 (~)~ A’ et
A ont même spectre, et par conséquent même rayon spectral. De plus, on
peut supposer 0) = 0 pour tout j E [1, ~V~.

En effet, posons Cj = et = pour tout

j E [1, N), alors

= D v + c~ = DBv) (3.1.1")

où g3 (x, y) = y + c~ pour tout j E [1, N~. Vu que = 0

pour tout (k, ~3) E B, on a g~ (o, 0) = 0) - c~ = 0.

On vérifie sans peine que la matrice spectrale de (3.1.1"), a le même
spectre que et, par conséquent le même rayon spectral.

Par conséquent, il s’agit de prouver le théorème pour le problème

et Bi est une partie finie de l’ensemble E O,,Q ~ 0}, et f~ (o, 0) _
0 pour tout j E [1, N~.



A cet effet, nous allons montrer que l’application 03C8 : (ul, ..., uN) -
(fZ(x, est une contraction stricte, dans une boule fermée d’un
espace de Banach, définie à l’aide des fonctions majorantes. Nous utiliserons
les algèbres de Banach BR(ç) définies dans le paragraphe 2.1.

Soient ~ E (R+)n tel que ~(~)  1 et ~c E ~~(~),1 ~. ~ étant ainsi fixé,
nous noterons simplement BR l’algèbre de Banach BR(~).

D’après un théorème de Frobenius [F], il existe un vecteur T = (Tl, ..., TN)
de composantes positives tel que

Notons BR = (BR)N, et définissons sur BR = (BR)N la norme =

N

~ est la norme définie sur BR .
Z=1

Puisque BR est un espace de Banach pour la norme u ~--~ =

i

(ul, ..., uN) E BR et que

est donc un espace de Banach.

LEMME 3.1.4 (Taylor). S’oit f une fonction . (x, y) ~ f(x, y) holo-
morphe dans un voisinage de l’origine de vérifiant f (o, 0) = 0, il
existe une fonction G : (x, y, z) ~--~ G(x, y, z),holomorphe dans un voisi-
nage de l’origine de vérifiant G(o, 0, 0) = 0, telle que pour (x, y, z)
assez petit dans 

Par suite, il existe une fonction F : (x, y) E--~ F(x, y) holomorphe dans un
voisinage de l’origine de vérifiant F(0, 0) = 0, telle que pour (x,y)
assez petit dans 



Preuve. - Posons f(x, y) = f(x, y - z + z) = f(x, h + z) = H(x, h, z)
Soit Hn la partie homogène de degré n de H par rapport à h. On a H(x, h, z) =

Tt~O

Or, d’après la formule d’Euler pour les fonctions homogènes, on a

Or, Ho(x, h, z) = H(x, 0, z) = f(x, z). Par suite,

On a alors,

Par conséquent



On a alors ~H1(0,0,0) ~hj = ~f(0,0) ~yj Par suite d’après (3.1.3), on a

G est holomorphe dans un voisinage de l’origine de et vérifie

G(o, 0, 0) = 0.

Par suite, en prenant z = 0 dans l’équation (3.1.3), on a

Posons F(x, y) = 03A3 1 n ~Hn(x,y,0) ~yj. F est holomorphe dans un voisi-
nage de l’origine de et vérifie F(o, 0) = 0, c.q.f.d.

LEMME 3.1.5. Soient 03BE E (R+)n, R1 > > > l, f une fonc-
tion x H f(x) holomorphe et bornée dans le disque 0(r~, R1 ) - ~x E
Cn/ [  telle que f (o) - 0, h une fonction (x, y) H h(x,y)
holomorphe et bornée dans le polydisque

telle que h(0, 0) = 0 et g une fonction (x, y, z) ~---~ g(x, y, z) holomorphe et
bornée dans le polydisque

03942(~, Rm _ y, z) E I  |yj |  Ri, |zj (  

telle que g(0, 0, 0) = 0.

Posons pour



avec

alors il existe c(~) E R+ tel que pour tout R R1] et R’ R’1] on a

Par suite, on a

Preuve. Soient R EJO, R1~ et R’ D’après les inégalités de
. Cauchy, on obtient

Par suite,

Considérons la fonction ~R ~R-03BE.x dont la série de taylor 03A3(03BE.x ~R)k admet°~ ~°~ k=0 °~
n

pour domaine de convergence l’ouvert (z OE C’~ / £ £; . ]z; ]  qR). On a
;=1

Or pour tout a ~ (N*)n, on a |03B1|! 03B1!  1. Ce qui signifie que



On a donc

D’après le lemme 2.1.6, pour tout r~ > 1, il existe > 0 tel que

En utilisant le même principe de démonstration que pour g, on obtient pour
h et f, les inégalités désirées, c. q. f. d.

PROPOSITION 3.1.6. - Il existe des nombres Ro > 0, a > 0 tels que pour
tout R EJo, RoJ, , l’application 03C8 : u H soit une contraction stricte dans
la boule fermée B’(O,a) = ~u E BR ~~~u~~T  a~ de l’espace de Banach BR .

Preuve. D’après le lemme 3.1.4, pour tout i E [1, N], et pour tout
(k, ~i) E B, il existe Fk’a : (x, y) H y) holomorphe dans un voisi-
nage de l’origine de vérifiant 0, et : (x, y, z) H
G~’’~ (x, y, z) holomorphe dans un voisinage de l’origine de vérifiant

(0, 0 , 0) = 0, tels que

Pour tout i E [1, N~, fZ étant holomorphe dans un voisinage de l’origine de
Cn+m, étant donné un ~ > 1 il existe un Ri > 0 tel que fi soit définie et
bornée sur Ri). .

De même pour tout i E [1, N~ et pour tout (k, ~3) E B, et 
étant holomorphes dans un voisinage de l’origine de respec-
tivement, il existe Ri > 0 tel que et soient définies et bornées sur

, OZ (r~, R1, R1 ) respectivement.



D’après le lemme 3.1.5, il existe > 0 tel que pour tout R E

j0, Rlj, R’ Ejo, Rij, pour tout i E [1, Nj et pour tout (I~, ~3) E B, on a

Etant donné que pour tout i E ~1, N~ et pour tout (k, ~3) E B,
= = = 0, on a E(R), E1 (R, R’), et EZ(R, R’)

qui tendent vers zéro quand (R, R’) tend vers zéro.

1) Cherchons d’abord les conditions suffisantes sur a > 0 et sur
R E]0, Ri] telles que ~(B’(o, a)) c B’(0, a). .

Soient a E R+ et u E B’ (0, a) .

Pour tout

E B, on a D03B2uk « = 

D’après la proposition 2.1.3, 2), il existe un c2 > 0 tel que

par conséquent

D’après l’équivalence des normes sur il existe c3 > 0 tel que

Si

la proposition 2.1.5 prouve que pour tout E B, on a



Nous noterons O (R) et O (R, R’ ) toute fonction de R ou de (R, R’ ) qui
tend vers zéro quand (R, R’) tend vers zéro. Les inégalités (3.1.10) s’écrivent
alors

a x R’c4, R’.

D’après (3.1.5), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.11), on obtient, pour tout i E ~1, N~

Par conséquent,

D’après l’inégalité (3.1.2), on obtient

Par conséquent a)) c B’(0, a) si

2) Cherchons les conditions pour que 03C8 soit une contraction
stricte.

Soient u, u’ E B’(0, a), les conditions (3.1.12) étant réalisées, pour tout
(J~, ,C3) E B, on a

Alors d’après (3.1.6),(3.1.7),(3.1.13) et (3.1.14), et en notant O(R) et
O (R, R’ ) toute fonction de R ou de (R, R’ ) qui tend vers zéro quand (R, R’ )



tend vers zéro, on obtient pour tout i E [1, N~,

Par conséquent,

Par suite, en utilisant l’inégalité (3.1.2), on obtient

(I~ + - 

Pour que 03C8 soit une contraction stricte, il suffit que

~c -f- O(R’, R)  ~co  1

En résumé, il suffit de satisfaire

En reprenant le raisonnement de Wagschal [W], il existe R2 et

R’ E ~ 0, R i ~ tels que

~c + O (R, R’)  pour tout R R2]

R’ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0  a  c4R’, puis Ro R2] assez
petit pour que

R’, (1 - pour tout R Ro]

La proposition prouve également l’unicité de la solution du théorème.

En effet, soient u = (ul, ..., uN) et u’ = (~i, ..., u~) où chaque ~~ et
uk sont des fonctions holomorphes dans un voisinage de l’origine de C~
vérifiant uk = DBu), u~ = DBu’), et = u~(o) = fk(o, o)
pour tout k E [1, N] .. 



D’après le corollaire 2.1.7, on a uk « et uk « 
pour tout R > 0 suffisamment petit et pour tout k E ~1, NJ. Ce qui signifie
que O(R), O(R), et par suite O(R), O(R) .
En choisissant R e]0, Ro] tel que a, on prouve que u et u’ sont deux
points fixes de la contraction stricte. c. q. f. d.

3.2. Problème de Cauchy généralisé dans l’espace des fonctions
partiellement holomorphes

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothèse de continuité par
rapport à certaines variables.

On considère au voisinage de l’origine de RP x C~ le problème semi-
linéaire suivant:

Bk est une partie finie de

pour 8 E zq, fi pour tout i E ( 1, N] est une fonction des variables x E RP,
y E Cq et de z = C"2, où m = cardB, que l’on suppose
de classe dans un voisinage de l’origine de RP x c’est-à-dire
continue en x et holomorphe en (y, z). .

Si Ui est de classe dans un voisinage de l’origine de RP x Cq pour
tout i E [1, N~ la condition u2 = signifie



On pose pour tout (k, y, ~) E B et pour tout i E [1, N~,

et pour tout ( E (R+)q, on note

la matrice spectrale associée au système (3.2.1), et ~(~) le rayon spectral de
la matrice A(~).

THÉORÈME 3.2.1. - S’il existe un ~ E (R+)q tel que ~(~)  1, le

problème (3.2.1) admet une unique solution u = (u1, ..., uN) où chaque ui est
de classe dans un voisinage de l’origine de RP x Cq pour 1  i  N.

COROLLAIRE. - Considérons le problème de Cauchy en prenant dans
(3.2.1) les hypothèses suivantes: a2 = 0, ~3Z = (mi, 0, ..., 0) où m2 E N et
les conditions initiales = 0, pour 0  h  mi - 1. Si

f2(x, E dans un voisinage de l’origine de RP x alors le

problème (3.2.1) sous les conditions précédentes admet une unique solution
u = (ul, ..., uN) où chaque ui est de classe dans un voisinage de R~ x

.

Preuve. Il suffit de vérifier que la condition sur le rayon spectral est
vérifiée. Soit A(~) la matrice spectrale du système considéré

Bk est une partie finie de l’ensemble

En prenant q = (1, 0, ..., 0) E (Rt)q on  0, ..., 0). En posant
( = ..., et en faisant tendre t vers l’infini, on obtient 0

où S est la matrice diagonale = D’après le
lemme 3.1.1, ~(~) --~ 0. On peut donc trouver un ( assez grand de façon à
avoir ~(~)  1. Ce qui prouve que la condition sur le rayon spectral est bien
vérifiée. c. q. f. d.



La preuve du théorème 3.2.1 résulte de la proposition 3.2.4 et des con-
sidérations suivantes.

Comme dans le cas holomorphe, nous supposerons que ak = (0, ...,0) E
= (0,...,0) E Nq et f k (o, 0, o) - 0 pour tout k E [1, N]. Il s’agit

alors de prouver le théorème pour le problème

Bi est une partie finie de l’ensemble

f (’Y~ a) e (-N)~ X + ~~ (’Y~ b) ~ (~~ ~)~~

et f k (o, 0, 0) = 0 pour tout k E [1, N~ .

La matrice spectrale de ce système est alors

Remarque 1. S’il existe un Ç E (R+)q tel que a(~)  1 , il résulte qu’il
existe un ~ E (R+ )p tel que a (~, ~)  1 où a (~, ~) est le rayon spectral de
la matrice

Nous allons montrer que l’application 03C8 : (u1, ..., uN) ~ (fi(x,y,
est une contraction stricte dans une boule fermée d’un

espace de Banach.

Nous utiliserons les algèbres de Banach ER(~, ~) définies dans le para-
graphe 2.2.

Soit ( E (R+)q tel que À(()  1, il existe £ E (R+)p tel que ~(~’, ~)  1

(remarque 1).

Soit  E [À(ç, (), 1[, il existe un vecteur T = (Tl, ..., TN) de composantes
positives tel que



(03BE, 03B6) étant ainsi fixés, nous noterons simplement ER l’algèbre de Banach
ER(03BE, 03B6).

Notons ER = (ER)N et définissons sur ENR = (ER)N la norme ~u~T =
N

~ est la norme définie sur ER. Alors est un

2=1

espace de Banach.

On énonce maintenant un lemme analogue au lemme 3.1.4 dans l’espace
des fonctions de classe .

LEMME 3.2.2. Soit f une fonction :(x, y, z) H f (x, y, z) de classe 
dans un voisinage de l’origine de RP x vérifiant f (o, 0, 0) = 0, il existe
une fonction G :

(x, y, z, z’) H G(x, y, z, z’) de classe dans un voisinage de l’origine de
RP x vérifiant G(o, 0, 0, o) - 0, et telle que pour (x, y, z, z’) assez
petit dans RP x 

Par suite, il existe une fonction F : (x, y, z) H F(x, y, z) de classe 
dans un voisinage de l’origine de RP x vérifiant F(0, 0, 0) = 0, et

telle que pour (x, y, z) assez petit dans RP x 

LEMME 3.2.3. Soient (~, ~’) E (R+)p+q, R1 > 0, RÎ > 0, r~ > 1, f une
fonction (x, y) H f(x, y) bornée et de classe dans le polydisque

telle que f(O, 0) = 0, h une fonction : (x, y, z) H h(x, y, z) bornée et de classe
dans le polydisque

O1 (~l~ Ri = f (x~ y, z) E R.~ x  Ri ~ ~j ~  (zj ~  Ri~

telle que h(0, 0, 0) = 0 et g une fonction (x, y, z, z’) H g(x, y, z, z’) bornée
et de classe dans le polydisque

= 

E Rp X   (zj  R’1, |z’j |  R1I



telle que g(0, 0, 0, 0) = 0. Posons pour

avec

alors il existe E R+ tel que pour tout R R1~ et R’ R1~, , on a

Par suite, on a

Preuve. - En utilisant le même raisonnement que dans la preuve du
lemme 3.1.5, et l’inégalité suivante

« + ~~y)~
on obtient les inégalités désirées, c. q. f. d.

PROPOSITION 3.2.4. - Il existe des nombres Ro > 0, a > 0 tels que pour
tout R E]0, Ro], l’application 03C8 : u H soit une contraction stricte dans
la boule fermée B’(0, a) = ~u E  a~ de l’espace de Banach .

Preuve. D’après le lemme 3.2.2, pour tout i E [1, N], et pour tout
(k, ~y, ~) E B il existe une fonction : (x, y, z, z’) H y, z, z’)
de classe dans un voisinage de l’origine de RP x cq+2m, vérifiantGZ (0, 0, 0, 0) - 0, et une fonction F~ : . (~c,~) ~ de
classe dans un voisinage de l’origine de RP x vérifiant

Fk’~’a (0, 0, 0) = 0, telles que



Pour tout i E [1,N], fi étant de classe Co,u; dans un voisinage de l’origine
de RP x étant donné un r~ > 1, il existe un Ri > 0 tel que /t soit
définie et bornée .

De même pour tout i E [1, ~V] et pour tout (k, ~y, ~) E B, F~’~’’s et 
étant de classe dans un voisinage de l’origine de RP x et de

RP x cq+2m respectivement, il existe Ri > 0 tel que F~’~’~ et Gk’~’’~ soient
définies et bornées sur 01 (r~, R1, Ri ), et L~2 (r~, B1, respectivement.

D’après le lemme 3.2.3, il existe ci ( r~ ) > 0 tel que pour tout R E J 0, 
R’ E J 0, RÎ J , pour tout i E [ 1, NJ et pour tout (k, -y, ~) E B, on a

On raisonne ensuite comme dans la démonstration de la proposition 3.1.6.

3.3. Problème de Cauchy généralisé dans les espaces de fonctions
de classe de Gevrey Ga,d

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothèse de continuité par
rapport à certaines variables et nous abandonnerons l’hypothèse d’holomorphie
par rapport à y en la remplaçant par une hypothèse de Gevrey. Ce qui
généralise le problème de Pucci et de Talenti concernant le problème de
Cauchy.

On considère dans un voisinage de l’origine de RP x Rq le problème
semi-linéaire suivant:



Bk est une partie finie de {(03B3,03B4) E ZP x + 7  03B1k}, où
d  1, 03B3  03B1 signifie 03B3  a et 03B3 ~ o:, D-1xj = xj 0,

f2 est une fonction des variables x E RP , y E Rq et de z = 
Rm, où m = cardB, que l’on suppose de classe de gevrey dans un voisi-

nage de l’origine de RP x 

THÉORÈME 3.3.1. - Le problème (3.3.1) admet une unique solution u =
(ui ..., UN) où chaque ui est de classe de Gevrey dans un voisinage de
l’origine de R~° x Rq, pour tout 1  i  N.

La preuve résulte de la proposition 3.3.4 et des considérations suivantes.

On remarque que si d = 1, ce théorème est contenu dans le théorème
3.2.1. En effet, étant donné que,  ~x, la condition sur le rayon spectral
À(ç)  1 est toujours satisfaite. Nous étudierons donc le problème pour
d>1.

Nous supposerons comme dans les cas précédents Qk = (0,...,0) E NP,
pour tout k E ~1, N~.

Il s’agit alors de prouver le théorème pour le problème suivant

A cet effet nous allons montrer que l’application



est une contraction stricte dans une boule fermée d’un espace de Banach.

Nous utiliserons les algèbres de Banach définies dans le paragraphe 2.3.

Soient ~ E (R+.)P, et ( E (R+.)q. Notons = et

posons

sup pour u = (ul, ..., uN) E Muni de cette

norme, l’espace est un espace de Banach.

On énonce maintenant un lemme analogue au lemme 3.1.4, dans l’espace
des fonctions de classe de Gevrey 

LEMME 3.3.2. - Soient d > 1 et f une fonction : (z, y, z) H f(x, y, z)
de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de Rp x , il
existe une fonction G : (x, y, z, z’) H G(x, y, z, z’) de classe de Gevrey G°~d
dans un voisinage de l’origine de R~ x telle que pour (x, y, z, z’)
assez petit dans RP x Rq+2m: :

LEMME 3.3.3. Soient 03BE E (R+)r, 03B6 ~ (R+)q, R1 > 0, Ri > 0, ~ > 1, SZ
un voisinage ouvert de Rq, f une fonction (x, y, z) ~ f(x, y, z) de classe
de Gevrey définie dans le polydisque

= {(x, y, z) E RP x  E 03A9, |zj |  R’1},

G une ,fonction (z, y, z, z’) H G(x, y, z, z’) de classe de Gevrey définie
dans le polydisque

alors il existe E R+ et Ro > 0 tels que pour tout R EJO, on a

Preuve. - Etant donnés ~ > 1, f et g de classe de Gevrey respec-
tivement dans et 02 (R1, Ri ), il existe c > 0 , R > 0, et R’ > 0



tels que pour tout
! E E tout (x, y, z) E 01 (R1, Ri ), et tout (x, y, z, z’) E

~2 (R1, Ri ), on ait

En utilisant la série

car

les inégalités (3.3.2) et (3.3.3.) signifient que pour tout x tel que  Ri,

En choisissant R  Ri, le lemme 2.3.8 prouve que pour tout q > 1, il existe
> 0 et Ro > 0 tels que pour tout R Ro~, on ait

PROPOSITION 3.3.4. - Soit d > 1. Il existe ao > 0 tel que pour tout

a > ao et tout R E)0, R0] suffisamment petit, l’application

soit une contraction stricte dans la boule fermée
B’(0, a) = ~u E  a} de l’espace de Banach 



Preuve. - Soient a > 0, u E B’(0, a) C 0  R  Ro, SZ un
voisinage ouvert de Rq .

D’après le lemme 3.3.2, pour tout i E [1, N] et pour tout (k, ~y, ~) E B,
il existe une fonction Gk’~’’~ : : (x, y, z, z’) H G~’~’s (x, y, z, z’) de classe de
Gevrey GO,d dans un voisinage de l’origine de RP x Rq+2m telle que

Etant donné que d > 1, pour tout (q, ô) E Bk , 1  N, on a ~~y) + ~~~  0.

Par suite d’après la proposition 2.3.10, il existe une fonction O :]0, Ro] -
R+ telle que lim O(R) = 0 et telle que pour tout (k, 03B3, b) E B

Ainsi pour  R,

et l’inégalité

implique

Par conséquent, les fonctions

pour tout i E [1, N~ et pour tout (I~, -y, ~) E B sont bien définies dans SZR
pour tout u, u’ E B (U, a), s’il existe un ci > 0 tel que

D’après le lemme 3.3.3, il existe > 0 et Ro > 0 tels que pour tout
R Ro], et pour tout i E [1, N] ,



D’après le corollaire 2.3.9 et sous une condition analogue à (3.3.6), on a

En reportant cette inégalité dans (3.3.7), et en utilisant la proposition 2.3.4,
on en déduit qu’il existe un c2 > 0 tel que pour tout i e [1, N] ,

ce qui signifie que pour tout i E [1, N] ,

Par suite,

Pour que a)) C B’(0, a), il suffit que

D’autre part, si u, u’ E B’ ( 0, a ) on a

En utilisant les majorations (3.3.8), (3.3.10) et le corollaire 2.3.6, on obtient
pour tout i E ~ 1, N~

c’est-à-dire, qu’il existe c3 > 0 tel que

ce qui signifie que, pour tout i E ~ 1, N~ ,

Par suite,

Par conséquent, ~ est une contraction stricte si c30(R)  1.
En résumé, il suffit que



Reprenons le raisonnement de Wagschal [W] : en prenant 
ao, puis R suffisamment petit pour satisfaire la première et la troisième
inégalités de (3.3.11 ), la proposition est démontrée. c. q. f. d.

L’application 03C8 étant contractante, le théorème du point fixe donne
l’existence d’une solution de 3.3.1. Reste à prouver l’unicité.

Considérons pour tout k E ~1, Nj, uk et uk deux fonctions de classe de
Gevrey dans un voisinage de l’origine de RP x Rq telles que uk =

y~ et uk = y~ 

Il existe un voisinage ouvert O C S2 de l’origine de Rq et d’après le
lemme 2.3.7, 2) il existe un nombre Ri E]0, Ro] tels que uk, uk E G°~’a(OR1 ),
~ E [1, Nj . .

Pour tout R EjO, R1 j on a à fortiori E .

~--~ norme de uk et de u~ dans l’espace
On a

et par suite

En choisissant a > max(ao, puis R EJo, min(Ro, R1)~
tels que 03C8 soit une contraction stricte dans la boule fermée B’(0, a) C

on prouve que u et u’ sont deux points fixes de la contraction
stricte, et donc que u = u’ sur OR. c. q. f. d.

3.4. Problème de Cauchy généralisé dans les espaces de fonctions
de classe de Gevrey 

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothèse d’holomorphie
par rapport à certaines variable et une hypothèse Gevrey par rapport aux
autres variables.

On considère dans un voisinage de l’origine de CP x Rq le problème
semi-linéaire suivant:



d un nombre ~ 1,

est une partie finie de

q

pour, E ZP, _ ~ ~i , D00FF = D00FFi ... D00FFq pour 8 E Nq .
i=1 

fi est une fonction des variables x E CP, y E Rq et de z = (z~’a)(~,,~,~)EB E
R’’’’’~, où m = cardB, que l’on suppose de classe de Gevrey dans un

voisinage de l’origine de x R~.
On pose pour tout (k, -y, b) E B et pour tout i E [1, N~,

et pour tout ç E (R+ ) ~, on note

la matrice spectrale associée au système (3.4.1), et ~(~) le rayon spectral de
la matrice A(~).

THÉORÈME 3.4.1. - S’il existe un ~ E (R+ )r tel que ~ (~)  1, le
problème (3.4.1) admet une unique solution u = (ul ..., UN) où chaque
u2 est de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de CP x Rq .

COROLLAIRE. - Considérons le système de Cauchy-Kowalewsky, en

prenant dans (3.4.1), cx2 = (mi, 0, ..., 0), mZ E N et pour conditions initiales
= 0, pour 0  h  mi - 1. Alors pour tout y, DBU(x, y)),

1  i  N de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de
Cp+mx,z x R00FF, il existe une unique solution u = (ul, ..., uN) où chaque ui est
de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de CP x Rq. .



Preuve. Il suffit de montrer que la condition sur le rayon spectral est
bien vérifiée. On a Bk est une partie finie de l’ensemble ~ (~y, b) E ZP x

+ mk~ (’Y~ ~) ~ (mk, 0, ..., 0)~, et

En prenant ~ = (1, 0, ..., 0) E on a  0, ..., 0). En posant
ç = (e’~1 t, ..., et en faisant tendre t vers l’infini, on obtient 0

où S est la matrice diagonale = (~~’"’~)~[i,~v]’ D’après le
lemme 3.1.1, ~(~) -~ 0. On peut donc trouver un ~ assez grand de façon à
avoir A(ç)  1. Ce qui prouve que la condition sur le rayon spectral est bien
vérifiée. c. q. f. d.

La preuve du théorème 3.4.1 résulte de la proposition 3.4.5 et des con-
sidérations suivantes.

On remarque que si d = 1, ce théorème est contenu dans le Théorème
3.1.2. Nous nous limiterons au cas d > 1.

Nous supposerons comme dans les cas précédents, que pour tout k E
[1, NJ, cxk - (0, ..., 0) E (N)P. De plus, pour tout (~y, ô) E B1, il existe

j E [1, ~V] tel que  0, ce qui implique que pour tout u, on a y) =
0, Vy E SZ, où Q est un voisinage ouvert de l’origine de Rq . On peut donc
en prenant fZ(o, y, 0) comme nouvelle inconnue supposer y, 0) = 0
pour tout et pour tout NJ .

Il s’agit alors de prouver le théorème pour le problème

B = x Bi et Bi est une partie finie de f {~y, ~) E Zp x Nq / ~ y~ + d~ b ( 
k

0, {’Y~ b) ~ {0~ ~)~~

La matrice spectrale de ce système est alors

Nous noterons encore À(ç) le rayon spectral de cette matrice.

Nous allons montrer que l’application



est une contraction stricte dans une boule fermée d’un espace de Banach.

Nous utiliserons les algèbres définies dans le paragraphe 2.4.

Soient ~ E (R+.)P tel que ~(~)  1, ( E (fixé arbitrairement), et
[~(~)? ![’ Il existe un vecteur T = (Ti, ...,T~) de composantes positives

tel que

Posons = et définissons sur la norme
N

~u~T = 03A3~ui~Ti.
Z=1

Alors est un espace de Banach.

LEMME 3.4.2. Soit f une fonction : (x, y, z) H f(x, y, z) de classe
de Gevrey dans un voisinage de l’origine de x R00FF vérifiant
f (o, y, 0) = 0, il existe une fonction G : (x, y, z, z’) H y, z, z’) de classe
de Gevrey dans un voisinage de l’origine de x R00FF vérifiant
G(o, y, 0, 0) = 0, et une fonction A : y H A( y) de classe de Gevrey d dans
un voisinage de l’origine de R00FF vérifiant A(o) = 0 telles que pour (x, y, z, z’)
assez petit dans x R00FF :

Par suite, il existe une fonction F : (x, y, z) H F(x, y, z) de classe de Gevrey
dans un voisinage de l’origine de x R00FF, vérifiant F(0, y, 0) = 0

telle que pour (x, y, z) assez petit dans x R00FF :

La fonction A définie précédemment vérifie le Lemme suivant :

LEMME 3.4.3 (W~ . . - Soient O un voisinage de l’origine de Rq, A : O -
C une fonction de classe de Gevrey d > 1 telle que A(o) = 0. Alors, pour
tout E > 0, il existe un nombre R > 0 et un voisinage ouvert SZ c O de
l’origine de Rq tels que A E et E.



LEMME 3.4.4. Soient (~, ~) E (R+)p+q, R1 > 0, Ri > 0, r~ > 1, d >
1, SZ un voisinage ouvert de l’origine de Rq, f une fonction (x, y) H f(x, y)
de classe de Gevrey dans le polydisque = {(x, y) E CP x
Rq/ , y ~ 03A9} telle que f(0, y) = 0 ~y ~ 03A9,

F une fonction (z, y, z) ~ F(x, y, z) de classe de Gevrey dans le

polydisque

03941(~, R1, R’1) _ {(x, y, z) E |  ~R1, y E 03A9, |zj|  R’1}
telle que F(0, y, 0) = 0, Vy E SZ et G une fonction (x, y, z, z’) H G(x, y, z, z’)
de classe de Gevrey dans le polydisque

03942(~, R1, R’1) = {(x, y, z, z’) E x |

telle que G(0, y, 0, 0) = 0, Vy E S2. .

Pour 0  R  R1, et 0  R’  R1, on note O(R) et O(R, R’) toute
fonction de R ou de R, R’ qui tend vers zéro quand (R, R’) tend vers zéro,
alors il existe E R+ tel que pour tout R R1~ et R’ Ri~ on a

Preuve. - Soient R et R’ 

Etant donné que f (o, y) = G(o, y, 0, 0) = F(O, y, 0) = 0 Vy E SZ, on
peut écrire



où fj , et sont définies et de classe de Gevrey dans jRi),
~ 1 (r~, R1, Ri ) et 02 (r~, R1, Ri ) respectivement.

D’après les lemmes 2.4.4 et 2.4.5, pour tout R e]0, Ri], R’ e]0, pour
tout r~ > 1, il existe > 0 tel que pour tout j E (1, p~, k E ~1, m]

De plus pour tout j E (1, p~, et pour tout k E [1, m] on a

~ 

1
Il existe, pour tout 1] > 1, un c2(~) > 0 tel que | 03A3Ckn1 ~n-k |  02(77)A:=o 

par suite,

On a alors, on a

On en déduit en utilisant le fait que (~R’d)2 « que pour tout 0  R 



PROPOSITION 3.4.5. Soit d > 1 il existe des nombres Ro > 0, a > 0
tels que pour tout R R0], l’application 03C8 : u ~ 03C8(u) soit une contraction

stricte dans la boule fermée B’(0, a) = ~u E a~ de
l’espace de Banach 

Preuve. Lorsque d > 1, (~y, ~) E B1 et (-y~ + ~b~ = 0, on a nécessairement
~-y~=Oet~=0.

Soit u E B’ (0, a) Pour tout ( l~, -y, b) E B, d’après la proposition 2.4.7, il
existe une fonction O :]0, Ro~ -~ R+ telle que lim O(R) = 0 et telle que

R-0

Sous les conditions

on a, d’après la proposition 2.4.6,

D’après le lemme 3.4.2, pour tout i E et pour tout (J~, ~y, b) E B
il existe une fonction G~’~’’~ : (x, y, z, z’) H G~’~’a (x, y, z, z’) de classe
de Gevrey dans un voisinage de l’origine de x R~, vérifiant

Gk’~’~ (o, y, o, 0) = 0 pour tout y E SZ, une fonction A~’~’’s : y H Ak’~’s ( y) de
classe de Gevrey d vérifiant A~’~’~{o) = 0 et une fonction ~~~ : (x, y, z) H

y, z) de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de
x R~ vérifiant (0, y, 0) = 0 pour tout y E SZ, telles que



Pour tout i E [1, N] , fi étant de classe de Gevrey dans un voisinage
de l’origine de x Rq, étant donné un r~ > 1, il existe un Ri > 0 tel
que /t soit définie sur R1 ) .

De même pour tout i E [1, N~ et pour tout (k, ~y, 8) E B, et G~’~’’a
étant de classe de Gevrey dans un voisinage de l’origine de x Rq,
Cp+2m x Rq respectivement, il existe Ri > 0 tel que et G~’~’’a soient
définies sur , 02 (r~, Ri, R1 ) respectivement.

D’après le lemme 3.4.4, il existe > 0 tel que pour tout R 
R’ E J 0, pour tout i E [1, N~ et pour tout ( 1~, y, ~ ) E B, on a

Donnons-nous des nombres fik > 0 pour 1 ~ i,1~  N tels que la matrice
M = = + Eik 03A3 03B603B3)1i,kN ait un rayon spec-

tral 03BB1(03BE)    1.

On raisonne ensuite comme dans la démonstration de la proposition
3.1.6, pour trouver Ro > 0 et a > 0. c. q. f. d.

Reste à montrer l’unicité de la solution du théorème 3.4.1.

Soient pour tout k E ~ 1, N] uk et u~ deux fonctions de classe de Gevrey
dans un voisinage de l’origine de CP x Rq vérifiant uk = fk(x, y, DBU)

et uk = fk(x, y, 

D’après le lemme 2.4.3. 2) il existe Ri > 0 tel que uk et uk soient dans
pour R  R1.

Etant donné que = 0 pour tout y, pour tout k E ~1, N~, toute
solution u et u’ des équations précédentes vérifient pour tout k e [1, N], ,
uk (o, y) = 0, uk (o, y) = 0 pour tout y.

On a alors pour tout k E uk « et

u~ ~ y), et par suite  O(R) et O(R). Donc
pour R > 0 assez petit tel que u et u’ soient dans la boule B(o, a) de

u et u’ sont deux points fixes de la contraction .



Donc u = u’ dans Ce qui prouve l’unicité de u dans 
au voisinage de l’origine.

On raisonne alors comme dans la démonstration de la proposition 3.1.6
pour prouver l’unicité. c.q. f .d.
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