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Théoreme du point fixe
et Théoreme de Cauchy-Kowalewsky-Lednev
pour les systémes semi-linéaires )

CHANTAL Moussy (U

RESUME. — Ce travail a pour objet d’étendre la méthode de démons-
tration utilisée par Wagschal [W] pour résoudre un probléeme de Cauchy
généralisé (i.e. probleme de Goursat pour certains auteurs) scalaire semi-
linéaire, & un systéme d’équations semi-linéaires. Cette méthode consiste &
utiliser le Théoréme du point fixe dans des espaces de Banach appropriés.
Nous commencerons par établir un historique du Théoréme de Cauchy-
Kowalewsky-Lednev.

Dans la seconde partie, nous rappellerons la construction des algébres de
Banach données par Wagschal, qui nous permettra de définir par la suite
nos espaces de Banach.

La troisiéme partie sera consacrée a 1’étude du probléme de Cauchy géné-
ralisé dans divers espaces de fonctions holomorphes, partiellement holo-
morphes, et partiellement Gevrey.

ABSTRACT. — We want to reduce the proof of Cauchy-Kowalewsky the-
orem for systems in the generality introduced by Lednev dealing with
the notion of spectral radius, by using the fixed point theorem in Banach
spaces of holomorphic, partially holomorphic and partially Gevrey func-
tions. This work generalizes Wagschal’s results and methods to a system
of semi-linear equations.

We start by an historic of Cauchy-Kowalewsky-Lednev Theorem.

In the second part we recall the construction of Banach algebras, which
are defined through the formalism of Cauchy majorant functions in the
holomorphic case, or the formalism of formal power series in the Gevrey
case.

The third part will be devoted to the study of generalized Cauchy problem
in this different Banach spaces.
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1. Historique du théoréme de Cauchy-Kowalewsky-Lednev

En 1842, Cauchy énonce, dans un théoréme fondamental, les conditions
de convergence d’une série formelle & l'aide des fonctions majorantes [C1],
puis décide d’appliquer ce principe & l'intégration par séries des équations
aux dérivées partielles. Il établit alors dans [C2], un théoréme d’existence et
d’unicité de la solution analytique du ”probléme de Cauchy scalaire (c’est

a dire & une seule équation), quasi linéaire” (suivant la terminologie de
Petrowski [P]) :

n
Du=) AD,u+B
i=1
Ujt=0 = UO(IL‘I, sey xn)

ou B, A; sont des fonctions analytiques des (n + 1) variables ¢, z1, ..., T, €t
de Pinconnue u elle méme fonction des mémes variables, et ol u, est une
fonction analytique des variables z1, ..., Ty,.

La démonstration consiste & développer en série formelle la solution.
Les coefficients de cette série, obtenus & ’aide des conditions initiales et
de I’équation en déterminent alors 'unicité. La convergence de cette série
résulte alors de son théoréme sur les fonctions majorantes précédemment
évoqué. Dans un premier temps, il étend dans [C3], paragraphe I, ce résultat
et cette méthode de démonstration au ”probleme de Cauchy pour les syste-
mes quasi linéaires ” de la forme :

N n

Dyu; = ZZAisziuk +B; pour 1<j<N
k=1 i1=1

Ujlt=0 = Uo,j(T1, -y Tn) pour 1<j<N

B;, A sont des fonctions analytiques des (n + 1) variables t,x1,...,Tn et
de linconnue u = (uy,...,un) elle méme fonction des mémes variables, et
oll ug ; est une fonction analytique des n variables x1,..., T, .

Dans un second temps, il généralise le résultat et la méthode de démons-
tration de [C2] au ”probléme de Cauchy scalaire semi-linéaire” de la forme :

Dyu = F(x1, .., Tnyt, U, Dy 0y ooy Dy u)
Ujg=0 = Uo(T1, -y Tn)

ou F et u, sont des fonctions analytiques en leurs variables respectives, et
u est une fonction de t, x4, ..., Ty.
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Dans [C3|, paragraphe II, il étend le résultat et la méthode de démons-
tration du paragraphe I, au "probléme de Cauchy pour les systémes semi
linéaires” du premier ordre de la forme:

Diuj = Fj(x1, ..., Tn, t, U1, .., un, Dyu, Dyu) pour 1<j< N
Ujjt=0 = Uo,j(Z1,-.., Tn) pour 1<j<N

Dyu = {Dy,uk }1gicn,1<k<N €t Dyu = {Dyuk b1<ken kst

F};,up ; sont des fonctions analytiques de leurs variables, et u; est une fonc-
tion de t,x1,...,Zpn, pour 1 < j < N.

Par la suite, dans [C4], il généralise le résultat de [C2] au ” probléme de
Cauchy scalaire semi-linéaire d’ordre quelconque de la forme :

D"y = F(zy,...,Zpn, t, DAu)
D’“u|t=0 = Up k(Z1, ..., Tn) pour 0<k<m—1

ott DAu = {D2D’u/(a,B) € A}, A est une partie finie de I’ensemble
{(0,8) eN™/la| + B<m, (a,B) # (0,m)},

F, ug i sont des fonctions analytiques de leurs variables, et u est une fonction
de t,z1,...,Tp.

Pour cela, il réduit ce probléme & un systéme semi-linéaire du premier
ordre. A la fin du méme article [C4], il indique comment généraliser ce
résultat et cette méthode de réduction & des systémes d’ordre quelconque,
sans toutefois préciser la forme particuliére des équations en question.

Sans jamais faire référence aux résultats de Cauchy précédemment cités,
mais seulement & Briot et Bouquet [B] qui citent nommément Cauchy, So-
phie Kowalewsky apporte les précisions en question, une trentaine d’années
apres dans sa theése [K], en généralisant les résultats de Cauchy aux systémes
semi-linéaires d’ordre quelconque de la forme :

{ D{%u; = Fy(z1,...,Tn,t, DPu) pour 1<
k

<N
Dfujji—o = gik(T1, .--r Tn) et 0< m

1
sm;—1

ot DBu = {D2DPuy/(k,0,B) € B}, B = U{k} X By, By est une
k
partie finie de 'ensemble {(, 8) € N™*!/|a|+8 < mk, (o, B) # (0,m4)},
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les fonctions F; sont des fonctions analytiques des variables t,zi,...2n €t
de y € R" ol = cardB, g; x sont des fonctions analytiques des variables
Z1,...Ln et u; est fonction de ces mémes variables et de ¢.

Ces systemes sont aujourd’hui appelés ”systémes de Cauchy-Kowalewsky” .

Sophie Kowalewsky démontre directement le résultat, sans ramener le
systéme & un systéme du premier ordre, mais en suivant exactement le méme
schéma de démonstration que Cauchy, c’est-a-dire en développant en série
formelle la solution et en montrant sa convergence & ’aide du principe des
fonctions majorantes de Cauchy. Ce résultat sera plus connu sous le nom de
”Théoréme de Cauchy-Kowalewsky”.

Cette démonstration fut simplifiée par Goursat dans [G1], qui étend en
1895, dans [G2],[G3], ce résultat et cette démonstration au ”probleme de
Cauchy généralisé” de la forme suivante (que certains auteurs appellent
" probléme de Goursat”) :

{ D.Dyu = f(t,z,u, Dyu, Dyu, D2u, D?u)
U(O, iL’) = ¢($), u(t,O) = T/J(t), ¢(0) = 1/1(0)

ol ¢ et 9 sont des fonctions holomorphes des variables x et ¢ respectivement,
f est holomorphe en toutes ces variables.

Un demi siecle apres, Lednev [L] généralise le résultat de Goursat au
» probléme de Cauchy généralisé pour les systémes” de la forme :

D%u; = Fi(z1, ..., Tn, DBu) pour 0<ig<N
u; — w; = O(z™) pour 0<ig< N

ot a; € N*, DBy = {DPu;/(k,B) € B}, B = U{k} X By, By est une

k
partie finie de 'ensemble {3 € N"/|8| < |ak|, B # a}, les fonctions
F, sont des fonctions analytiques des variables z1,...,Z, et de y € R" ol
r = cardB, w; sont des fonctions analytiques des variables z1, ...z, €t u; est
fonction de ces mémes variables.

Plus précisément, il définit pour tout £ € (R%)™ le rayon spectral p(§)
de la matrice spectrale du systéme précédent et démontre, suivant le méme
schéma de démonstration que Cauchy, que le systéme précédent admet une
unique solution analytique s’il existe un £ € (R% )™ vérifiant p(§) < 1. Cette
derniere condition est vérifiée pour les systémes de Cauchy-Kowalewsky
(voir par exemple [Ga] Note 2, p.152), ce qui prouve bien que le théoreme
de Lednev est une généralisation du théoréme de Cauchy-Kowalewsky, que
nous appellerons ” Théoreme de Cauchy-Kowalewsky-Lednev”.
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En 1965, Garding [Ga] donne une démonstration plus élégante du théo-
réme de Lednev, en utilisant une fonction majorante plus fine que celle de
Cauchy et la méthode d’approximations successives par une suite récurrente
de séries formelles holomorphes.

Persson généralise, dans [Pe], ce théoreme dans I’espace des fonctions
partiellement analytiques, c’est-a-dire analytiques en certaines variables (que
Pon appellera variables principales et par rapport aux quelles sont dérivées
les fonctions inconnues, dans les termes de gauche des équations du systeme
précédent), et de classe de Gevrey d par rapport a toutes les variables, ol
d est un multi-indice, (suivant la terminologie de Persson [Pe]).

Ce probleme de Cauchy partiellement analytique a été introduit par Le
Roux [Le], et Holmgrem [H], puis a été étudié par d’autres auteurs comme
Salehov et Friedlender [SF], Friedlender [F1] et Friedman [F2], Pucci [Pu],
Talenti [T1], [T2].

Persson utilise dans sa démonstration la méthode des approximations
successives, par une suite récurrente de séries formelles analytiques en les
variables principales, et dont les coefficients sont des fonctions adéquates
des autres variables.

Une dizaine d’années aprés, Wagschal[W] en se basant sur deux idées
diles & Gevrey réduit la démonstration des résultats analogues & ceux de
Girding et de Persson au théoréeme du point fixe dans des algébres de Ba-
nach, algebres définies par P’intermédiaire, soit du formalisme des fonctions
majorantes de Cauchy dans le cas holomorphe, soit d’un formalisme de
séries formelles dans le cas non holomorphe. La premiére idée, consiste a
utiliser des fonctions majorantes ¢ vérifiant ¢? < ¢. La seconde idée con-
siste & déduire les propriétés des espaces de Gevrey de celles des espaces de
fonctions analytiques.

Il restreint cependant son étude au ”probleme de Cauchy généralisé
scalaire semi-linéaire”.

Nous nous proposons d’étendre les résultats et la méthode de démonstration
de Wagschal au ”probléme de Cauchy généralisé pour les systémes semi-
linéaires”.

Nous commencerons par présenter les algébres de Banach construites
par Wagschal, et rappellerons quelques propriétés de ces derniéres.
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2. Rappels sur les algébres de Banach
de certains espaces de fonctions [W]

2.1. Algébre de Banach de fonctions holomorphes
Soient z = (Z1,...,Tx) € C™, & = (&1,...&) € (RY)".

n
On note £&.x = Z&xi,

i=1
C{z} Dlalgebre des séries convergentes,
C|[z]] algebre des séries formelles & coefficients dans C,
Dy 14 désigne la primitive de u par rapport & ¢ qui s’annule avec t.

DEFINITION 2.1.1. — Soient u = Z uaz®, ueCz]], et
a€EN™

¢= > $az® ¢€R¥[]].

aEN"

On dit que la série u est majorée par ¢ et on écrit u < ¢ si
(Va €N")  (Jua| < ¢a)
Si de plus ¢ est convergente, on dit que ¢ est une fonction majorante de u.

(e o] t"
Considérons la fonction majorante de Lax [Lal: 6(t) = E S Elle
n=0

vérifie la

PROPOSITION 2.1.2.— Il eriste une constante K > 0 telle que §%(t) <
Ko(t).

t
On considére pour R > 0, la fonction majorante ¢gr(t) = K "IG(E)
définie pour [t| < R.
PROPOSITION 2.1.3
1) Pour tout k > 1 et tout R > 0 on a ¢%(t) < ¢r(t).

2) Pour tout R > 0 et tout k € N, il existe une constante c > 0 telle que
D;*¢r(t) < cRF¢r(t)
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COROLLAIRE et DEFINITION 2.1.4.— Etant donné ¢ € (R%)" nous
noterons
Br(£) = {u € C{z}; (3c > 0)(u(z) < chr(£-2))}
et pour u € Br(§), ||lull = min{c > 0;u(z) < cpr(.2)}-
Les espaces Br(§) munis de cette norme sont alors des algébres de

Banach de fonctions holomorphes au voisinage de l’origine de C™, associées
a la fonction majorante ¢r.

PROPOSITION 2.1.5. — Soient u € Br(€) et R’ > 0 tels que |jul| < R/,
alors la fonction

R — € Bple) et R,R_u<<(K+ [ Illll

R — | )¢R(£ :L')

LEMME 2.1.6. — Pour tout n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle
que pour tout R > 0, on a

R
TR < M),

COROLLAIRE 2.1.7. — £ étant fixé, toute fonction holomorphe au voisi-
nage de l'origine de C™ appartient d l’espace Br(£) dés que R est suffisam-
ment petit.

2.2. Algebre de Banach de fonctions partiellement holomorphes

Soient z = (z1,...,zp) € R?, y = (y1,...,4q) € C, |z| = (|71], -, |Zp]),
[yl = (1], -1 lwal), € = (€1, -, &) € RL)", ¢ = (¢, ) € (RE)Y.

P q
On note £.|z| = Z§il$i|, Clyl = ZCilyil,

i=1 i=1
2 un ouvert de RE x C{, Qp = {(z,y) € RPxC%{.|z|+(.|lyl <R}, R>0,
a € NP, C*¥(Q) = {u: Q — C/VB € N?, 3 < o, D?u holomorphe en y et
continue par rapport a z}, D;lu désigne la primitive de u par rapport & z;
qui s’annule avec z;.

Nous utiliserons dans ce paragraphe le formalisme des fonctions majo-
rantes uniquement par rapport aux variables d’holomorphie .

DEFINITION 2.2.1.— Si u € C%“(Qg) et si pour tout z vérifiant £.|z| <
R, la fonction holomorphe y — u(z,y) est majorée par la fonction
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y — cor(.|z| + C.y), alors
pour tout x tel que £.|z| < R et tout 6 € N9,
u L cpr(élz| +(y) & { \Déu(z,0)| < C® Dl p(£.J2])

PROPOSITION 2.2.2.— Pour toutk > 1,0 < h < R, on a ¢ (h+(.y) <
ér(h+C.y).

COROLLAIRE et DEFINITION 2.2.3.— On considére le sous-espace de
CO’W(QR).‘

Er(&,¢) = {u € C*(Qr); (3c > 0)(u < chr(€ |z + (-y)}

munis de la norme ||ul| = min{c > O;u < cpr(&.|z| + C.y)}, les espaces
Egr(¢,¢) sont des algébres de Banach de fonctions partiellement holomor-
phes, associées d la fonction majorante ¢r.

PROPOSITION 2.2.4. — Soient u € Egr(£,¢) et R’ > 0 tels que ||u|| < R/,
alors

eER(g,c) et RR/ < (K+ “ llll ”)¢R(€ Jz| +<¢.y)

Indiquons enfin comment opérent les ” dérivations” dans les algebres Er(§, {)-

R/

PROPOSITION 2.2.5. — Pour tout (vy,d) € (—N)PxZ9 tel que |y|+|6| <0
il existe une constante cy s > 0 telle que Uapplication D”D5 Er(¢,¢) —

Eg(¢,¢) soit linéaire continue de norme < ¢y s€7C° R "" |5| En outre si
lv| +16] =0, on acys =1.

2.3. Algébre de Banach de fonctions de classe de Gevrey God

Soient = = (z1, -..,Tp) € RP, y = (y1,...,4q) € R%, t = [z]| = (|71, -, |Zp])>
p
£ = (1, &) € RL), ¢ = ({1, s Cg) € (RY)?. On note &.|z| = Zg,..|xi|,

Cy= z Gyi, D "1 la primitive par rapport a t; qui s’annule avec ¢;. U x {2
un ouvert de RZ x R, |U| 'image de U par P'application z — |z,

Pour
R>0, Up={z e RP;&|z| <R}, Qr=UrxQ, |Ugr|l=/{|z|;z€Ur}
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Soient & € N?, d un nombre > 1. On note
C*®(Ux Q) ={u:UxQ— R;V6 € N%,Vy € N°,y <, D] Du

soit continue sur U x Q}, G*4(U x Q) = {u € C*®°(U x Q)/3c > 0,V €
NP, v < a,Vé € N9, sup |DIDJu| < Pl+1514}.

Nous appellerons G*4(U x Q) I’espace des fonctions de classe de Gevrey
G*% sur U x Q.

DEFINITION 2.3.1. — Soient © un ouvert de R?, u € C®(;R) et une

Y
série formelle ¢ en y dans Q, ¢(y) = Z ¢5 30 ol ¢s5 > 0, Vé € N?. On

deN9
note

UK & sup IDSu(y)I < ¢s5, V6 e N9,

Par conséquent, u < ¢ = D‘su < D‘5¢, Vé € N9, ot Dgci) est la dérivée
formelle de la série ¢.

La proposition suivante nous permet de majorer une fonction composée.

PROPOSITION 2.3.2. — Soient Q un ouvert de R?, Q' un ouvert de R",
v e C®(Q;R) et
u = (uy,....,tur) € C°(R"), tels que u(Q) C V. Siu; K ¢p; et siv L Y
alors

vou L Y([p1], ..., [¢r]) ou [¢;] =i —¢:i(0), pour 1<igr.

Considérons la série formelle en y, ¢(¢,y) Z 3 d)g(t
dENY
ou ¢5 : |U| —» R™ sont continues.

DEFINITION 2.3.3.— On note Cy™®(Ug x Q) = {u € C*®(Ug x Q);
(3c = 0)(u < c¢)} avec la notatlon u K cp & V§ e NI, Vre Ug,
sup ID‘SU(Sc Yl <cs(t), (out=|x|)

On munit cet espace de la norme ||u|| = min{c > 0;u < cd}

PROPOSITION 2.3.4. — Les espaces C'0 (Ur x Q) sont des espaces de
Banach.
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Dans toute la suite, nous désignerons par Ur un voisinage ouvert au-
toabsorbant de R? c’est-a-dire vérifiant la propriété suivante

Ve e Ug, VA€ [0, 1]p Ax € Ug
AT = ()\1.1:1, ...,)\p.’tp)

Il en résulte que |Ug| est autoabsorbant.

On définit pour tout (v, 6) € (=N)P x N9, la dérivée formelle de ¢(t,y)

par
P ye—5
€ENY, :
>

D] ¢(t), te|Url

PROPOSITION 2.3.5.— Soit u € C’g’°°(UR x ) alors pour tout (v,0) €
(=N)?» x N9, on a
D}Diu < ||u|| D} D¢
Considérons la série formelle obtenue & partir de la série de Taylor de la
fonction y — ¢r(£.t + C.y) en lui appliquant un opérateur de Gevrey,

8%4(t, ) = i (C.y)*
k=0

#r(€-t)

Cette série formelle est bien définie pour t € |Ug|.

COROLLAIRE et DEFINITION 2.3.6. — On note,
G%*(Qr) = Coe(Ur x Q) = {u € C¥®(Up x 2)/3c > 0,u < c®%%}
R
ol
u < c®%? & V6 € N, Vz € U, sup|Diu(z,y)| < c¢®(|8])* * DPlgr(£.t)
Q
Munis de la norme ||ul| = min{c > 0;u < c@ Y les espaces G% d(QR) sont

des algébres de Banach de fonctions de classe de Gevrey G, associées d
la fonction ®% R .

Le lemme suivant nous montre que l'on peut travailler indifféremment
0,
sur les espaces G Rd ou sur les espaces G%9.
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LEMME 2.3.7
D) G&'(@r) € G*(Qr), pour 0< R' <R,

2) Pour tout ¢ € (R%)9, et tout u € G*4(QR), il existe Ry > 0, tel que
pour tout R’ €]0, Ry|, u € GO’,d(QR/) pour € quelconque.

o0
LEMME 2.3.8. — Soit 6%(z Z E-k'd 1. Pour tout n > 1, il existe

c=c(n) >0 tel que
b7r(2) < cZ k"’-‘D’“qs ©

Par suite,

02R(C.y) < c®%%(0,y) < c®%4(t,y), Vi€ |Usl.

PROPOSITION 2.3.9.— Pour 0<c< R', on a

6% o [c®%%] <« max(K, —— -)a

o

PROPOSITION 2.3.10. — Pour tout (7,8) € (—=N)? x N9 tel que |y| +
d|é| < 0, il existe une constante cy5 > 0 telle que V’application D“’D‘; :

G%* — G%? soit linéaire continue de norme < ¢y sEYCO R-IN-181,

2.4. Algébre de Banach de fonctions de classe de Gevrey G+4

Soient d un nombre > 1, z = (zy,...,z,) € CP, y = (Y1, yq) € RY,
5 (&1’ 16}7) € (R )P (Cl) ,Cq) € (R’:)q OII note

fx= Z{iz,-, Cy= Zg,y,-, U x Q un ouvert de C% x RY.
i=1 i=1
Pour R > 0, on note Ur = {z € CP;{.|z|] < R}, Qr = Ug x Q,
Co®UxQ) ={u:UxQ — C;V¥5 € N?, Déu soit holomorphe en
T et continue en y}, G¥4(U x Q) = {u € C*®°U x Q)/3c > 0, V5§ €
N9, sup |DSul| < c°l+1514}.
UxQ

Nous appellerons G¥¢(U x Q) I’espace des fonctions de classe de Gevrey
G“? sur (U x Q).
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Soit ®(z,y) = Z (":/;) ®;5(x) une série formelle en y dans @ C R? ol les
SeNr '

@5 sont des séries entiéres en z & coefficients positifs ou nuls, et convergentes
dans un méme voisinage U de 'origine de C?.
Pour tout u € C*°(U x ), on note
uK e VEeN, VyeQ, Diu(z,y)< &s5(z)
ce qui équivaut a
UL P V(,8) eNPxN?, WyeQ, |DIDSu(0,y) < DJ®s(0)
et on a également

UL P=>V(7,6) €Z° x N, VyeQ, D)IDju< D]D)®

Y DS - ('y)e - 7
€ENP €26

On note

CoyUxQ)={ueC®UxQ)/(EFc=0) (u<kcd)}

PROPOSITION 2.4.1. — Muni de la norme |[u|| = min{c > 0;u < c®},
Cq (U x Q) est un espace de Banach.

Considérons la série formelle ®5%(z, y), vérifiant (84?)2 < ®4? définie
pour z € Ug par:

oo

CDWd.’IIy) Z

k=0

#r(£.x)

COROLLAIRE et DEFINITION 2.4.2. — On note
G (Qm) = Cyla(m) = {u € C¥°(Up x 0); (3c > 0)  (u < @R}
ol
U dY S VSN, WyeQ, Diu(z,y)< |51 D¥gx(¢.7)

Munis de la norme ||u|| = min{c > 0;u < c®} d} les espaces G“” (Qr) sont
des algébres de Banach de fonctions de classe de Gevrey G*» d, associées a
la fonction majorante <I>“”
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Le lemme suivant nous donne les relations entre les espaces G‘}‘;’d et G4

LEMME 2.4.3
1) Gy*(Qr) C G*4Qg) pour 0 < R' < R,

2) Pour tout u € G¥4U x Q) il existe Ry > 0 tel que pour R €
10, Ro), u € G%%(2R).

LEMME 2.4.4.— Pour tout n > 1, ¢l existe Ry > 0, tel que pour tout
u € G¥4(QR), R €]0, Ry, il existe ¢ > 0 tel que :
5 sl+1,5nd__ R
V6eN?, VyeQ, Diu(z,y)< c*i(d]) TRt
LEMME 2.4.5.— Pour tout 1 > 1, il existe une constante ¢ = c(n) > 0,

telle que
nR
nR—t

<<ch7€1—'0’6¢3(0 pour tout ke N.

PROPOSITION 2.4.6. — Soient u € G‘}‘;’d(QR) et R > 0 tels que |u| <
R, alors
R R el

w,d
T —u € GR°(Qr) et Y <<(K+R’—||u||

)85z, y).

PROPOSITION 2.4.7. — Pour tout (v, 6) € ZP x N1 tel que |y|+d|d| < 0,
eriste une constante cys > 0 telle que Uapplication Dng :
G“é’d(QR) - G“é‘d(QR) soit linéaire, continue de norme < ¢, s£7¢ER~1I=181,
En outre, onacys=1si|y|=0, 6=0.

3. Probléeme de Cauchy généralisé

3.1. Probléeme de Cauchy généralisé dans I’espace des fonctions
holomorphes

On considére au voisinage de l'origine de C" le probléeme semi-linéaire
suivant:

[+ 7y p— . B >
{ D%u; = fi(z,DPu) 1<ig<N (3.1.1)

u,-:O(:c"‘") 1<i<N

1 n
\ . o o’
ol r = (z1,...Zn) € C"a; = (al,...,a?) € N*, D% = Dg;..Dz:,
1

. a; al
T =, ..Tpt,

- 503 -



Chantal Moussy

2

0
D:(;A = T DBu = {Dfuk/(k,ﬁ) (S B}, B = U{k} X Bky
81L'j -
By, est une partie finie de I’ensemble {38 € Z"/|8| < |ax|, B # o},
18| = Zﬂi, et D? = D81...D8 pour 8 = (b1, .-, Bn) € Z", Dl = /
i=1 0

fi est une fonction des variables i, ...,z, et de y = (yf)(k,ﬁ)eg € C™, ou

m = cardB, que I’on suppose holomorphe dans un voisinage de I'origine de
cntm,

La condition uy = O(x®*) signifie que pour tout k € [1,N], ux(z) =
z% gi () ol g est holomorphe dans un voisinage de l'origine de C™. Lors-
quelle est vérifiée, on a DPu(0) = 0 pour tout k € [1,N] et pour tout
B € By.

On pose pour tout (k, 3) € B et pour tout i € [1, N|
G 9f:(0,0)

i 6yf
et, pour tout £ € (R} )™ on note,

A€) = (A amenve = ( > 1AFPIEP ) wmyen,mpe

1Bl=log|
BEB

la matrice spectrale associée au systéme (3.1.1), et A(€) le rayon spectral de
la matrice A(€), c’est-a-dire la valeur absolue maximale des valeurs propres

de A(¢).

LEMME 3.1.1. — Soit A(€) la matrice spectrale du systéme (3.1.1) et soit
(&) son rayon spectral. Si A(€) — 0 alors M(§) — 0 quand § — oo.

Preuve. — Notons

S(€) = (5i5(O))jenm = (€™)jeny ot A'(€) = SE)AE)ST ()

Alors A(€) et A’(¢) ont méme rayon spectral. Soit X un vecteur propre de
A'(€) et A(€) une valeur propre associée a X, on a SAS~1(6)X = A§)X.
Par conséquent ||SAS™1(&)X|| = IAM&E)IX]|-
Considérons ||A(£)|| = sup 1A©X] la norme induite de A sur R™ alors
xz#0 [1X]l
IA(€)] < ||A(E)]l- L'espace vectoriel des matrices étant de dimension finie n?,
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il existe un C > 0 tel que |A(E)]| < C)l Ao = Csup a;,;(£)| olt a;,5(€)

i
sont les coefficients de la matrice A, donc |A(€)| < C||A(€)||co- Par suite, si
pour tout (3, 5) € [1,N]?, a;;(£) — 0 quand £ — oo, alors A(£) — 0 quand
£ — o0.

THEOREME 3.1.2 (dit de Cauchy-Kowalewsky-Lednev [L]). — Sl eziste
un £ € (RL)™ tel que A\(§) < 1, le probléme (3.1.1) admet une unique
solution u = (uy,...,un) ot chaque u; est holomorphe dans un voisinage de
lorigine de C™ pour 1 < i< N.

COROLLAIRE 3.1.3 (Théoréme de Cauchy-Kowalewsky, version historique
[K]). — Considérons le systéme (3.1.1) avec o; = (m;,0,...,0) ou m; € N
pour 1 < i < N, et pour conditions initiales D u;z,—0 = gin(z') ot
0 < h <m;—1. Alors pour tout g; h(z') et fi(x, DBu) holomorphes dans un
voisinage de l'origine de C"~1, C"*™ respectivement, il existe une unique
solution u = (u1, ...,un) ot chaque u; est holomorphe dans un voisinage de
lorigine de C™.

Preuve. — 11 suffit de montrer que la condition sur le rayon spectral est
vérifiée pour le systéme de Cauchy-Kowalewsky.

Soit
A€) = (A amennpe = (Y |AFPIEP-ma0es)y ot a2
beby

la matrice spectrale associée au systéme (3.1.1), et § = (Sisi)iceq,n) =
(€00 ieen, my-

Notons n = (m1,...,m,) = (1,0,...,0) alors pour tout 8 € By, on a
nB < n(my,0, ...,0). En posant £ = (eM?, ..., ") et en faisant tendre ¢ vers
00, on a SAS™! —,_,,, 0. Comme SAS~! et A ont méme rayon spectral,
on a d’aprés le lemme 3.1.1 A(€) — 0. Donc on peut trouver un ¢ assez
grand, tel que A\(¢) < 1. c.q.f.d

La preuve du théoréme 3.1.2 résulte de la proposition 3.1.6 et des con-
sidérations suivantes.

En considérant pour tout k € [1,N], vy = D%*u; comme nouvelles
inconnues, on peut supposer o = (0, ...,0). La matrice spectrale associée
au systéme :

vk = gi(z, DB'v) (3.1.1)
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ou DB'v = {Dflvk/(k,ﬂ') € B}, B'= U{k} x By, B} est une partie finie

k
de ’ensemble {8’ € Z™/|5'| <0, B’ #0}, B’ € By vérifie ' =B —a, B €
B, a le méme spectre que la matrice associée au systéme (3.1.1).

En effet, posons pour tout (k,3') € B’ et pour tout i € [1, N|,

A’_vyﬁ' — ag’i(o’ 0)

ayk’
on a alors
99:(0,0) _ 9f:(0,0)
By} By}
Pour tout £ € (R%)™ on note A’'(£) la matrice spectrale de (3.1.1").

= Af’ﬁ

(A ) amen,ve = (> AP 1E ) e,y
pes;

=( > 1APPIE ) amen v = (Aik(€)E™ ™) men v

1Bl=le |
BE B

Si S(€) = (Sj,j)jeq, N2 = (£%9)jeq1,Np2, alors A'(€) = S(€)A(€)ST1(E), A’ et
A ont méme spectre, et par conséquent méme rayon spectral. De plus, on
peut supposer f;(0,0) =0 pour tout j € [1, N].

En effet, posons ¢; = f;(0,0) et v;(z) = uj(z) — f;(0,0) pour tout
j € [1, N}, alors

vj(z) = fi(z, DBv+ DBc) — ¢; = g;(x, DBv) (3.1.1")

ot g;(z,y) = f;(z,y + DBc) — ¢; pour tout j € [1, N]. Vu que DB¢i(0) =0
pour tout (k,3) € B, on a g;(0,0) = f;(0,0) —¢; =0.

On vérifie sans peine que la matrice spectrale de (3.1.1”), a le méme
spectre que A(€) et, par conséquent le méme rayon spectral.

Par conséquent, il s’agit de prouver le théoréme pour le probleme

uj(z) = fi(z,DPu), 1 < j < N, DPu = {DPuy/(k,B) € B}, B =| J{k}xB,
k

et B est une partie finie de ’ensemble {3 € Z"/|3| < 0,8 # 0}, et £;(0,0) =
0 pour tout j € [1, N].
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A cet effet, nous allons montrer que l'application ¢ : (uy,...,un) —
(fi(z, DBu(z))1<i<n est une contraction stricte, dans une boule fermée d’un
espace de Banach, définie a 'aide des fonctions majorantes. Nous utiliserons
les algébres de Banach Bg(€) définies dans le paragraphe 2.1.

Soient £ € (R%)™ tel que A(§) < 1 et p € [A(€),1]. £ étant ainsi fixé,
nous noterons simplement Bg 'algébre de Banach Bg(¢).

D’apres un théoréme de Frobenius [F], il existe un vecteur T = (T3, ..., Ty)
de composantes positives tel que

> Aik()T: < uTi (3.1.2)
k

Notons B = (Bg)", et définissons sur BY = (Bg)" la norme |ju|r =
N

(2]
i=1

Puisque BY est un espace de Banach pour la norme u — sup ||u;||,u
i

(u1,..,un) € BY et que

(,nf, ) sup [l < flullr < (stupnu,n

i=1

(BX, |l ll) est donc un espace de Banach.

LEMME 3.1.4 (Taylor). — Soit f une fonction : (z,y) — f(z,y) holo-
morphe dans un voisinage de l'origine de C™*™ vérifiant f(0,0) = 0, il
existe une fonction G :  (z,y,z) — G(z,y, z)eholomorphe dans un voisi-
nage de Uorigine de C™+*™ vérifiant G(0,0,0) = 0, telle que pour (z,y, 2)
assez petit dans Ct2m;

F@9) = £z, +Zaf(°°)(] @)+ Gl - 2)

Jj=1

Par suite, il existe une fonction F : (z,y) — F(x,y) holomorphe dans un
voisinage de l'origine de C**™ vérifiant F(0,0) = 0, telle que pour (z,y)
assez petit dans C™+™:

£(@,y) = £(z,0) + Z D,

m
y; + ZF(:L‘, y)yj
j=1
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Preuve. — Posons f(z,y) = f(z,y — 2z + 2) = f(z,h + z) = H(z, h, 2)
Soit H, la partie homogene de degré n de H par rapport & h. Ona H(z, h,z) =

ZHn(z, h,z)

n20

Or, d’apres la formule d’Euler pour les fonctions homogenes, on a

0H,(z,h,z)
H,(z,h,2) = —nr 2 " h; pour n>1
nZ1 Oh; 7

H(z,h,z) = Z ZBH zhz)h + Ho(z, h, 2)

nz1

Or, Ho(z,h,2) = H(z,0,2) = f(z, z). Par suite,

H(x,h,z) = H(z,0,2) + Z i—aﬂn—é%ﬁ—’i))h]—
j

j=1 n21

10H,(z,h, z)

Notons g(z,h,2) = - h
J

nzl1
avec G(z, h, z) = g(z, h, z) — g(0,0,0).
) _ 10H,(0,0,0)  6H,(0,0,0)
Par suite  ¢(0,0,0) = Z - oh, = oh,; .

n>1

= ¢(0,0,0) + G(z, h, 2)

On a alors,

j=1 j=1 n>2
(3.1.3)
Gf(:c,y) _ aH('Tv h,Z) _ aHn(:L'v h’ Z) _ a1:11(1:7 h? Z)
De plus =" on, g oh, . oh,
5 OHa(z, .2
= Oh,;

Par conséquent

O0Hy(z,h,z)  Of(z,y) _ Z 8H,(z,h, z)

6hj - 6yj ahj

n>2
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aITI](O’ 07 0) _ af(oa 0)

On a alors . Par suite d’aprés (3.1.3), on a

ahj - ay]’
af(o, 0 1 BH (z, h z)
flz,y) = f(z,2 +Z f( i ZZ —— (5 — %)
Jj=1 j= 12
(3.1.4)
10H,(z,h, 2)
Posons G(z,y,z) = -
; n th

G est holomorphe dans un voisinage de I'origine de C*t2™, et vérifie
G(0,0,0) =0

Par suite, en prenant 2 = 0 dans ’équation (3.1.3), on a

£(e,9) = (2,0 +Zaf(°° 3oy 100,

j=1n>2

Z _:_l_ aHn(za Y 0)
S 9y
nage de l'origine de C™*™ et vérifie F(0,0) = 0, c.q.f.d.

Posons F(z,y) = . F est holomorphe dans un voisi-

LEMME 3.1.5. — Soient £ € (RL)", Ry, > 0,R} > 0,n > 1, f une fonc-
tion  — f(z) holomorphe et bornée dans le disque A(n,Ry) = {x €
C"/ &jlzj| < nR1} telle que f(0) = 0, h une fonction (z,y) — h(z,y)
holomorphe et bornée dans le polydisque

Al(na Rllel) = {(m,y) € Cn+m/§jlx]'| < ana Iy]| < RII}

telle que h(0,0) = 0 et g une fonction (z,y,z) — g(z,vy,z) holomorphe et
bornée dans le polydisque

A2(77’ RI’RII) = {(IL‘, Y, Z) € Cn+2m/€j|xj| < "7R1, lyjl < R/l’ IZJI < Rll}
telle que ¢(0,0,0) = 0.
Posons pour

O0<R<Riet0<RZ €(R) = sup |f(z)l,
A(n,R)

61(1?~'7 R,) = sup lh(l‘, y)|1 62(1%’ R,) = sup |g($’ Y, Z)I
Ai1(n,R,R) Az(n,R,R’)
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avec
A(n, R) = {.’I) € Cn/ §j|$]'| < nR}v
Ai(n, R, R) = {(z,y) € C**™/¢;|z;| <R, ly;| < R}
As(n, R, R') = {(z,y) € C"*™/ &lz;| <R, |y;| < R, |z <R},
alors il eziste c(n) € RY, tel que pour tout R €]0, Ry] et R’ €]0,R}] on a
m R,
olz..2) < ol R)ladon€) | 75

—y]R’—zj

Par suite, on a

he.) < (B B)elm)énea) [ — -/(e) < d(R)eln)ér(E)

Jj=1

Preuve. — Soient R €]0,R;] et R’ €]0, R}]. D’aprés les inégalités de
Cauchy, on obtient

gaxayﬁz’Y . oo n ;
9(z,y,2) < &2(R,R’) § : (nR)IRIBI+1] ou & = I I(fjxj)a
(a,B,7)ENn+2m j=1

Par suite,
o m R’ R
9(z,9,2) < e2(R, R') Z myer LG =) (=3,
OLEN" j=1
Considérons la fonction _"R_ dont la série de taylor i(g—f)k admet
nR—-¢&x P nR
n
pour domaine de convergence l'ouvert {z € C"/ Zg,-.lxj| <nR}.On a
j=1
loig*z® |aftgz
,;) nR Z,;”j‘:k a!(nR)lel 2‘1\;,, al(nR)lel”

lof!

Or pour tout & € (N*)*, on a ?' > 1. Ce qui signifie que

>

aEN™

) 6_:1; .
(nR)"’| < kzzo(nR)
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On a donc

~ 7R e R R'
9(z,y,2) < e2(R, R) o H(R’ — zj).

D’apres le lemme 2.1.6, pour tout n > 1, il existe ¢(n) > 0 tel que
m
R R’
/
9(2,3:2) < (R RYelmon62) [ () (gres)

=1

En utilisant le méme principe de démonstration que pour g, on obtient pour
h et f, les inégalités désirées, c.q.f.d.

PROPOSITION 3.1.6. — Il existe des nombres Ry > 0,a > 0 tels que pour
tout R €]0, Ro), lapplication v : u — v(u) soit une contraction stricte dans
la boule fermée B'(0,a) = {u € BY /|lullr < a} de l’espace de Banach BY.

Preuve.— D’aprés le lemme 3.1.4, pour tout i € [1, N], et pour tout
(k,B) € B, il existe F’c P (z,y) — Fk #(z,y) holomorphe dans un voisi-
nage de P'origine de C"*t™ vérifiant Fk #(0,0) = 0, et Gkﬂ (z,y,2) —
G’c A (z,, z) holomorphe dans un voisinage de I'origine de C"+2'" vérifiant
Gf £(0,0,0) = 0, tels que

fizy) = filz,0)+ Y AP+ Y FFP(x,y)yf (3.1.5)

(k,B)EB (k,8)€B
et
fizy) — filz,2) = Y APPWE-)+ Y GEP(z,y,2)f - 2F)
(k,8)EB (k,8)€B

(3.1.6)
Pour tout i € [1, N], f; étant holomorphe dans un voisinage de I'origine de
Cn+™ | étant donné un 7 > 1 il existe un Ry > 0 tel que f; soit définie et
bornee sur A(n, Ry).

De méme pour tout ¢ € [1,N] et pour tout (k,03) € B, Fkﬂ et G’kﬁ
étant holomorphes dans un voisinage de Iori §1ne de C*t™, C"+2m respec-
tivement, il existe R| > 0 tel que F" et G¥*” soient définies et bornées sur
Ay(n,R1, RY) , Az('f], Ry, RY)) respectlvement
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D’apres le lemme 3.1.5, il existe c1(n) > 0 tel que pour tout R €
10, Ry, R’ €]0, R}, pour tout i € [1, N| et pour tout (k,3) € B, on a

fi(z,0) < e(R)er(n)¢r(£-2)

RI
FFP(z,4P) < e1(R, R )1 (n)pr(£.2) H ;B
wpes B —E (3.1.7)

R R
G?’ﬁ(x, ylf’ zlf) < 6Z(Rv R')¢l(’7)¢R(§-¢¢) l I ] B
R —y, R — 2
(k.0)EB Yk k

Etant donné que pour tout i € [1, N] et pour tout (k,3) € B,
£(0,0) = FF?(0,0,0) = G¥7(0,0,0) = 0, on a €(R), e1(R, R'), et e2(R, R)
qui tendent vers zéro quand (R, R’) tend vers zéro.

1) Cherchons d’abord les conditions suffisantes sur a > 0 et sur
R €]0, R,] telles que 9(B'(0,a)) C B'(0,a).

Soient a € R} et u € B'(0,a).

Pour tout
(k,B) € B, on a DPuy, < |[ur||DP(¢r(£.2)) = llucl|l€?(DPlgR) (£-2).

D’apres la proposition 2.1.3, 2), il existe un c; > 0 tel que

lukll€Pdr(€.x) si |8]=0
Dﬂ“’°<<{ lunlesE R Blon(ea) si |8] <0 (3.1.8)

par conséquent

, sup [lux[}€” si |6]=0
PP\ sup fuelleat® R i 151 < 0
k

D’apreés I’équivalence des normes sur B% , il existe c3 > 0 tel que

llullrcag? si |8]=0
“Dﬁuk” < { ||U||TC3C2€ﬂR_Iﬁ| si ‘,Bl <0 (319)

Si
/ /
ac3t? < %— et acscatPR7IPI < —1;- (3.1.10)
la. proposition 2.1.5 prouve que pour tout (k,5) € B, on a
R/
YR YV . 111
R’ — DPuy; < (K+ 1)¢r(§-x) (3.1.1 )
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Nous noterons O(R) et O(R, R') toute fonction de R ou de (R, R') qui
tend vers zéro quand (R, R’) tend vers zéro. Les inégalités (3.1.10) s’écrivent
alors

a < R'ey, aO(R) < R’

D’apres (3.1.5), (3.1.7), (3.1.8), (3.1.11), on obtient, pour tout i € [1, N]

N
fi(@,y) < [OR) + Y (Aik(©) + O(R, R)) ual]| #r(€.2).
k=1

Par conséquent,

N
I£:(z, )l < O(R) + ) (Aik(€) + O(R, R)) Jux |

k=1
N N N
S Ifi@ T < OR) + 3 (Y- (4ik(€) + O(R, R))ual) T:.
i=1 =1 k=1

D’apres P'inégalité (3.1.2), on obtient

£z 9)llr < O(R) + (1 + O(R, R'))| ullr
Par conséquent ¢(B’(0,a)) C B’(0,a) si

’ /
{ a<cR, aOR)<R (3.1.12)

OR)+a(u+O(R,R))<a

2) Cherchons les conditions pour que 1 soit une contraction
stricte.
Soient u,u’ € B'(0,a), les conditions (3.1.12) étant réalisées, pour tout
(k,B8) € B,on a

R’ R
D, < (K+1)¢r(¢-x), = Dbl < (K+1)¢r(£.z) (3.1.13)
/ lue — upllEP PR (€. x) si |8]=0

D=t < { S I ey S B0 @1

Alors d’apres (3.1.6),(3.1.7),(3.1.13) et (3.1.14), et en notant O(R) et
O(R, R') toute fonction de R ou de (R, R') qui tend vers zéro quand (R, R)
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tend vers zéro, on obtient pour tout i € [1, N],

N
filey) = fi(@:2) < D _(Ai(€) + O(R, R))llux — uillgr(6.) (3.1.15)

k=1

Par conséquent,

N
Ifi(z,9) = fil@, )l <Y_(Aik(&) + OB, R))llux — i

k=1

et

N N N
S llfilz,y) - filz, DIT < DY (Aik(€) + O(R, R))uk — ui | T
=1

k=1 i=

-

Par suite, en utilisant I'inégalité (3.1.2), on obtient
If(z,9) — f(z, 2)llr < (1 +O(R,R))|u - ||
Pour que 1 soit une contraction stricte, il suffit que
u+OR,R) < <1
En résumé, il suffit de satisfaire

a <R, aO(R) < R’
O(R) +a(p+O(R,R))<a (3.1.16)
u+ O(R',R) < po

En reprenant le raisonnement de Wagschal [W], il existe Ry €]0, Ry] et
R’ €]0, R}] tels que
p+O(R,R') < po, pour tout R €0, Ry

R’ étant ainsi fixé, on choisit a tel que 0 < a < ¢4 R’, puis Ry €]0, Ry assez
petit pour que

aO(R) < R', O(R) < (1 — po)a, pour tout R €]0, Ro)
La proposition prouve également I'unicité de la solution du théoréme.

En effet, soient u = (u1,...,un) et v’ = (u},...,u}y) ou chaque uj et
u), sont des fonctions holomorphes dans un voisinage de 'origine de C"
vérifiant uy = fr(z, DPu), u} = fr(z, DBu’), et uk(0) = u(0) = f(0,0)
pour tout k € [1, N].-
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D’aprés le corollaire 2.1.7, on a uy, < O(R)¢r(£.2), et u}, < O(R)pr(£.x)
pour tout R > 0 suffisamment petit et pour tout k € [1, N]. Ce qui signifie
que [[ug|| < O(R), |luzll < O(R), et par suite |lullr < O(R), |lv/||r < O(R).
En choisissant R €]0, Ry] tel que O(R) < a, on prouve que u et 4’ sont deux
points fixes de la contraction stricte. c.q.f.d.

3.2. Probléme de Cauchy généralisé dans I’espace des fonctions
partiellement holomorphes

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothése de continuité par
rapport a certaines variables.

On considére au voisinage de l'origine de RP x C? le probléme semi-
linéaire suivant:

DgiDﬁiui(may) =fi($7?/,DBU(-T7y)) 1 SZSN
y Ui ; (3.2.1)
u; = O(z%yP) 1<iKN
N 1 al of
ou z = (z1,...,7p) € R?, oy = (a},...,af) € NP, D% = Dg: ..Dg},
1 .
Y= (y1,-¥g) € CY, B; = (B},..., 57) € N9, D& = pf: . DY

DBy = {D}D%uy/(k,v,6) € B}, B= U{k} x By,
k
By, est une partie finie de

p
{(1,0) € 22 x 29/ 17| + 18] < lae| +1Bkl, (7,6) # (ax, Be)}, [l =D,
i=1

q9
1 1
D} =D,..D}, pour y € Z%, |§| = Y &;, D} =DS...DY
=1

pour § € Z4, f; pour tout i € [1, N| est une fonction des variables z € RP,
yeCletde z = (ZZ’J)(k,v,B)eB € C™, ou m = cardB, que 'on suppose
de classe C%“ dans un voisinage de Porigine de RP x CIt™, c'est-a-dire
continue en z et holomorphe en (y, 2).

Si u; est de classe C*“ dans un voisinage de I’origine de R? x C4 pour
tout i € [1, N], la condition u; = O(z*y?%) signifie

D;'jui(lc,y)m:o =0 pourtout 0 h< afj,
D} ui(x,y)jy;—0 =0 pour tout 0<h < g,

—
N IN
LS.

VAN
Q3
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On pose pour tout (k,v,8) € B et pour tout ¢ € [1, N],

Ak,'Y,J _ afi(o’ 0, 0)
() - ayz,&

et pour tout ¢ € (R} )9, on note

AQ) = (Aik@)penne = D AP i mennp

161=18 |
(ak,0)EBk

la matrice spectrale associée au systeéme (3.2.1), et A(¢) le rayon spectral de
la matrice A(().

THEOREME 3.2.1. — S’il existe un ( € (R%)? tel que A\(¢) < 1, le
probléme (3.2.1) admet une unique solution u = (uy, ...,un) ot chaque u; est
de classe C** dans un voisinage de l’origine de R? x C? pour 1 <7 < N.

COROLLAIRE. — Considérons le probléme de Cauchy en prenant dans
(3.2.1) les hypothéses suivantes: a; = 0,8; = (m;,0,...,0) ot m; € N et
les conditions initiales Dglui(x,y)m:o =0, pur0< h<m—1 8
fi(z, DBu) € C% dans un voisinage de l'origine de RP x CI*t™ aqlors le
probléme (3.2.1) sous les conditions précédentes admet une unique solution
u = (uy,...,un) ol chaque u; est de classe C%* dans un voisinage de RP x
Ca.

Preuve. — 11 suffit de vérifier que la condition sur le rayon spectral est
vérifiée. Soit A(¢) la matrice spectrale du systeme considéré

A(C) = (Ai,k(C))(i,k)E[l,N]z = ( E |A;€,0,5lC&—(mk,0,...,0))(i’k)€[1YN]2
161=[(mg,0,...,0)|
(0,8)€Bx

B, est une partie finie de I’ensemble

{(7,0) €ZP x Z%/v| + 18] < mx,  (7,0) # (0, ..., 0,m4, 0,..0)}.

En prenant n = (1,0, ...,0) € (R})? on a 76 < n(m,0,...,0). En posant
¢ = (e™Mt, ...,eM?) et en faisant tendre t vers l'infini, on obtient SAS™! — 0
ol S est la matrice diagonale (Si;)iep1,n = (((™00);e(1,n). D’apres le
lemme 3.1.1, A(¢) — 0. On peut donc trouver un ¢ assez grand de facon a
avoir A(¢) < 1. Ce qui prouve que la condition sur le rayon spectral est bien
vérifiée. c.q.f.d.
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La preuve du théoréme 3.2.1 résulte de la proposition 3.2.4 et des con-
sidérations suivantes.

Comme dans le cas holomorphe, nous supposerons que ax, = (0, ...,0) €
N7, Bk = (0,...,0) € N7 et f;(0,0,0) = O pour tout k € [1,N]. Il s’agit
alors de prouver le théoréme pour le probléme

ui(z,y) = fi(z,y, DPu(z,y)) 1<igN

DPu = {D}Djuy/(k,v,6) € B}, B=|J{k}x By,
k
B est une partie finie de I’ensemble

{(7,6) € (NP x Z9/|y| + 18| <0, (7,8) # (0,0)},
et fx(0,0,0) = 0 pour tout k € [1, N].

La matrice spectrale de ce systéme est alors

AQ) = (Aik(O)ikerve = D 1AF*1E0) 6 men,np2
(Oylgl)zoBl

Remargue 1. — S'il existe un ¢ € (R7)? tel que A(¢) < 1, il résulte qu’il
existe un £ € (R%)? tel que A(&,¢) < 1 ou A(£,¢) est le rayon spectral de
la matrice

A'(¢,¢) = (Aé,k(& i ke, Nz = ( Z |Af’7’5|§7CJ)(i,k)e[1,N]2
(n9eB,

Nous allons montrer que l'application ¥ : (u,...,un) — (fi(z,v,
DBu(z,y))1<i<n est une contraction stricte dans une boule fermée d’un
espace de Banach.

Nous utiliserons les algébres de Banach Eg(€,(¢) définies dans le para-
graphe 2.2.

Soit ¢ € (R% )7 tel que A({) < 1, il existe £ € (R3)P tel que A(£,{) < 1
(remarque 1).

Soit u € [A(€,¢), 1], il existe un vecteur T = (T4, ..., Ty) de composantes
positives tel que

> Aik(€, QT < uT:
k
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(&,¢) étant ainsi fixés, nous noterons simplement Er I’algébre de Banach

ER(ga C) .

Notons EY = (Eg)N et définissons sur Ef = (Eg)" la norme |lu|lr =
N
Zl

espace de Banach.

[

. Alors (ER, |lullT) est un

On énonce maintenant un lemme analogue au lemme 3.1.4 dans I’espace
des fonctions de classe C%%.

LEMME 3.2.2. — Soit f une fonction :(z,vy, z) — f(z,y,2) de classe C®¥
dans un voisinage de l’origine de RP x CIt™ wyérifiant f(0,0,0) = 0, il existe
une fonction G :

(z,y,2,2') = G(z,y,2,2") de classe C** dans un voisinage de l'origine de
RP x Ct2m yérifiant G(0,0,0,0) = 0, et telle que pour (x,y,z,2') assez
petit dans RP x CIt2m;

f@y,2) = f@ .7 +Zaf°°°) )+ Clay s )z — )
j=1 % j=1

Par suite, il existe une fonction F : (z,y,z) — F(z,y,z) de classe oo
dans un voisinage de l'origine de RP x C¥t™ vérifiant F(0,0,0) = 0, et
telle que pour (z,y,z) assez petit dans RP x CIt™:

Fop2) = f(aw,0)+ 30 000 AT 5+ 3 P95

i=1 i=1
LEMME 3.2.3. — Sotent (¢,¢) € (R3)?*9,R; > 0,R} > 0,0 > 1, f une
fonction (z,y) — f(z,y) bornée et de classe C%* dans le polydisque
A(n,Ri) = {(z,y) ERPx C?/ &.|z| <Ry, Glyil <nRa}

telle que f(0,0) = 0, h une fonction :(z,y, z) — h(x,y, z) bornée et de classe
C% dans le polydisque

A1(7I,R1,R'1) = {(m’y’z) € Rpxcq+m/€'|x| < R17<j|yjl < anv l‘zj] < Rll}

telle que h(0,0,0) = O et g une fonction (z,y,z,2') — 9(z,y,2,2’) bornée
et de classe C% dans le polydisque

A2(717 RIaRll) = {(xv y,Z,Z,)
€ R? x C"?™ /¢ |z| < R1,{;.ly;| < nR1,|z;| < Ry, 125 < Ry}
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telle que ¢(0,0,0,0) = 0. Posons pour
O0<R<R et0<R <R}, ¢(R)= sup |f(z,v)l,
A(n,R)

a(R,R)= sup |h(z,y,2)|,e2(R,R))= sup |g(z,y,2,2)|
B(n.R.R) A2(n,R,R)

avec
A R) ={(z,y) e R? xCI/ E.|z| <R, (ly;l <nR}
Ai(n, R, R') = {(z,y,2) € R? x C**™ /¢ |z| < R, jly;] < nR,|2;] < R'}
A2(n,R,R') = {(z,y,2,2') € RP x CI*2m /¢ |z|
< R,Gly;l <nR,|z| < R, |z| < R'},
alors il existe c(n) € R tel que pour tout R €]0, Ry] et R’ €]0,R}], on a
m , R
G(z,y,2,7') < &2(R, R)e(m)dr(&-lz| + Cv) [] J )

j=1
Par suite, on a

m /

hz.y,2) < (R R)en)drElal + () ]

j=1

f(z,y) < e(R)c(n)pr(&-lz| + C.y)

Preuve.— En utilisant le méme raisonnement que dans la preuve du
lemme 3.1.5, et I'inégalité suivante

or(CY) < ¢r(E.|z] + C.y).

on obtient les inégalités désirées, c.q.f.d.

PROPOSITION 3.2.4. — Il existe des nombres Ry > 0,a > 0 tels que pour
tout R €]0, Ry), Uapplication v : u — (u) soit une contraction stricte dans
la boule fermée B'(0,a) = {u € Ef /|lullr < a} de Uespace de Banach EY.

Preuve. — D’aprés le lemme 3.2.2, pour tout i € [1,N], et pour tout
(k,7,0) € B il existe une fonction Gf"y’é : (z,y,2,2) > G’f””‘s(z, ¥,2,2")
de classe C%“ dans un voisinage de l’origine de RP x CIt2™  vérifiant
G¥7%(0,0,0,0) = 0, et une fonction FFT8 . (2,y,2) FF78(z. 4. 2) de
classe C% dans un voisinage de Dorigine de RP x C9+t™ vérifiant
FF%(0,0,0) = 0, telles que

fiz,y,2) = fi(zy, 00+ D AP+ ST F(z,y,2)0°
(k,v,8)€B (k,v,6)€B
(3.2.2)
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et
f’i(xv Y, Z) = fi(.’E, Y, Z’) + Z Afﬂys(zlz’a - zk‘y’é)
(kay(s)EB
+ Y Gy ) E - 2% (323)
(k,v,6)EB

Pour tout i € [, N], f; étant de classe C®“ dans un voisinage de l'origine
de R? x C4t™ | étant donné un n > 1, il existe un R; > 0 tel que f; soit
définie et bornée sur A(n, R;).

De méme pour tout ¢ € [1, N] et pour tout (k,7v,d) € B, Fik’””‘s et Gf"”‘s
étant de classe C%“ dans un voisinage de l'origine de R? x CIt™, et de
R? x C9+2™ respectivement, il existe R} > 0 tel que F*"% et G¥"% soient
définies et bornées sur A;(n, R1, R}), et A2(n, Ry, R}) respectivement.

D’apres le lemme 3.2.3, il existe c;(n) > 0 tel que pour tout R €]0, R;],
R’ €]0, R}], pour tout i € [1, N] et pour tout (k,7,8) € B,on a

( G¥(z,y,2,7)
, moR R
< el R)amsrlsl + ) [] () (Fes)

3
R

7 _ o
R — 2z

Jj=1

FFY(z,y,2) < e1(R, R)er(n)$r(E-lz| + C.) H
Jj=1

\ fi(z,9,0) < e(R)er(n)dr(-lz] + C.y)

On raisonne ensuite comme dans la démonstration de la proposition 3.1.6.

3.3. Probleme de Cauchy généralisé dans les espaces de fonctions
de classe de Gevrey G*¢

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothése de continuité par
rapport a certaines variables et nous abandonnerons I’hypothése d’holomorphie
par rapport & y en la remplagant par une hypothése de Gevrey. Ce qui
généralise le probléme de Pucci et de Talenti concernant le probléeme de
Cauchy.

On considére dans un voisinage de l'origine de R? x R? le probléme
semi-linéaire suivant:

D%u(z,y) = fi(z,y,DBu(z,y)) 1<i<N (3.3.1)
u; = O(z*) 1<i<N o
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ou

1

z = (T1,---,Zp) € RP,y = (y1,...,44) € R, 0; = (a;,...,af) € NP,
. 1 of . 1 af
% =zi*..2p°, D¥ = Dgi..Dy},

53]

Dzj = %j’

D®u = {D)Djuy/(k,7,6) € B}, B =| J{k} x By,
k

By, est une partie finie de {(v,0) € ZP x N9/|vy| +d|d| < |ok|, v < ax}, ol
z;

d>1, v < asigifiey<aety#a, Dl = ,
0

P q
8 s
=) % DI=D}.Dy pouryeZ” |6|=) & Dj=D3..D%
=1 i=1
pour § € N9Y.

fi est une fonction des variablesz € RP,y € R%etdez = (zZ"s)(k,.,,‘;)e BE€
R™, ol m = cardB, que ’on suppose de classe de gevrey G%¢ dans un voisi-
nage de lorigine de RP x RIt™,

THEOREME 3.3.1. — Le probléme (3.3.1) admet une unique solution u =
(u1,...,un) ot chaque u; est de classe de Gevrey G*¢ dans un voisinage de
l'origine de R? x RY, pour tout 1 <i < N.

La preuve résulte de la proposition 3.3.4 et des considérations suivantes.

On remarque que si d = 1, ce théoréme est contenu dans le théoréme
3.2.1. En effet, étant donné que v < a, la condition sur le rayon spectral
A(€) < 1 est toujours satisfaite. Nous étudierons donc le probléme pour
d>1.

Nous supposerons comme dans les cas précédents ay = (0,...,0) € NP,
pour tout k € [1, N].

11 s’agit alors de prouver le théoréme pour le probleme suivant
ui(z,y) = fi(z,y, DPu(z,y)) 1<i<N
DBy = {D}D}ux/(k,7,8) € B}, B = U{k} x By, By est une partie finie
de I’ensemble {(~, ) € (~=N)P x Nq/l’ylk-l— dlo| <0, vy#0},oud>1.
A cet effet nous allons montrer que ’application
¥ (ui(2,9), - un(z,9) = (filz, y, DPu(z, y))icicn
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est une contraction stricte dans une boule fermée d’un espace de Banach.
Nous utiliserons les algébres de Banach définies dans le paragraphe 2.3.

Soient & € (R%)P, et ¢ € (R%)9. Notons G*4(Qg)N = (G*4(Qr))N et
posons
luly = sup |lui|l pour u = (us,..,un) € G*4(QR)N. Muni de cette

IS

norme, ’espace G*4(Qg)" est un espace de Banach.

On énonce maintenant un lemme analogue au lemme 3.1.4, dans I’espace
des fonctions de classe de Gevrey G%4.

LEMME 3.3.2. — Soient d > 1 et f une fonction : (z,y,z) — f(z,y,z)
de classe de Gevrey G%¢ dans un voisinage de l’origine de RP x RIt™ il
existe une fonction G : (z,y,z,2') — G(z,y,2,2') de classe de Gevrey GO
dans un voisinage de l'origine de RP x RIt?™  telle que pour (z,y,z,2')
assez petit dans RP x RIt2m;

f@,9,2) = f(z,9,2) + Y_G(x,9,2,2')(2 — 7})

=1

LEMME 3.3.3. — Soient{ € (R})?, (€ (R})%, R >0,R; >0,7>1,Q
un voisinage ouvert de R?, f une fonction (z,y,z) — f(z,y,2) de classe
de Gevrey G%¢ définie dans le polydisque

AI(Rh Rll) = {(m)y) Z) € RP x Rq+m/ §|1?| < Rliy € Q$ IZ]i < Rll}a

G une fonction : (z,y,2,2') — G(z,y, 2z, 2') de classe de Gevrey G%? définie
dans le polydisque

Az(R1, Ry) = {(z,y,2,%)
e R? x RIY™/ ¢|z| < Ry,y € Q,]2;| < Ry, |25| < Ry},

alors il existe ¢(n) € R% et Ry > 0 tels que pour tout R €]0, Ry], on a

G(z,y,2,7) < c)®R(t,y) [] 6% (2)0% (=)
j=1

F(@y,2) < e(m)®F*(t,y) [] 0% (25)-
Jj=1

Preuve. — Etant donnés > 1, f et g de classe de Gevrey G%¢ respec-
tivement dans A1 (R, R}), et Ag(Ry,R}), il existec >0, R>0,et R >0

- 522 -



Théoréme du point fixe et théoréme de Cauchy-Kowalewsky-Lednev

tels que pour tout
§ € N9 e,v € N™, tout (z,y,2) € A1(R1,R}), et tout (z,y,2,2') €
Ay(R1, RY), on ait

5|1511d 1d
b e C lél' €l
|Dy.sz(.'l‘, Y, Z)I < CW (332)
et
6| 51d 1dA1d
|D!D:DYG(z,y,272') < ¢ CIo et ! (3.3.3.)

(pR)I8I Rlel+ 1
En utilisant la série

; (PRt _ 5~ il
enR(C-y) kzo K(nR) az a'(nR)'al
car

() s

k! al

a€NY,|a|=k
les inégalités (3.3.2) et (3.3.3.) signifient que pour tout z tel que §.|z| < Ry,

f(z,v,2) < cOR(CY) H 0% (2;)
j=1

et
G(z,y,2,2") < cOIL(C.y) Hed, (2)0% (2)-
Jj=1

En choisissant R < Ry, le lemme 2.3.8 prouve que pour tout > 1, il existe
C(n) > 0 et Ry > 0 tels que pour tout R €]0, Ry, on ait

(2,9, 2) < cC(n)®%* (=1, 9) [| % (z3)
Jj=1
et

Gz, y, 2,2") < cC(n)®%%(|z), y) H ed/(Zj)ed/(Z;) c.q.fd.
j=1

PROPOSITION 3.3.4.— Soit d > 1. Il existe ag > 0 tel que pour tout
a > ap et tout R €]0, Ro] suffisamment petit, l’application

dj : U(:L‘,y) = ('U,I("IJ, y)) '"qu(wv y)) e (f'i(x7 Y, DBu(x’ y)))lSisN

soit une contraction stricte dans la boule fermée
B'(0,a) = {u € G%*Qr)N;||u|| < a} de Uespace de Banach G%*(Qr)".
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Preyve. — Soient a > 0, u € B’(0,a) C G(}éd(QR)N, 0< R < Ry, Qun
voisinage ouvert de RY.

D’apres le lemme 3.3.2, pour tout i € [1, N] et pour tout (k,7v,d) € B,
il existe une fonction Gf’”"s 2 (z,y,2,2") — Gf"”‘s(x, ¥,2,2') de classe de
Gevrey G%¢ dans un voisinage de I'origine de R? x R9+2™ telle que

fil@y,?) - filmy,2) = S GE(z,y,2,2) (0 - 2")  (3.3.4)
(k,v,6)€B

Etant donné que d > 1, pour tout (v,8) € Bk, 1 <k < N,ona |y|+|d| <O0.

Par suite d’apres la proposition 2.3.10, il existe une fonction O :]0, Ry] —
R telle que }lzimo O(R) = 0 et telle que pour tout (k,v,0) € B

2% = DYD%u < aO(R)BH(t, ). (3.3.5)
Ainsi pour £.|z| < R,
sup |D] Dux(z,y)| < aO(R)r(£-|2)),

et 'inégalité

J= RJJ+1 ]=0 j+1)2’

implique
sup | DY Dyux(z,y)| < aO(R)$1(1).
Par conséquent, les fonctions
fi(z,y, DPu(z,y)) et G} (z,y, DPu(z,y), DPu/(,y))

pour tout i € [1, N] et pour tout (k,7,d) € B sont bien définies dans Qg
pour tout u,u’ € B(0,a), s'il existe un ¢; > 0 tel que

aO(R) < (3.3.6)

D’aprés le lemme 3.3.3, il existe ¢(n) > 0 et Ry > O tels que pour tout
R €]0, Ry], et pour tout ¢ € [1, N],

filz,y,2) < cm)@(zl,v) [[ 0% (2) (33.7)

=1
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D’apres le corollaire 2.3.9 et sous une condition analogue & (3.3.6), on a
0% [a0(R)®%?] <« Ko%? (3.3.8)

En reportant cette inégalité dans (3.3.7), et en utilisant la proposition 2.3.4,
on en déduit qu’il existe un c; > 0 tel que pour tout ¢ € [1, V],

fi(z,y,2) < c20%(t,y)
ce qui signifie que pour tout i € |1, N],
I fi(z,9,2)|| < c2

Par suite,
”f(-’f,y’ z)“N < ¢

Pour que 9 (B’'(0,a)) C B'(0,a), il suffit que
aO(R)<c; et que c2<a (3.3.9)
D’autre part, si u,u’ € B’(0,a), on a
2"~ 5" = DIDj(u - up) < Jlux — u|OR)OR (t,y)  (3.3.10)

En utilisant les majorations (3.3.8), (3.3.10) et le corollaire 2.3.6, on obtient
pour tout i € [1, N]

fi@,y,2) - filz,y,2) < Y c(n)K2O(R)|luk — ]| %2, )
(k,v,8)

c’est-a-dire, qu’il existe ¢ > 0 tel que
fi(@,9,2) = fi(z,y,7') < O(R)|lu — w'||In @R, )
ce qui signifie que, pour tout i € [1, N],
| fi(z,y,2) - filz,y,2")|| < c3O(R)|Ju — o'|| &

Par suite,
If(z,y,2) — f(z,9,2")|Iv < c3O(R)|ju — v'|| v

Par conséquent, 1 est une contraction stricte si cO(R) < 1.
En résumé, il suffit que

aO(R) < a1, ¢ < a, c3O(R) < 1 (3.3.11)
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Reprenons le raisonnement de Wagschal [W]: en prenant ap = c2, a >
ap, puis R suffisamment petit pour satisfaire la premiére et la troisieme
inégalités de (3.3.11), la proposition est démontrée.c.q.f.d.

L’application 1) étant contractante, le théoréme du point fixe donne
I’existence d’une solution de 3.3.1. Reste a prouver ’unicité.

Considérons pour tout k € [1, N], u; et uj deux fonctions de classe de
Gevrey G%¢ dans un voisinage de l'origine de R? x RY telles que uj =
fk(x7 Y, DBU)a et u;c = fk(xa vaBul)'

Il existe un voisinage ouvert O C Q de 'origine de R? et d’a

res le
lemme 2.3.7, 2) il existe un nombre R; €]0, Ry tels que ug,u;, € G(I’z‘fr()OR1 ),

k € [1,N].
Pour tout R €]0, Ry] on a & fortiori ug, uj, € G%’d(OR).
Notons uy — ||uk||r, u} — ||ui||r la norme de uy et de uj dans I’espace
G%%(Og). On a
luelle < llukllry,  Nuille < llukliz:
et par suite
lullrny < llullry,v,  IWllrN < lW'llRy N

En choisissant a > max(ao, ||| r,,N, |4/ ||r,,n) Puis R €]0,min(Ro, R;)]
tels que ¥ soit une contraction stricte dans la boule fermée B’(0,a) C
G?z’d(OR)N , on prouve que u et u’ sont deux points fixes de la contraction
stricte, et donc que v = v’ sur Og. c.¢.f.d.

3.4. Probleme de Cauchy généralisé dans les espaces de fonctions
de classe de Gevrey G+

Dans ce paragraphe, nous conserverons une hypothése d’holomorphie
par rapport & certaines variable et une hypothése Gevrey par rapport aux
autres variables.

On considére dans un voisinage de 'origine de C? x RY le probleme
semi-linéaire suivant:

Dgiui(m)y) = fi(:lf,y,DB’U,(.’E, y)) 1<i<g N (3 4 1)
u; = O(x™) 1<i<N o

ou
z = (T1,...,%p) € CP,y = (y1, -, Yq) € R%, @ = (0f,...,af) € NP,
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1 P 1 P o Zj
e TR * 7 o5 o (s, Q. _ -1 _
2% =2 .ap", D = D .05y, Dy = 5—, D —/ ;
J 0

d un nombre > 1,
DPu = {D}Djuy/(k,7,8) € B}, B=|J{k}xBi, B
k

est une partie finie de
{(v,6) € ZP x N/|y| + d|6| < |ak|,  (7,6) # (o, 0)},
P

M=) % DI=D}..DE
=1

q
pour v € ZP, |§| = Zéi, Dg = Dgi...Dg‘; pour § € N9,
i=1

fi est une fonction des variablesz € C?,y € Rietdez = (z,;”‘s)(k,,,,g)e BE
R™, ol m = cardB, que l'on suppose de classe de Gevrey G“¢ dans un
voisinage de l'origine de CZ1™ x RY.

On pose pour tout (k,7,d) € B et pour tout i € [1, N],

_ 9£(0,0,0)

k7,6
A; 5,77
2k

et pour tout £ € (R%)?, on note

A(€) = (Aik(8))ikep,ny = ( Z |Af’7’0'§7_a‘)(i,k)é[l,N]z
IvI=lagl

(7»0)€Bk

la matrice spectrale associée au systéme (3.4.1), et A(¢) le rayon spectral de
la matrice A(¢).

THEOREME 3.4.1.— Sl existe un £ € (RL)P tel que \(€) < 1, le
probléme (3.4.1) admet une unique solution u = (uj,...,un) ot chaque
u; est de classe de Gevrey G“*¢ dans un voisinage de l’origine de CP x RY.

COROLLAIRE. — Considérons le systéme de Cauchy-Kowalewsky, en
prenant dans (3.4.1), a; = (m;,0,...,0), m; € N et pour conditions initiales
D! u;5,—0 = 0, pour 0 < h < m; — 1. Alors pour tout fi(z,y, DBu(z,y)),
1 < i < N de classe de Gevrey G“¢ dans un voisinage de l’origine de
nggm x R, il existe une unique solution u = (uy,...,uny) ot chaque u; est
de classe de Gevrey G*? dans un voisinage de l’origine de CP x RY.
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Preuve. — 1l suffit de montrer que la condition sur le rayon spectral est
bien vérifiée. On a By est une partie finie de 1’ensemble {(v,8) € Z? x
N9/lv| +d|6] < mg, (7,6) # (mk,0,...,0)}, et

A(&) = (Aik(E))ikep,np = ( Z IA;C’%O|§7_(mi’0""’0))(i,k)e[1,N]2
|v|=my

(7,0)€Bx

En prenant n = (1,0,...,0) € (R})? on a ny < n(m,0,...,0). En posant
€ = (eM?, ...,e"?) et en faisant tendre t vers I'infini, on obtient SAS~! — 0
ol S est la matrice diagonale (Si;)ic1,n) = (f(mi’o""’o))ie[L N]- D’aprés le
lemme 3.1.1, A(§) — 0. On peut donc trouver un ¢ assez grand de fagon a
avoir A(€) < 1. Ce qui prouve que la condition sur le rayon spectral est bien
vérifiée.c.q.f.d.

La preuve du théoréme 3.4.1 résulte de la proposition 3.4.5 et des con-
sidérations suivantes.

On remarque que si d = 1, ce théoréme est contenu dans le Théoréme
3.1.2. Nous nous limiterons au cas d > 1.

Nous supposerons comme dans les cas précédents, que pour tout k €
[1,N], ax = (0,...,0) € (N)?. De plus, pour tout (v,d) € B, il existe
J € [1, N] tel que y; < 0, ce qui implique que pour tout u, on a DBu(0,y) =
0, Vy e, ol N est un voisinage ouvert de I'origine de R?. On peut donc
en prenant u; — f;(0,y,0) comme nouvelle inconnue supposer f;(0,y,0) =0
pour tout y € Q et pour tout i[1, N].

11 s’agit alors de prouver le théoréme pour le probléeme
ui(z,9) = fi(z,y, DPu(z,y)) 1<i<N
B= U{k} x By et B; est une partie finie de {(7,d) € Z? x N9/|vy| +d|§| <
0, (1.0)# .0},

La matrice spectrale de ce systéme est alors

A(8) = (Aik(©))iken,npz = ( Z |Af’7’0‘€1)(i,k)e[l,N]2

lv|=0
(7,0)€B,

Nous noterons encore A(£) le rayon spectral de cette matrice.
Nous allons montrer que ’application
¥ i (ur(@,y), - un(z,9)) = (filz, y, DPu(z, y)hi<icn
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est une contraction stricte dans une boule fermée d’un espace de Banach.
Nous utiliserons les algebres définies dans le paragraphe 2.4.

Soient £ € (R1)P tel que A(§) < 1, ¢ € (R%)? (fixé arbitrairement), et
u € [A(€),1]. Il existe un vecteur T = (T3, ..., Tn') de composantes positives
tel que

> Aik(& )Tk < pT; (3.4.2)
k

Posons Gg*(Qr)N = (G4%(Qr))YN, et définissons sur G4%4(Qg)V la norme

N
lullr = Y llwl| T
=1

Alors (G“é’d(QR)N, Il llT) est un espace de Banach.

LEMME 3.4.2. — Soit f une fonction : (z,y,2z) — f(z,y,2) de classe
de Gevrey G“¢ dans un voisinage de l’origine de Crtm x R] vérifiant
£(0,y,0) = 0, il existe une fonction G : (z,y,2,2') — G(z,y,2,2') de classe
de Gevrey G¥¢ dans un voisinage de lorigine de Cg,z’;',1 x R} vérifiant
G(0,,0,0) = 0, et une fonction A : y — A(y) de classe de Gevrey d dans
un voisinage de l’origine de R] vérifiant A(0) = 0 telles que pour (z,y, 2, 2’)

assez petit dans CP*?™ x RY:
T,2,2 y

f(z,y,2) = f(z,9,2') + Z ?—Jlg—’z—J(?’—()l(zj —25) + ZA(ZI)(ZJ‘ )

j=1 j=1

+ E G(z,y,2,2')(2 — z})
J=1

Par suite, il existe une fonction F : (z,y, z) — F(z,y,2) de classe de Gevrey
G“¢ dans un voisinage de l'origine de Czt™ x R, vérifiant F(0,y,0) =0
telle que pour (z,y, z) assez petit dans Cgf;m x RY:

f(x,y,z) = f(xa Y, O) + Z lg;?"i)zj + ZA(y)zJ + ZF(:E7 y»z)zj'

=1 j=1 j=1
La fonction A définie précédemment vérifie le Lemme suivant :
LEMME 3.4.3 [W]. — Soient O un voisinage de l’origine de R9, A: O —
C une fonction de classe de Gevrey d > 1 telle que A(0) = 0. Alors, pour

tout € > 0, il existe un nombre R > 0 et un voisinage ouvert & C O de
Uorigine de RY tels que A € G (Qr) et || A < e
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LEMME 3.4.4. — Soient (£,() € (RL)P™9, R; >0,R| >0,n>1,d>
1,Q un voisinage ouvert de l'origine de R, f une fonction (z,y) — f(z,y)
de classe de Gevrey G*¢ dans le polydisque A(n,Ry) = {(z,y) € CP x
RY/ &ilzj| < nR1, y € Q} telle que f(0,y) =0 Vye 4,

F une fonction : (x,y,2) — F(x,y,2z) de classe de Gevrey G**¢ dans le
polydisque
Ai(n, Ri, Ry) = {(z,9,2) € C*™™ x R/ §jlzj| <nRi,y € Q2] < Ry}
telle que F(0,y,0) =0, Vy € Q et G une fonction (z,y, 2,2') — G(z,y, 2,2')
de classe de Gevrey G*¢ dans le polydisque
A2(77a Ry, Rll) = {(:c,y,z, Z,) € Ccotem Rq/gj‘le
< anay € Q7 Izjl < Rll’ lZ;l < R,I}

telle que G(0,y,0,0) =0, Vy € Q.

Pour 0 < R < Ry, et 0 < R' < Ry, on note O(R) et O(R,R') toute
fonction de R ou de R, R’ qui tend vers zéro quand (R, R') tend vers zéro,
alors il existe c(n) € R tel que pour tout R €]0, Ry] et R' €]0,R}] on a

w,d N ' R
’ / 9 S —
G(z,y,2,2') < O(R, R)e(n) @y (z,y)g S
m R/
w,d
Fa,v,2) < OB R)en@y (@) [] =

Jj=1

f(z,9) < O(R)e(m)®3*(,v)-
Preuve. — Soient R €]0, Ry] et R’ €]0, R}].

Etant donné que f(0,y) = G(0,y,0,0) = F(0,y,0) =0 Vy € Q, on
peut écrire

14
flz,y) =Y z;f(zv) (3.4.3)
i=1
P m
F(xa Y, Z) = Z ijI,j(x) Y, Z) + Z sz'Z,k(:L" Y, z) (344)
j=1 k=1

P m
G(:L‘, Y, 2, Z,) = Z ijI,j(xa Y, z, Z,) + Z szZ,k(xv Y,z, ZI)
j=1 k=1

m
+ Z Z;GB,k(rv Y,z ZI) (345)
k=1
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ol fj, F; j et G;; sont définies et de classe de Gevrey G*¢ dans A(n, R;),
Aq(n, Ry, R}) et Aa(n, Ry, R}) respectivement.

D’apreés les lemmes 2.4.4 et 2.4.5, pour tout R €]0, R;], R’ €]0, R}], pour
tout n > 1, il existe c;(n) > 0 tel que pour tout j € [1,p],k € [1,m)]

fi(@,9) < e1(n)®5%(z, v) ~
Rw&ux%n<qmwwwyll

I

-2z
m R
GL],sz,G:;k(l' Y, =z, Z)<< 01(77 (D (.’L‘ y H R Z/)
j=1 7
(3.4.6)
De plus pour tout j € [1,p], et pour tout k € [1,m] on a
w R/ R/
2 OBy, < OR)Z=—, 4 <OR)Fy
(3.4.7)
De plus,
’l’]R R’ Z i
=> (% wZ( 232 (2
nR’—z R’—z nR' = par s /i
. N |
11 existe, pour tout > 1, un ¢3(n) > 0 tel que 'ch?;ﬂ < e(n)
k=0
par suite,
nR’ R o, Zj \n
Yy Tt ) g(R')
On a alors, on a
nR' R’ R’
mR' - < 62(1']) s (3.4.8)

On en déduit en utilisant le fait que (<I>‘}‘%"l)2 < ®Y R’ , que pour tout 0 < R <
R, 0< R <R}

RI
R’ — z 7)

G@%zﬂ<0mﬁ%WﬁﬂxyH

d m=H

F(z,y,2) < O(R, R)em @z (z.9) [ 5r——
Jj=1

f(z,y) < O(R)c(n)®3 (z,y)  cq.fd.
(3.4.9)
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PROPOSITION 3.4.5.— Soit d > 1 il existe des nombres Ry > 0,a > 0
tels que pour tout R €]0, Ry, Uapplication ¢ : u — ¥(u) soit une contraction
stricte dans la boule fermée B'(0,a) = {u € G“}%’d(QR)N/HuHT < a} de
Vespace de Banach G5*(Qr)N.

Preuve. — Lorsque d > 1, (,0) € Bj et |y|+]d| = 0, on a nécessairement
|v]=0et é=0.

Soit u € B’(0,a). Pour tout (k,v,d) € B, d’apres la proposition 2.4.7, il
existe une fonction O :]0, Rg] — R™ telle que }lzimOO(R) = 0 et telle que

O(R)®%(z,y) si |y|+16] <0
D’yD5 < { ”uk” R ) ) 3.4.10
Dk € lea9i(e,y) s bl=0,6=0 OO
Sous les conditions
a<cR, aO(R) < R’ (3.4.11)
on a, d’apres la proposition 2.4.6,
R/
< c®9%(z, y) (3.4.12)

R — Dnguk

D’apreés le lemme 3.4.2, pour tout i € [1,N], et pour tout (k,v,0) € B
il existe une fonction G¥"° :  (z,y,2,2') — GF"(z,y,2,2') de classe
de Gevrey G*¢ dans un voisinage de l’origine de CT?:',’ x R, vérifiant

G’f’"”‘s(O, y,0,0) = 0 pour tout y € £, une fonction A¥7° : y — AFTR(y) de
classe de Gevrey d vérifiant A*7%(0) = 0 et une fonction FF'"° : (z,y,2) —
Fik""‘s(x, y,z) de classe de Gevrey G*»¢ dans un voisinage de lorigine de

Crt™ x RY vérifiant Ek”’&(O, y,0) = 0 pour tout y € (, telles que

fiz,y,2) = fulzy, 00+ > AP N AR (y))?

(k,v,8)€EB (k,v,8)EB
+ Y FFzy2)a? (3413)
(k,v,6)€B
et
fi@y,2) = flmy, )+ > AP - 500)
(k,v,6)€EB
k7.6 S s k,y,8 S v
+ Y AR -2+ Y Gy, ) - 7))
(k,,5)€B (k,,6)€B

(3.4.14)
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Pour tout i € [1, N], f; étant de classe de Gevrey G“¢ dans un voisinage
de Porigine de CP*™ x RY, étant donné un 5 > 1, il existe un R; > O tel
que f; soit définie sur A(n, R;).

De méme pour tout ¢ € [1, N] et pour tout (k,v,d) € B, Fk”” et Gk"7 d
étant de classe de Gevrey G¥¢ dans un voisinage de I’ orlglne de Ccrtm x Rq
Crt2m x RY respectivement, il existe R} > 0 tel que Fk"y’ et Gk”’ soient
définies sur A;(n, R}, R1) , Aa(n, Rl,Rl) respectivement.

D’apres le lemme 3.4.4, il existe ¢(n) > 0 tel que pour tout R €]0, Ry],
R’ €]0, R}], pour tout i € [1, N] et pour tout (k,v,8) € B, on a

GE™(z,y,2,2') < O(R, R)e(n)$5™(z,9) .H Al 7
F{™(2,y,2) < O(R, R)e(n)$3" (z,y) H _I z;
=1 J
fi(z,,0) < O(R)c(n)* (z,) (3.1.15)
3.1.1

Donnons-nous des nombres ¢;; > 0 pour 1 < i,k < N tels que la matrice

M = (Mi(&))1cikan = (A(©) + € D &")iciken ait un rayon spec-
|7]=0,6=0
tral \;(§) <p< 1.

On raisonne ensuite comme dans la démonstration de la proposition
3.1.6, pour trouver Ry > 0 et a > 0. c.q.f.d.

Reste & montrer 'unicité de la solution du théoréme 3.4.1.

Soient pour tout k € [1, N| uy et u), deux fonctions de classe de Gevrey
G“-? dans un voisinage de I'origine de CP x R vérifiant ux = fx(z,y, DBu)
et u}, = fi(z,y, DBu').

D’aprés le lemme 2.4.3. 2) il existe R; > 0 tel que uy et uj, soient dans
G“é’d(QR) pour R < R;.

Etant donné que fx(0,y,0) = 0 pour tout y, pour tout k € [1, N|, toute
solution u et u’ des équations précédentes vérifient pour tout k € [1, N],
uk(0,y) =0, u(0,y) = 0 pour tout y.

On a alors pour tout k € [1, N], up < O(R)¢“é’d(x, y) et
up < O(R)qﬁ",;’d(z, y), et par suite |lullr < O(R) et ||u'||r < O(R). Donc
pour R > 0 assez petit tel que u et u’ soient dans la boule B(0,a) de
(G“é’d(ﬂ r))Y, u et u’ sont deux points fixes de la contraction .
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Donc v = u’ dans Q. Ce qui prouve 'unicité de u dans (G‘;{,’d(QR))N
au voisinage de ’origine.

On raisonne alors comme dans la démonstration de la proposition 3.1.6
pour prouver 'unicité. cq.f.d.
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