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Description topologique
des représentations de Ug(slp) ™
HENRIK THys ()
RESUME. — Nous construisons une équivalence de catégories rubanées

entre une catégorie introduite par Turaev dont les morphismes sont en-
gendrés par des diagrammes planaires et une sous-catégorie pleine de la
catégorie des modules de dimension finie sur Uy (sl2).

ABSTRACT. — We prove there is an equivalence of ribbon categories
between a category introduced by Turaev whose morphisms are gener-
ated by planar diagrams and a full subcategory of the category of finite-
dimensional modules over Uq(sl2).

Introduction

Dans cet article nous résolvons un probléme soulevé par V. Turaev en
montrant que la catégorie des représentations de slz ou de son algebre en-
veloppante quantique peut se décrire & P'aide de diagrammes planaires.

Le lien entre la théorie des groupes quantiques et la théorie des nceuds est
maintenant bien établi. Rappelons que les groupes quantiques ont été intro-
duits autour de 1983-85 par Drinfeld et Jimbo. Ce sont des déformations
3 un parametre des algébres enveloppantes des algébres de Lie semisim-
ples. La théorie des représentations des groupes quantiques peut étre con-
sidérée comme une généralisation puissante et féconde de la théorie classique
des représentations des algébres de Lie semisimples. Les représentations des
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H. Thys

groupes quantiques forment ce que Turaev a appelé une catégorie rubanée,
c’est-a-dire une catégorie qui posséde un produit tensoriel, un tressage et
une dualité, ce qui permet d’étendre la notion de trace & ce cadre. Ce
sont ces caractéristiques qui expliquent qu’a partir d’une telle catégorie
on peut construire des invariants d’entrelacs qui généralisent le célebre in-
variant construit par Vaughan Jones en 1984. La construction d’invariants
topologiques & partir des groupes quantiques et, plus généralement, de
catégories rubanées est due & Reshetikhin et Turaev [20].

Si les groupes quantiques ont des applications spectaculaires en théorie
des nceuds et en topologie en dimension 2 et 3, le probleme de savoir si
on peut complétement décrire les représentations des groupes quantiques
et méme des groupes classiques en termes d’objets géométriques comme
les nceuds, les tresses ou leurs projections planaires reste largement ouvert.
Le propos de cet article est de s’attaquer au cas le plus simple, c’est-a-
dire a celui de P’algébre de Lie semisimple sls et de son avatar quantique.
Nous construisons ici une équivalence de catégories entre une catégorie de
représentations de ’algébre enveloppante quantique de sls et une catégorie
V(a) construite par Turaev [24], chap. XII, dans laquelle les morphismes
sont engendrés par les diagrammes planaires. Cette équivalence préserve les
structures rubanées qui existent aussi bien du co6té des représentations que
du c6té topologique. Nous démontrons une telle équivalence pour toutes les
valeurs “génériques” du parametre q qui entre dans la définition de P’algébre
enveloppante quantique de sl; ainsi que lorsque ¢ est une racine de I'unité
d’ordre pair > 6.

Lorsque ce parameétre est une racine de 'unité différente de 1, on sait
que la catégorie des représentations d’une algébre enveloppante quantique
n’est plus semisimple. Lusztig a conjecturé une correspondance entre les
représentations des groupes quantiques aux racines de 1'unité et les repré-
sentations modulaires du groupe algébrique correspondant. Malgré la com-
plexité de la catégorie des représentations pour ¢ racine de 'unité, nous
en obtenons néanmoins une description topologique & condition de nous
débarrasser de ce que Turaev appelle les modules négligeables. Ces derniers
sont des modules sur lesquelles la trace est identiquement nulle et apparais-
sent, par exemple, dans les travaux de Reshetikhin et Turaev [20].

La catégorie V(a) de Turaev est une élaboration des fameuses algebres
de Temperley-Lieb [22] utilisant les idempotents de Jones-Wenzl [7, 25]. Le
rapport entre les algébres de Temperley-Lieb et les invariants quantiques
n’est pas nouveau. Il apparait par exemple dans les travaux de [5, 8, 11,
14, 15, 16, 23]. T. Kerler [13] a montré que la catégorie des représentations
de Uy(sl2) est déterminée par son groupe de Grothendieck, & ce que Kazh-
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dan et Wenzl [12] appelent un “twisting” prés (cf. [12] pour une extension
du résultat de Kerler & une algébre de Lie semisimple générale). Comme
conséquence, la catégorie de représentations de Uy(sl2) que nous considérons
est équivalente & une version “tordue” de la catégorie de Turaev. Dans cet
article, nous obtenons un résultat plus fort qui se passe de “twisting” en con-
struisant explicitement une équivalence de catégories. L’énoncé principal du
texte est le théoreme 2.1.

Voici le plan de Particle. Au §1, aprés un bref rappel sur les catégories
rubanées, nous résumons la théorie des représentations de Ug,(slz) aussi
bien dans le cas générique que celui des racines de I'unité. Au §2, nous
introduisons les diagrammes planaires, la catégorie V(a) et nous énongons
le théoréme principal. Nous construisons un foncteur F de V(a) vers la
catégorie des représentations de Ug(slz) au §3. Le §4 est consacré a une
courte étude des morphismes de la catégorie V(a) et & des rappels sur la
formule de Clebsch-Gordan. La démonstration que F est une équivalence
de catégories est donnée au §5 pour le cas générique et au §6 pour le cas
d’une racine de I'unité.

1. Représentations de U,(sl2)

Nous rappelons les propriétés des représentations de Uy(slz) dont nous
aurons besoin par la suite. Il est commode de les formuler en utilisant le
langage des catégories rubanées. Le contenu des §8§1.1-1.3 est tiré de [9, 10,
24).

1.1. Catégories monoidales

Rappelons qu’une catégorie monoidale est une catégorie C munie d’un
foncteur ® : C x C — C et d’un objet I, appelé objet unité, tels que

URV)QW =UQ(VeW), (1.1)
(f®g)®h = fO®(9®h), (1.2)
Vel =1=I19V, (1.3)
f®id; = f =id; ®f, (1.4)

pour tous les objets U, V, W et tous les morphismes f, g, h de C.

Ce que nous venons de définir est usuellement appelé une catégorie
monoidale stricte. Les catégories de représentations que nous considérerons
ne sont évidemment pas strictes et il conviendrait de remplacer les égalités
(1.1)-(1.4) par des isomorphismes naturels appropriés. L’abus que nous com-
mettons en ne le faisant pas est justifié par le théoréme de cohérence de
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MacLane qui donne la méthode pour passer d’une catégorie monoidale ar-
bitraire & une catégorie monoidale stricte, cf. [18].

Les catégories monoidales que nous considérerons par la suite sont C-
linéaires, ou C désigne le corps des nombres complexes. Cela signifie que
Hom¢(V, W) est un C-espace vectoriel pour tout couple d’objets (V, W)
de C et que la composition et le produit tensoriel des morphismes sont
bilinéaires.

Par la suite, nous appellerons catégorie tensorielle toute catégorie mo-

noidale C-linéaire telle que I’espace vectoriel End¢(I) est de dimension 1.

Soient (C, ®,I) et (C’,®, ') des catégories tensorielles. Nous dirons qu’un
foncteur G : C — C' conserve les structures tensorielles si les conditions
suivantes sont réalisées :
1. Pour tout couple (z,y) d’objets de C, Papplication G : Home(z,y) —
Home: (G(x), G(y)) est C-linéaire.

2. G(z ® y) = G(z) ® G(y) pour tout couple (z,y) d’objets et de mor-
phismes de C;

3. G(I) = I’ et G réalise un isomorphisme de Endc(I) sur Ende/ (I');

1.2. Catégories rubanées

Soit C une catégorie tensorielle, d’objet unité I. Un tressage est une
famille d’isomorphismes naturels ¢ = (cy,w : VOW - W QV),ou V,W
décrivent ’ensemble des objets de C, telle que

cvevw = (cuv®idy)(idy ®cv,w) et cyvew = (idv ®cu,w)(cu,v®idw)

pour tous les objets U, V; W de C. Nous dirons que C est munie d’une du-
alité si A tout objet V on a associé un objet V*, appelé dual de V, et des
morphismes by : I — V@V*etdy :V*®V — I dans C tels que

(’idv ® dv)(bv ®idy) =idy et (dv ® idv-)(idvt ®by) = idy- . (1.5)

Enfin, une torsion dans C est une famille d’isomorphismes naturels 6 = (6v :
V — V), o1 V décrit I’ensemble des objets de C, telle que

bvew = cv,wew,v(fv ® Ow)
pour tous les objets V, W de C.

Une catégorie rubanée est une catégorie tensorielle C munie d’un tressage
¢, d’une dualité (x,b,d) et d’une torsion 0 telle que

(Ov ® idy+)by = (idv ®by=)bv
pour tout objet V de C.
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1.3. Morphismes négligeables

Soit (C,®,I,¢,*,0) une catégorie rubanée, V un objet de C et f un
endomorphisme de V. La trace quantigue de f est 'élément de Endc(I)
défini par

trq(f) = dVCV,V‘ (Gvf ® idv-)bv. (1.6)

La trace quantique jouit des propriétés suivantes :

1. Pour tous les morphismes f : V — W, g : W — V, nous avons

trq(fg) = trq(gf)-

2. Pour tous les endomorphismes f,g d’objets de C, nous avons

trq(f ® 9) = trq(f) trq(g)-

3. Pour tout endomorphisme k de I, nous avons trq(k) = k.

Un morphisme f : V — W dans C est dit négligeadle si tre(fg) = 0
pour tout g € Homg (W, V). Un objet V' de C est dit négligeable si son mor-
phisme identité est négligeable, i.e. trq(f) = 0 pour tout endomorphisme
f de V. 1l en résulte que, pour tout objet W de C, tout morphisme de
Hom¢(V, W) ou Home (W, V) est négligeable si V' est négligeable. La com-
position et le produit tensoriel d’'un morphisme négligeable avec n’importe
quel autre morphisme est un morphisme négligeable. Nous en déduisons que
le produit tensoriel d’un objet négligeable avec n’importe quel autre objet
est un objet négligeable, cf. [24], chap. XI.

Nous notons Negl.(V, W) le sous-espace vectoriel de Hom¢(V, W) des
morphismes négligeables et posons

home(V, W) = Home(V, W)/ Negle(V, W).

Nous pouvons alors définir une catégorie C ayant les mémes objets que C et
telle que Homz(V, W) = hom¢ (V, W) pour tout couple (V, W) d’objets de C.
Turaev ([24], chap. XI) appelle cette catégorie la catégorie purifiée de C. Par
construction, C est une catégorie rubanée qui n’admet pas de morphismes
négligeables non nuls.

1.4. Rappels sur Ugy(slz)

Pour plus de détails, voir [4, 3, 6, 9, 10, 20, 24]. Soit ¢ un nombre com-
plexe différent de +1. L’algébre enveloppante quantifiée U, (sl2) est 'algebre
engendrée sur C par K, K~!, X et Y et les relations

KK '=K 'K =1,
KXK'=¢*X, KYK!=q%,
K—-K-}

g—q !’
- 699 -
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L’algébre Uy(slz) est une algebre de Hopf dont la comultiplication A, la
coiinité € et ’antipode S sont déterminées par

AX)=19X+X®K, AY)=K1Y+Y®1l, AK)=KQ®K,
S(X)=-XK-1, S(Y) = ~KY, S(K)=K!
e(X) =0, eY) =0, e(K) =1.

Nous supposerons que ¢ est un nombre complexe générique (c’est-a-dire
non racine de l'unité) ou bien une racine primitive 2r®me de P'unité, ou r
est un entier, » > 3. On définit J = J(q) comme ’ensemble des entiers
> 0 si g est générique et comme P’ensemble fini {0,...,r — 2} si g est une
racine primitive 2r*™ de I'unité. Pour tout entier n € J il existe un Uy(sla)-
module simple V,, de dimension n + 1, isomorphe & son dual. Lorsque g est
générique, tout U,(slz)-module simple est isomorphe & un module V;,, au
produit tensoriel par un module de dimension 1 prés, cf. [17, 21]. Lorsque ¢
est une racine primitive 2r®™¢ de ’unité, tout module simple de dimension
n < r est isomorphe & V,,, au produit tensoriel par un module de dimension
1 prés. En outre, il n'y a pas de module simple de dimension n > r (cf. par
exemple (4, 9]).

Notons R(q) la sous-catégorie pleine des Uy(slz)-modules de dimension
finie dont les objets sont les produits tensoriels des modules simples V.
Notre but est de décrire topologiquement la catégorie rubanée R(g) as-
sociée a R(q) par la procédure de purification décrite au §1.3. On notera
que, si g est générique, alors R(q) = R(g). En effet, lorsque g est générique,
la catégorie des Ug(slz)-modules de dimension finie est semisimple. Par
conséquent, d’aprés [24], chap. XI, il n’y a pas de morphisme négligeable
non nul entre Uy(slz)-modules de dimension finie. Nous appelerons sous-
catégorie paire de R(q) (resp. R(q)) la sous-catégorie pleine de R(q) (resp.
R(q)) dont les objets sont les produits tensoriels V,, ® --- ® V,,, tels que
ny+---+np =0mod2.

2. Enoncé du théoréme principal

Le but de ce paragraphe est de définir la catégorie V(a) de Turaev et
d’énoncer le théoréme qui la relie aux catégories R(q) et R(g) introduites
précédemment.

2.1. Diagrammes

Soient k et £ deux entiers positifs. Un diagramme de type (k, £) consiste en
un nombre fini d’arcs et de cercles immergés dans la bande R x [0,1]. On
suppose que I'immersion n’admet que des points doubles ordinaires et que
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les extrémités des arcs sont k points distincts fixés sur la droite R x 0 (les
“entrées”) et £ points distincts fixés sur la droite R x 1 (les “sorties”). A
chaque croisement on distingue un brin passant dessus et un brin passant
dessous. De plus, les diagrammes sont considérés & isotopie de R x [0;1]
fixant les bords prés et conservant les croisements et les passages supérieurs
et inférieurs.

Fixons un nombre complexe a non nul. On définit alors Ey ¢ comme
’espace vectoriel sur C engendré par les classes d’isotopie des diagrammes
de type (k, £) modulo les relations suivantes :

DU Q=-(a%+a"?)D, (2.1)
A=a)(+a X (2.2)

Dans la premiére relation, DU Q) est la classe d’isotopie de I'union disjointe
du diagramme D et d’un cercle. La deuxiéme relation lie trois diagrammes
qui sont égaux sauf dans un disque du plan ol ils sont comme indiqué. Cette
relation s’appelle la relation de Kauffman. Il est connu (cf. [11]) que I’espace
Ej¢ a pour base I'ensemble des classes d’isotopie des diagrammes simples,
¢’est-a-dire ceux qui ne contiennent ni croisements, ni cercles.

2.2. La catégorie de Temperley-Lieb

Nous sommes maintenant en mesure de définir la catégorie de Temperley-
Lieb S(a). Ses objets sont les entiers naturels. Un morphisme k — £ est un
élément de Ej o. Lorsque D; et D, sont des diagrammes de type respectif
(¢,m) et (k,£), la composition D; o D, est le diagramme de type (k, m)
obtenu en posant D; au-dessus de D; et en collant chaque sortie de D, a
Pentrée correspondante de D;. Cette opération s’étend par linéarité & tous
les morphismes. Le morphisme identité de ’objet k est la classe d’isotopie
du diagramme simple & k brins verticaux.

On munit S(a) d’une structure de catégorie monoidale de la maniere
suivante. Le produit tensoriel de deux objets k, £ est leur somme : k® £ =
k+£. L’objet unité est 0. Le produit tensoriel de deux diagrammes D, ® D2
est donné par la juxtaposition de ces deux diagrammes, D; étant placé
4 gauche de D,. Cette opération est étendue & tous les morphismes par
linéarité. La catégorie S(a) est tensorielle car Eg o est isomorphe & C. Elle
est munie d’une structure rubanée pour laquelle tout objet est autodual :
k* = k, et les morphismes de structures cn m, On, bn et dy, sont définis par
les diagrammes de la figure 1.
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2.3. Les idempotents de Jones-Wenzl

11 est bien connu (cf. [24], XIL.3 et XII.4, [25]) que, pour k > 1, lalgébre
de Temperley-Lieb Ej = Ej \ est engendrée par les k — 1 éléments ey, ...,
ex—1 ol e; est le diagramme simple défini par la figure 2. Pour chaque k
strictement inférieur & ’ordre de a?, I’algébre Ej contient un idempotent
central particulier, appelé 'idempotent de Jones-Wenzl : il est défini comme
Punique élément fi € FEi tel que fi — 15 soit un polynéme non commutatif
sans terme constant en ej,...,ex—1 et tel que fre; = e;fi = 0 pour tout
i=1,...,k—1.

-/

N

— i i1
i—1

[—
k—i—1

Figure 2.

2.4. La catégorie de Turaev

Nous supposons que le nombre complexe a est générique ou qu’il est
une racine 4r°™® de l'unité ot r > 3. L’ensemble J = J(a) est défini
comme ensemble des entiers > 1 si a est générique et comme I’ensemble
fini {1,2,...,7 — 2} si a est une racine 4r°™° de I'unité.

Dans [24], chap. XII, Turaev a construit une catégorie V(a) dont les
objets sont les suites finies s = (ny,...,n,) d’éléments de J, y compris la
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suite vide @. Pour une telle suite, on pose |s| =n; + -+ ny, et
fs=fn1 ®”‘®fnm €E|3|. (2'3)

On convient que fg = 1 € Ey. Les morphismes de V(a) sont des morphismes
particuliers de S(a). Soient s et s’ des objets de V(a). Pour tout morphisme
g € Ej4),)s'|, oD pose

9= fs9fs € Eq),1s|- (2.4)

On obtient ainsi un endomorphisme idempotent g ~— § : Eis),|s/| = Ejs|,|s'|-
Nous définissons alors Homy(g) (s, ) comme I'image de cet endomorphisme :

Homy(a)(5,8) = Ejst ) = @, 9 € Ejol o1 }- (2.5)
La composition des morphismes dans V(a) est induite par celle dans S(a).

La catégorie V(a) est une catégorie rubanée au sens du §1.2. Le produit
tensoriel de deux objets s,s’ est la concaténation ss’ des suites. L’objet
unité est la suite vide. Le produit tensoriel des morphismes est induit par
celui des morphismes de S(a). Si s et s’ sont des objets de V(a), le tressage
Cs,s' 1 S® 8 — s’ @ s est donné par

Cs,s" = E|s|,|s’| =(fsr ® fs)c|s|,|s'|(fs ® fsr)- (2.6)

Le dual s* d’un objet s = (ny,...,ny,) est 8* = (ny,...,n1). Les mor-
phismes b, : C — s®s*, d; : s* ® s — C et la torsion §, : s — s sont définis
par

bs = Blsl = (fs ® fs‘)b|s|’ (2'7)
ds = c’i\ls| = d|s|(f.s‘ ® fs)’ (28)
05 = Blo) = fubj - (2.9)

Nous noterons V(a) la catégorie rubanée obtenue & partir de V(a) en
annulant les morphismes négligeables comme au §1.3. Turaev introduit éga-
lement la sous-catégorie paire de V(a) (resp. V(a)) qui est la sous-catégorie
pleine de V(a) (resp. V(a)) dont les objets sont les suites s telles que |s| soit
paire. Nous énoncons maintenant le résultat principal de I’article. C’est une
réponse au probléme 24 soulevé par Turaev dans [24], p. 572.

THEOREME 2.1. — Soit a un nombre compleze et ¢ = a%. Alors

1. si a et g sont génériques, il eriste un équivalence de catégories

F :V(a) - R(g);
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2. si a est une racine primitive 4ré™e de l'unité avec r > 3 et q une
racine primitive 2ré™¢ de l'unité, il existe une équivalence de catégories

F :V(a) = R(q).

Les foncteurs F et F réalisant les équivalences conservent les structures
rubanées, et l'image de la sous-catégorie paire de V(a) (resp. V(a)) est la
sous-catégorie paire de R(q) (resp. R(q)).

La premiere partie du théoréme sera démontrée au §5, la seconde au §6.

3. Construction d’un foncteur V(a) — R(q)

Nous fixons pour toute la suite deux nombres complexes a et g tels que
g = a2. Nous supposons en outre que a est soit générique, soit une racine
primitive 47*™¢ de I'unité avec r > 3. En reprenant les notations des §1.4
et §2.4, nous avons J = J U {0}. Nous noterons U;-Mod la catégorie des
Uy (sl2)-modules de dimension finie.

Nous commengons par rappeler quelques propriétés du module fonda-
mental V; de dimension 2, que nous noterons V.

3.1. Le module fondamental de Uy,(sl;)
Le module fondamental admet une base (vg, v1) telle que

K'UQ = qVo, X'U() =0, Y'Uo =N,
Kuv, = q'lvl, Xvi=v9, Yv; =0.

Soit (v°,v!) la base duale de (vp,v:1). Nous faisons le choix d’une racine
carrée q1/2 de g. Le tressage cy,v € Endg(q)(V ® V) est donné dans la base
(vo,v1) par ‘

evv(vo®uo) = ¢/2vo ®vo, cvv(vo®ui) = g Y2 v ® vp, (3.1)

cvv(v1 ® vy) = q1/2 v ® vy, (3.2)
evv(vi ®vp) =q Y2 @v1 +q"23(g— g7 1) v1 ® vo.

Les morphismes by : C = V@ V* et dy : V*® V — C sont donnés par
bv(D) =1 @ +v1 ®v! et dyv(v' ®v;) = 6. (3.3)
Enfin la torsion 6y : V — V est donnée par
by =¢*? idy . (3.4)
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Au §3.2, nous construisons un foncteur F : S(a) — U,-Mod conservant
les structures rubanées. La catégorie S(a) étant auto-duale, alors que la
catégorie U;-Mod ne l'est pas (mais tout module est isomorphe & son dual),
nous devons faire le choix d’un isomorphisme entre le module fondamental
V et son dual. On définit le morphisme de U,(slz)-modules «: V — V* par

a(v) =v' et av) =—q O (3.5)

Il est aisé de voir que a est un isomorphisme. Posons également
=dy(a®idy) : V®V - Cet b= (ddv®a )by : C > VQ®V, qui
vérifient

b(1) =v1 ®up — quo ®v1, d(vo ®vo) = d(v1 ®v1) =0,

dvo®vy) =1, d(v, ® v) = —g~1. (3.6)

Des calculs élémentaires montrent alors que
db=—(g+q7"), (3.7)
cvv = g% idye: +g7 /2 bd. (3.8)

3.2. Un foncteur F : S(a) — U;-Mod

Nous voulons définir un foncteur F : V(a) — R(g), conservant les struc-
tures tensorielles et les structures rubanées. Pour cela, nous rappelons la
construction bien connue d’un foncteur F : S(a) — Ug-Mod (prop. 3.1),
conservant les structures tensorielles, ainsi que les structures rubanées.

PROPOSITION 3.1.— Il existe un unique foncteur F : S(a) — Ugz-Mod
conservant les structures tensorielles tel que

F)=V, F(J)=b et F(M)=d.
En outre, pour tout couple (n,m) d’objets de S(a), on a
F(n,m) = CF(n),F(m)s

F(bp) = (idrm) @@ )2 brm) et Fldn) = dr(n) (@®" @idz@))
‘F(on) = 0.7-'(71)-

Démonstration. — La construction d’un foncteur sur S(a) conservant les
structures tensorielles est bien connue. Nous la rappelons brievement. On
définit F sur les objets par F(n) = V®". D’apres le §2.1, pour définir F sur
les morphismes, il suffit de connaitre sa valeur sur les diagrammes simples.

- 705 -



H. Thys

La valeur de F(\_J) et F(()) étant donnée, (nécessairement F(l) = idy
car F est un foncteur), 'image par F de tout diagramme simple est définie
par compositions et produits tensoriels. Par construction, F conserve les
structures tensorielles. Il reste a vérifier (2.1), ce qui est immédiat par (3.7)
lorsque q = a?.

Vérifions alors les quatre égalités annoncées. Celles concernant F(by,) et
F(d,) sont immédiates. Montrons que F(cn,m) = C#(n),F(m), relation qu’il
suffit de vérifier pour n = m = 1 grace aux propriétés des tressages. Puisque
dans S(a) le morphisme ¢;,; est donné par (2.2), il suffit de vérifier que dans
R(q), on a cy,y = a idye:2 +a~1 bd, ce qui résulte de (3.8) lorsque g = a’.
La derniére relation se montre de la méme maniére. O

3.3. Le foncteur F : V(a) — R(q)

A partir du foncteur F : S(a) — U,;-Mod nous définissons un foncteur
F : V(a) — U,-Mod comme suit :

1. F(s) = F(f,)V®! pour tout objet s de V(a);

2. F(§) = F(g) pour tout morphisme g de V(a).

Il est clair que F conserve les structures tensorielles.

PROPOSITION 3.2. — Le foncteur F est & valeurs dans R(q). Comme
foncteur V(a) — R(q), il est essentiellement surjectif.

Démonstration.— Si n € J, alors on a F (n) = V. En effet, soit p, €
Endg(q)(V®") l'idempotent déterminé par

(w) = w si w est de plus haut poids n,
Pni®W) =190 siw est de plus haut poids p < n.

Nous avons alors I'isomorphisme p,(V®?) = V,. Or, d’aprés {19}, on a
F(frn) = pn. Par conséquent, F (n) = pn(V®™) = V,. Ceci prouve que F est
essentiellement surjectif. En effet, si M = Vo, ® -+ ® Vy,, est un objet de
R(g), alors, comme F conserve les structures tensorlelles, I'image de la suite
s=(N1,...,Mm) =N1® - @Ny, €5t F(n)®: - -@F (m) = Vy, ®--®Vy,,
M. O

Nous déduisons de cette proposition le dernier point du théoréme 2.1,
i.e. que 'image de la sous-catégorie paire de V(a) est la sous-catégorie paire
de R(q). En effet, 'objet (n) de V(a) a pour image l'objet V,, de R(q).
Pour montrer que F induit un foncteur F : V(a) — R(q) sur les catégories
purifiées, nous avons besoin du lemme suivant.

- 706 —



Description topologique des représentations de Ug(sl2)
LEMME 3.3.— Pour tout couple d’objets (s, s’) de V(a), on a

Fles) = () Fary

F(bs) = (idz,,, @@ )2 bz, et F(d) = dz,, (o® @idz,) ),
F(8s) = 05,

Pour tout morphisme g de V(a), nous avons

trq(F(g)) = F(trq(g))-

Démonstration. — Nous laissons le soin au lecteur de vérifier les quatre
premitres relations qui découlent de la proposition 3.1. Nous vérifions la
cinquiéme. Soit s un objet de V(a), g € Endgs(g)(|s|) et g I’élément corres-
pondant de Endy,)(s). Par définition de la trace quantique, on a

trq(g) = dscs,s(93§® ids)bs.

Par conséquent,

F(trq(g) = F(ds )f(cs o)(F(6:)F(9) ® F(ids ))-F(b )
= dz, (@ ®idz ez ) =) (05, F@) ®idx,)
(5, ),

= dgy (@ ®idz ez, f(s>(‘dr<s) ®(a )%l
( .7-'(g) ® 1d}.(s))b}.(s)
=dx,(® ® idz,) (e )8 ®idx )
@ Jf(s)Jr (9) ®‘df(s))b?-<s>
= t1q(F(9))-
L’avant derniére égalité provient de la naturalité du tressage. O

COROLLAIRE 3.4.— Le foncteur F induit un foncteur fidéle F : V(a) —
R(g)-

Démonstration. — L’existence du foncteur induit est une conséquence
immédiate de la derniére égalité du lemme précédent.

Démontrons la fidélité de F :_V(a) — R(g)- Soit h : s — s’ un mor-
phisme de V(a) dont I'image dans V(a) est notée h. Si F(h) = 0 dans R(q),
alors F(h) est négligeable dans R(q). En particulier, pour tout morphisme
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g: s’ — s de V(a), on a trq(ﬁ(h)f(g)) = 0. Le lemme 3.3 implique que
F(trq(hg)) = 0. Comme I’application

F: Endv(a)(ﬂ) — End’R(q)(VO)

applique le diagramme vide sur I'identité de Vj, c’est un isomorphisme. On
en déduit que trq(hg) = 0 ce qui prouve que h est négligeable dans V(a),
donc que h = 0. O

4. Préliminaires techniques

Au §4.1 nous exhibons une base simple pour chaque espace de mor-
phismes dans la catégorie V(a) du §2.4. Au §4.2, nous donnons quelques
rappels sur la formule de Clebsch-Gordan pour Uy (slz).

4.1. Les morphismes de V(a)

Etant donné deux objets s = (ny,...,n,) et 8’ = (n,...,nl,,) de V(a),
on dit qu’un diagramme simple D est du bon type (s,s’) §’il est du type
(Is],|s']) et si

D = fyDf, #0.

LEMME 4.1.— Les éléments D, ot D est du bon type (s,8"), forment
une base de Homyg)(s, s').

Démonstration. — Ce lemme découle des égalités fre; = e;f, = 0 pour
tout ¢ = 1,...,n — 1. En effet, pour tout k > 1, il existe un diagramme P;
tel que fr = 1x + Pi et fixPx = Pifr = 0. Nous en déduisons que

fo=li+Y Q5 fo=li+) Qj,
J ¥’

ol les Q; (resp. les Q’ ) sont des diagrammes vérifiant f,Q; = Q;fs =0
(resp. fs Qs = Qj fsr = 0). Par conséquent,

D=fuDfs=D+y_MDi

olt A; € C et ou tous les D; sont des diagrammes simples du type (sl 1)
tels que fs’D fo =0, donc tous distincts de D si D #£0. O

Remarque.— Un diagramme est donc du bon type si on ne peut pas
factoriser 1M+ +1x-1) @ ¢, @ 1(k+1++nm) en entrée ou 1M+ T _1) @
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;@1 41t 70 op sortie. La figure 3 donne un exemple d’un diagramme
du bon type (s,s’), ou s = (3,3,3,4) et s’ = (2,2).

\/ n—j m—j
J
Lo (N /\
Figure 3. Figure 4.

Pour terminer ce paragraphe, nous définissons des diagrammes du bon
type particuliers. Soit j un entier vérifiant 0 < j < inf(n,m). On définit
Dpom,j € Entmn+m—2j comme la classe d’isotopie du diagramme simple de
la figure 4 ol, par convention, un entier p coloriant un arc signifie p arcs
paralléles.

4.2. Clebsch-Gordan

Le produit tensoriel des deux modules V,, et V;;, (n,m € J ) vérifie la
formule de Clebsch-Gordan

n+m
Va®Vn2 @ Vi (4.1)
ket mod 2
sin+tmelJ. Sintm¢gJ (ce qui n’arrive que si g est une racine primitive
2re™e de I'unité et n + m > r — 2), alors

2r-4—n—m
VadVmx P VioZ (4.2)

k=|n—m|
k=n+m mod 2

ou Z est un module négligeable. Une telle décomposition étant unique &
isomorphisme pres, nous parlerons des parties semisimple et négligeable de
Vo ® V. (cf [1, 2, 3, 20]).

En itérant 4.1, on obtient, pour tout entier n € J, une décomposition de
la forme

ver 2V, o Pvi.. (4.3)

k;<n

Nous rappelons également la forme générale des vecteurs de plus haut
poids d’un produit tensoriel W ® W’ de deux modules. Soient w € W un
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vecteur de plus haut poids n, w' € W’ un vecteur de plus haut poids m et
p un entier > 0. Posons

v(w,w’,p) (4.4)
— zp:(_l)z [m —-p+ Z]q'[n — ’L]q' q—i(m—2p+i+1) (Y'w) ® (Yp—iw/)
i=0 [i]q![p — dlq![m — Plg![n]y! ’

ot [k]! = [k][k — 1]---[1] si k est un entier > 1 et [0]! = 1 par convention.

Nous avons alors les résultats qui suivent (cf. [9], p.157).

1. Lorsque g est générique, un vecteur de W ® W' est de plus haut
poids k si et seulement s’il est égal & un vecteur v(w,w’,p), avec
O<p<inf(n,m)etn+m—2p=~k.

2. Lorsque g est une racine primitive 2réme de |'unité, supposons, en
outre, que W et W' se décomposent en sommes directes d’une partie
semisimple et négligeable, i.e.

WxPeZ W=PaeZ,

ot Z et Z' sont des modules négligeables et P et P’ sont sommes
directes de modules V,,, n € J. Dans ce cas, un vecteur de la partie
semisimple de W @ W' est de plus haut poids & si et seulement s’il est
égal a un vecteur v(w,w’,p), avec 0 < p < inf(n,m),n+m—-2p=k
et k <inf(n+m,2r —4 —n —m).

5. Pleine fidélité : cas générique
Nous fixons un nombre complexe a générique et posons ¢ = a2. Pour
démontrer le premier point du théoréme 2.1, il suffit, au vu de la proposition

3.2, d’établir la pleine fidélité du foncteur F : V(a) — R(q) défini au 3.3. 11
s’agit de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 5.1. — Pour tout couple (s,t) d’objets de V(a), l’application
F: Homy(q)(s,t) — HomR(q)(Jt'(s),]T'(t))

est un isomorphisme.

Nous démontrerons ce théoréme par récurrence sur la longueur de t. Les
propositions 5.4 et 5.9 concernent le cas ol t est de longueur 1 et le §5.3
traite le cas général.
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Remarquons que le théoréme est vrai lorsque s et ¢ sont de longueur 0
ou 1. En effet, les considérations du §4.1 impliquent que, dans ce cas,

Cid, sis=t,
HomV(a) (S,t) = {0 ¢ sinon.

D’aprés le lemme de Schur, il en est de méme de Homp(q) (F(s), F(t)).

Dans toute la suite de I’article, nous conviendrons que la suite (0) repré-
sente la suite vide de V(a), ce qui permet de la traiter comme un objet de
longueur 1.

5.1. Cas de F: Homy(g)((n, m), (k)) — Homn(q)(f((n, m)), F(k))

On fixe deux entiers n et m > 0 et un entier k > 0. Si j > 0 est un entier,
on note id; le morphisme identité de V®J. Le but du §5.1 est de démontrer
le théoréme 5.1 pour s = (n,m) et t = (k).

LEMME 5.2.— Si 0 < k < |n—m|, ou bien n + m < k, ou bien
k #n+mmod2, alors

Homy(g)((n,m), (k) =0 et Homgg)(F(n, m), F(k)) = 0.
Sinon, N
Homyg)((n, m), (k)) = CDnm,j,

(ot j est l'unique entier vérifiant 0 < j < inf(n,m) etn+m—2j =k) et

dime (Homn(q) (F(n, m),f(k))) =1

Démonstration. — Le calcul de la dimension de Homg (g) (F(n,m), F(k))
provient de la formule 4.1 et du lemme de Schur. La détermination de
Homy(q)((n,m), (k) est immédiate dés que I'on a remarqué que s’il existe
un diagramme du bon type ((n,m), (k)), alors c’est le diagramme Dy, v, ;,
ou j vérifie les conditions de 1’énoncé. O

Nous avons maintenant besoin de la formule 4.4 et des notations qui y
sont rattachées. Pour tout entier j tel que 0 < j < inf(n, m), définissons

v, = v(o§", 9™, j) € F(n,m) (5.1)

et .
—mtjo1 MM =G+ 1]q'

[nlq 52

bn,m,j =
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D’apreés les rappels subordonnés a 4.4, les vecteurs vsf ?,n sont des vecteurs
de plus haut poids n + m — 2j, et pour tout vecteur v de plus haut poids
¢ de F(n,m), il existe un (unique) j avec 0 < < inf(n, m), tel que v soit
proportionnel & vy m.

LEMME 5.3.— Pourn >1, m > 1 et 0 < j < inf(n,m), V’application
g =idp-1@d®@idp-1: F(n,m) — Fln—1,m-— 1) vérifie

; -1
9(”1(11,271) = bn,m,j v1(1]—1,2n—1

ol ; (-1) -
, par convention, v,_y ,_1 = 0.
Démonstration. — Rappelons que l’apphcatlon d: V@V — C est définie

par (3.6). On remarque que g(vn m) € F(n—1,m — 1) et est de plus haut
poids n +m —2j = (n — 1) + (m — 1) — 2(j — 1). On peut alors utiliser
la remarque précédant 1’énoncé: on a g(vi 2,1) = 'y'v,f_llzn 1, Ol 7y est un
certain nombre complexe. Pour calculer v, il suffit par exemple de comparer
les coefficients devant vV @ Y1y &m=1) dans g et vV

n—1m-—1-
Comme

]! s grs—i i3
A(Y?) —gq"‘ MRy !E]"_ KT ey

(cf. par exemple [9]), nous avons
g (Y'ogm @ Yiug™)
- 61'0[j]in'U(;@(n_l)®Yj—1’U?(m—1)—6j0[i]qqi_j_n—lyi—l’v(;@(n_l)®yj’l)6®(m_1),

ou 8y est le symbole de Kronecker. Posons alors

ilg!l7 — ilg![m — 5lq!nlq!
Nous avons donc
S(6h) = (o~ G0 480 @Y™ o,
oll v est une combinaison linéaire de Yi'u(? -1 gy —1—%69('"'1)
Or

avec i # 0.
i la — G0
_ [m—jlgln)g!lile |, Im—ji+1ln—1g! _ioi o n—j+1
[lg'lm — dlg!nlg! [ — Ug!lm — dlg![nle!

[n]q + [m .7 + 1] q—m-n+_1 ! =b n-—-1,m-1
i — 1!l mmd =10
ce qui achéve la démonstration du lemme. O

- 712 -



Description topologique des représentations de Uq(sl2)

PROPOSITION 5.4.— L’application
-% : HomV(a)((”v m)’ (k)) — Hom’R(q) (f((n’ m)’ (k)))

est un isomorphisme.

Démonstration.— Au vu du lemme 5.2, il nous reste & traiter le cas
[In—m|<k<n+m et k=n+mmod2,

i.e. le cas ou il existe un entier j tel que 0 < j < inf(n,m) et n+m—2j = k.
D’aprés ce méme lemme, les deux espaces sont de dimension 1; donc il suffit
de montrer que F(Dp m, ;) # 0. Comme

F(Dnm,j) = (idn-; ®d @ idm—j) - - - (idp—1 ®d ® idsn 1)
et F(Dn,m,0) = idn+m, on obtient, en appliquant le lemme 5.3,
F(Dam)0F) = bagms b jtmms 11V g
Or, pour ﬁn,m,j = fk Dnym,j(fn ® fm), on a
F(Dnm,3) = FeF (Dnym3)(fn ® fm),
(Fn ® fm) (v7) = VT,

fk(v(?k) = 'U(;@ky

(0) — ,®k
n—jm—j = Y0
car vﬁ,’?n € F(n,m) et v ¢ F(k). Comme tous les by m ; sont non nuls,

F(Dpmj)®h) #£0. O

5.2. Cas de F : Homyq)(s, (k) — Homgg)(F(s), F(k))

Nous allons maintenant établir la pleine fidélité dans le cas ol s est
une suite de longueur quelconque. Fixons un entier m > 3 et des entiers
strictement positifs n,...,n.,. Nous notons s la suite (ny,...,n,) et s’ la
suite tronquée (n1,...,Nnm—1). Nous fixons également un entier positif k.
Nous appellerons espace de plus haut poids j d’'un module W le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs de W de plus haut poids j.

Soit {b1,...,bn} 'ensemble des entiers tel que pour tout j = 1,..., N,
la dimension p; de I’espace de plus haut poids b; de F{(s') soit strictement
positive et tel qu’il existe un entier ¢; vérifiant 0 < £; < inf(b;,nn) et
b; + nm — 2¢; = k. (Les notations ne signifient pas que cet ensemble est non
vide). Les deux lemmes suivants justifient la donnée de cet ensemble.

- 713 -



H. Thys

LEMME 5.5.— Supposons qu’il eriste un vecteur de plus haut poids k
dans F(s). Alors Uensemble {by,...,bn} est non vide.

Démonstration. — Soit v un vecteur de plus haut poids k dans F(s).
Nous avons

F(s) 2 F(s') ® F(nm).
D’apres la formule 4.4, il existe un vecteur w de plus haut poids b et un
entier £ tel que v = v(w,v(?""',é), avec 0 < £ < inf(b,nm) et b+n, —20 = k.
O

Pour tout j = 1,..., N, soit w{, e ,w{,j une base de l’espace de plus
haut poids b; de F(s).

LEMME 5.6. — Supposons qu il existe un vecteur de plus haut poids k
dans F(s). Alors la famille () = v(w), 5", 4;), j=1,...,N et p =

1,...,pj, forme une base de Uespace de plus haut poids k de .7-' (s)

Démonstration.— Remarquons tout d’abord que ces vecteurs sont bien
dans F(s) = F(s') ® F(nm) puisque w) € F(s') et v¥™ € F(nm). Avec les
notations rattachées a la formule (4.4), posons W = F(s') et W' = F(nm).
Puisque 0 < j < inf(bj,nm) et k = b;j + nm — 2¢;, les vecteurs v{, sont des
vecteurs de plus haut poids k de F (s). Ils sont linéairement indépendants
car les vecteurs (Y'w)) (oui=1,...,¢;, p=1,...,p; et j=1...,N)le
sont par construction.

Soit alors v € F (s) un vecteur de plus haut poids k. Puisque W' =
tous ses vecteurs de plus haut poids sont proportionnels a v‘g’”"' et de p01ds
Nm, €t donc, d’aprés la formule (4.4), il existe w € W de plus haut poids b
tel que v = v(w,vd"™™, L) et tel que 0 < £ < inf(b,np) et k = b+ npm + L.
Donc b = b; etﬂ-f, pour un certain j; donc w = p'l)\ w' Ap € C,
etv = Zp_l Ap vp, ce qui prouve que les vecteurs v’ forment une base de

I’espace de plus haut poids k de F(s). O

Pour tout j = 1,..., N, on note {Dj,p}p=1,...,p; l’ensemble des dia-
grammes du bon type (s, (b;)). On pose
Djyp = Db] ,‘nm,lj (Djyp ® 1nm)’ (5'3)

j=1,...N,p= 1,...,p3, olt Dy, n,,,1; est défini par la figure 4.

sTm

PROPOSITION 5.7.— Soit k > 0. Alors l'ensemble des diagrammes
Djp, j=1,...N, p=1,...,p; forme une base de Homy(g) (s, (k))-
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Démonstration. — Nous allons montrer que les diagrammes Dj,, sont
distincts et du bon type (s, (k)) et que tout diagramme du bon type (s, (k))
est égal & un diagramme D; ;. On conclura par le lemme 4.1.

Soit D un diagramme du bon type (s, (k)). Nous allons le transformer
de la maniére suivante : on remonte tous les brins s’attachant au bloc n,,
des entrées (et uniquement ceux-ci), puis on divise D en deux diagrammes
D = D; o Dy, qui sont uniquement déterminés par D. La figure 5 donne

I’idée de la construction.
//\ :l D,

}Dz
LD LD

| S— ;l L._.__I | E— L 5oL 1L 1L )
ni n2 . Nm n1 n2 Tom

Figure 5.

Celle-ci implique tout d’abord que D; = D’ ® 1,,,. Le diagramme D’
est du bon type (s/, (b)) ou b > 0 est un entier non encore déterminé. En
effet, les entrées de D’ sont celles de D. En ce qui concerne les sorties, il
faut montrer qu’il n’y a pas d’arc les reliant. Or les brins s’attachant aux
sorties de D’ proviennent soit d’un brin reliant une entrée et une sortie de
D, soit d’un arc reliant une entrée de D a une entrée du bloc n,,, arc que
l’on a remonté par la construction précédente. Dans les deux cas, ces brins
ne peuvent relier deux sorties de D’. De la méme maniére, on montre que
D; est du bon type ((b,nym), (k)). D’aprés le lemme 5.2, on sait alors que
Dy = Dp,n,, ¢ 0l £ est un entier vérifiant b+n,,—2¢ = k et 0 < £ < inf(b, n,y).
Par définition des bj, il existe j tel que b = b; et £ = £;.

Il reste & prouver que Dj, et D; , sont distincts dés que j # j’ ou
p # p'. Notons ¢ (resp. ') le nombre de brins du bloc d’entrées n,, de D;,
(resp. Dj ) reliant des sorties. Alors t = ny, — j et t' = ny, — §'; done si
j # 3, alors D, # Dji . Sij = j', alors p # p’ et donc Djp, # Djy, ce
qui prouve la proposition. O

Nous allons maintenant démontrer deux propositions qui prouvent le
théoréme 5.1 dans le cas ol t_est de longueur 1. Rappelons pour cela que
tout morphisme de Homrp 4 (.7-' (s), F(k)) est umquement déterminé par ses
valeurs sur les vecteurs de plus haut poids de F(s), et qu’il envoie tout
vecteur de plus haut poids k' # k sur 0. En particulier, la dimension de
Homgq) (F(s), F(k)) est égale & la dimension de I’espace de plus haut poids
k de F(s).

- 715 -



H. Thys

PROPOSITION 5.8. — Pour tout entier k > 0, on a

dim (Homyg)(s, (k))) = dim (Hom—R(q) (ﬁ(s),ﬁ(k))) .

Démonstration.— D’aprés la remarque précédente et le lemme 4.1, il
suffit de démontrer que le nombre de diagramme du bon type (s, (k)) est
égal & la dimension de l'espace de plus haut poids k de F (s). Nous allons
démontrer ceci par récurrence sur la longueur m de s. Le cas m = 2 est
Pobjet du lemme 5.2. Supposons alors que pour tout m < m, tout entier
k > 0 et tout objet 3 de longueur m, le nombre de diagramme ¢ du bon type
(3, (K)) est égal & la dimension de I'espace de plus haut poids k de F(3).

Montrons d’abord que I’existence d’un diagramme D du bon type (s, (k))
implique D’existence d’un vecteur de plus haut poids k dans F (s). Nous
savons d’aprés la proposition 5.7 que D = D; ,, pour un unique couple (j, p),
et donc il existe un diagramme D; ; du bon type (s', (b; )) Puisque s’ est de
longueur m — 1, nous savons qu'il existe un vecteur w € F (s' ) de plus haut
poids b; par hypothése de récurrence. Alors le vecteur v(w, vy S £;) est de
plus haut poids b; + ny, — 2¢; = k d’aprés (4.4).

Réciproquement, si F (s) admet un vecteur v de plus haut poids k, il
existe, d’aprés la formule (4.4), un vecteur w € F(s') de plus haut poids
b et un entier £ tel que b+ 1y, — 2¢ = k, tels que v = v(w,vd™™,£). Par
hypothese de récurrence, il existe un diagramme D’ du bon type (s, (b))
Puisque le diagramme Dp,, ¢ est bien défini (car b + np, — 2¢ = k), le
diagramme Dy, (D’ ® 1,,,,) également et est du bon type (s, (k)).

Nous venons de montrer qu’il n’y a pas de diagramme du bon type
(s, (k)) si et seulement si la dimension de P'espace de plus haut poids k&
de F (s) est nulle. Supposons maintenant cette dimension > 0. Reprenons
les notations que nous avons utilisées pour définir les diagrammes ’D“,
D’aprés la proposition 5.7 le nombre de diagrammes du bon type (s, (k))
est pj +- - - +p. D’aprés le lemme 5.6, la dimension de I'espace de plus haut
poids k de F (s) est p1 + - -+ + pq. Or, par hypothése de récurrence, nous
avons pg = pj, 1 < j < ¢ puisque p; est la dimension de P’espace de plus
haut poids b; de F (s"), ce qui prouve le lemme. 0O

Le théoréme 5.1 est donc démontré lorsque ¢ est de longueur 1 et si F(s)
ne contient pas de vecteur de plus haut poids k. Nous supposerons donc
jusqu’a la fin du §5 que F (s) contient un vecteur de plus haut poids k.
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PROPOSITION 5.9.— L’application
F : Homy(a)(s, (K)) — Homp(q) (F(s), F(k))

est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons g la dimension commune de Homy,) (s, (k))
et Homg g (F (s),f' (k)). D’apreés la remarque précédant la proposition 5.8,

il suffit de prouver qu’il existe une base v,,...,v4 de ’espace de plus haut
poids k de F(s) telle que, si Dy, ..., Dy sont les diagrammes du bon type
(s, (k)), il existe des nombres complexes o, ..., ag, tous non nuls tels que
F(D1)(v1) = o v, (5.4)
F(Dp)(vy) =0 sil<p' <p<«y, (5.5)
F(Dp)(vp) = o 'UO o sip<g, (5.6)

ou v(?k € V®k, Nous démontrons ceci par récurrence sur la longueur m de
s. Le cas m = 2 est 'objet du §5.1 ol nous avons montré que ¢ =1, p; =1,
g=1et que

f(Dn,m,j)(USZZn) = brm,j - b jr1,m—jtr1,108-

Supposons m > 3. Pour tout j = 1,... N, nous choisissons une base w{,,

1 < p < pj, de l’espace de plus haut poids b; de F (s") telle que, pour tout
i =1,...,N, il existe, par hypothése de récurrence, des nombres complexes
o, p tous non nuls (1 < p < pj) tels que

F(Di)w)) = aja U?bj, (5.7)

F(Djp)w)) =0 sil<p <p<pj, (5.8)
i b; .

F(Djip)(wl) = a;pv8”, sip<p;. (5.9)

Fixons alors un j et soient p et p’ des entiers tel que 1 < p,p’ <p;. On a

FDjp) (W) = f(Db,.,nm,ej)f(D ip ® 1n, ) (1)

= F(Db; nmrt;) Zc‘” T (YIF(D) ) (wl) ® (Y5 ™)
=0

ou la deuxiéme égalité provient de la formule (4.4) et de la définition du
vecteur v, (cf. lemme 5.6). Si p’ < p, la formule (5.8) implique que
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}'(Dj,p)(v;,) =0. Sip=yp/, on a, d’apres (4.4) et (5.9),

I(Dj,p)(v;') F(Dbj nm,ts) | ¥ip zch i Yiv(;@bj) ® (Yej—ivt?nm)

i=0

Qj,p ]:(Db, ,nm,lg) ('U(v 1”89nmvzj)> s

qui est donc un vecteur de plus haut poids k de F (s). Or, d’apres le §5.1 et
le lemme 5.2, il existe v; # O tel que

F(Dsyimmty) (005, 08", £5)) = 1508,

On en déduit que

— 0 sip' <p

f D ’Ujl = { . ’

( Jyp)( P ) Qj pYi Ué@k si pl =p.
De plus, on peut toujours supposer by > --- > by. Par conséquent
F(Djp)(w),) = 0, pour tous j' < j, 1 < p < pj et 1 <p < pj. Enef
fet, rappelons tout d’abord que 'wf;: eF (NYA<jJ <N, 1<p pj:) et

que Dj, € Ejg1p, (1 <§ <N, 1<p<p;). Donc J-'('Dj,p)(w;,) a bien un
sens. Ensuite, remarquons que w';: est de plus haut poids b;s > b;. Donc
F (Dj,p)(wf,i) € V®b lest également. Mais rappelons (cf. (4.3)) que tous
les vecteurs de plus hal,lt poids de V®% ont un poids inférieur & b;, ce qui
prouve que F(D;p)(w},) =0
En renumérotant alors les vecteurs {v{;},,=1,...,,}$ et les diagrammes
i=1,...,

{D“,}p- g selon Pordre

1,1 1,2 2 i N N
vl,vz,...,'upl,vl,...,vm,...,...,vf,,v;,H,...,vl,...,'va,

(et lordre correspondant pour les diagrammes), nous obtenons deux familles
satisfaisant aux conditions de I’énoncé. O

5.3. Démonstration du théoréme 5.1

D’apres [9], XIV.2.2, pour tout triplet d’objets (U, V, W) d’une catégorie
rubanée, ’application | : Hom(U ® V, W) — Hom(U, W ® V*) donnée par

= (f ® idy)(idy ®by),
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et I’application b : Hom(U, W ® V*) — Hom(U ® V, W*) donnée par

¢ = (idw ®by)(g ® idy'),

sont des bijections inverses I'une de I'autre. Dans le cas des catégories V(a)
et R(q), ce sont en outre des isomorphismes d’espaces vectoriels. Soit alors s
et t deux objets quelconques de V(a). On suppose que t est de longueur > 1.
Soit k > 0 l'entier et 5 la suite tels que ¢t = §® (k). Nous allons démontrer le
théoreme 5.1 par récurrence sur la longueur de la suite ¢. Le cas ol t est de
longueur 1 (ou 0) a été démontré au §5.2. D’apreés I’hypothése de récurrence,
Papplication

F : Homy(a)(s ® (k), §) — Homp(g) (F(s @ k), F(3))

est un isomorphisme. Par conséquent, 1’application qui & De Homy,)(s,1)
associe

(F(®)' € Homzq) (F(s), 7@ @ F(k)
est un isomorphisme. Or
F(D)) = (g5 0F (@) (FD) @idz,)
= (id;(;) ®(dz ) (0 ® id_;(k)))) ((f(ﬁ) ®idz,, ) ,

ot la deuxiéme égalité provient du lemme 3.3. En utilisant la représentation
graphique des morphismes dans une catégorie rubanée (donnée, par exem-
ple, dans [9], chap. XIV, ou [24], chap. I), nous obtenons

F(k)

Or, si g € Homg(q) (f(s ® k),.7-'(§)), alors

¢ € Homp(q) ((s), F(3) ® F(k)")
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et
V(s)
g ~
o= F(k)
F(s)
On en déduit que
F(8) F(k)
F(k) or
(Fd?) = = oy = (idzg ®a®)F(D).
) 2
¢ F(s)
Or

(idz5; ®(a™1)®*) : Hompyq) (F(s), F(3) ® F(k)*) — Homp(q) (F(s), (1))
est un isomorphisme, donc I’application

Homv(a) (S, t) — HomR(q) (?(S), j';(t))

- ~ o~ ~ 4
qui envoie D sur F(D) = (id;(;) ®(a~1)®k) (.F((D)b)) est un isomor-
phisme. O

6. Pleine fidélité : cas d’une racine de 'unité

Nous fixons un nombre complexe a qui une racine primitive 4r°™¢ de
'unité avec r > 3. Posons q = a2. Rappelons que I’ensemble J = J(a) défini
au §2.4 est 'ensemble {1,...,r —2}. Nous allons démontrer que le foncteur
F : V(a) — R(q) est pleinement fidele. D’apres le corollaire 3.4, il ne nous
reste qu’a démontrer la surjectivité de ’application

F : Homy; ) (5, 8") — Hom—ﬁ(q)(?(s),f(s’)) (6.1)

pour toute paire (s,s’) d’objets de V(a), ce qui achévera la démonstration
du théoreme 2.1.

- 720 -



Description topologique des représentations de Uy(sl2)

Remarquons qu’il suffit de vérifier que, pour tout objeg s de V(a) et tout
entier k > 0, le foncteur F : Homg; (s, (k)) — Homz q)(]-' (s), F(k)) réalise
un isomorphisme d’espaces vectoriels. En effet, la démonstration donnée au
§5.3 s’étend mot pour mot au cas d’une racine de 1'unité. Or nous savons que
si P, Z et W sont des U, (sl2)-modules de dimension finie avec Z négligeable,
alors

homn(q) (P &b Z W) homR(q) (P W)

(les notations sont celles de §1.3). Il suffit donc de considérer les cas ou
la partie semisimple de F (s) contient un vecteur de plus haut p01ds k,
puisque dans le cas contraire, Homz, )(.7-' (s),F(k)) = 0, ce qui entraine
Homg;, y(s, (k)) = 0 d’aprés le corollaire 3.4.

Nous sommes donc réduits & montrer la surjectivité de ’application

F : Homy(a)(s, (k) — Homg,, (F(s), F(k)) (6.2)

pour toute suite s et pour tout plus haut poids k de F (s). Nous allons
procéder par récurrence sur la longueur m de s. Si m = 1, on procéde
comme dans le cas générique. Au §6.1, nous considérons le cas m = 2.

6.1. Cas m=2

Fixons deux entiers n;,n; € J et k un entier > 0 tel que la partie
semisimple de F(n;,ny) contienne un vecteur de plus haut poids k. D’aprés
4.1 et 4.2, ceci équivaut a

k <inf(ny + ng,2r—4—mn; —~ny) et k=mny +ng — 27,
pour un certain entier j tel que 0 < j < inf(ny, n2).

PROPOSITION 6.1. — L’application

F : Homy(q)((m1,n2), (K)) — Homzg \ (F(n1,n2), F(k))
est surjective.

Démonstration. — Au vu du §5.1, il suffit d’établir que le scalaire
b, —ina—ij—i # 0 pour tout ¢ = 0,...,5 — 1. Remarquons tout d’abord
qu'’il suffit de le prouver pour ¢ = 0. En effet, le triplet (n; —i,n3 ~ 4,5 — 1)
vérifie les conditions imposées & (n;,n2,j) pour tout ¢ =0,...,5 — 1. Rap-

pelons que
—ngtj—1[Mtne —j+ 1]q

[n1]q

bnl M2,J =4q

- 721 -



H. Thys

Nous devons montrer que [n; + ng — j + 1]; # 0. Comme [n];, = 0 si et
seulement si n = Omodr, il suffit de montrer que 0 < n; +ny —j+1 < r.
Or, j < inf(ny,n2), donc ny +nz — 5+ 1 > 0. De plus,

ny+ng —2j < inf(n1 +no,2r —4—ny — nz),

donc j > ny 4+ ng —r + 2 et par conséquent ny +ng —j+1<r— 1. 0O
6.2, Casm >3

On part d’un objet s de longueur m > 3. Soit 8’ = (ny,...,Nm-1)
I'objet de V(a) défini par s = s’ ® (nm). Soit k un entier > 0 tel que la
partie semisimple de F(s) contienne un vecteur de plus haut poids k. Par
récurrence, nous admettons que P’application 6.2 est surjective pour tout
objet de longueur < m.

Par analogie avec le cas générique, soit {b;,...,by} 'ensemble des en-
tiers tel que pour tout j = 1,..., N, la dimension p; de ’espace de plus haut
poids b; de la partie semisimple de F (s') soit strictement positive et tel qu’il
existe un entier £; vérifiant 0 < £; < inf(b;, nm) et bj+nm —2¢; = k. Comme
au §5.2, les deux lemmes suivant justifient la donnée de cet ensemble.

LEMME 6.2. — Avec les notations précédente, l’ensemble {by,...,bn}
est non vide.

Démonstration. — Décomposons F (s') en ses parties semisimples et
négligeables : F(s') & P’ & Z’. Alors

F(s) 2 F() @ F(nm) X (P @ V,,) ®(Z' @ Vi, ).

Puisque P’ & EB?=1 Vi, avec 0 < k; < v — 2 pour tout ¢ = 1,...,d, nous
avons

d
P’ ® Vnm = @(ch‘ ® Vnm)'
i=1
Or, d’aprés (4.2),
inf(kij+nm,2r—4—k;—nm)

Vi, ® Vs, D vez (6.3)

t=|nm—k;|
t=k;+nm mod 2

ol Z est un module négligeable. De plus, nous savons qu’il existe un vecteur
de plus haut poids k£ dans la partie semisimple de F(s). Nous en déduisons
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que pour un certain k;, il existe un indice ¢ dans (6.3) tel que t = k, et donc,
d’aprés (4.4), des entiers i et £ tels que k;+n,, —2¢ = k et 0 < £ < inf(k;, ny,),

ce qui prouve que l'ensemble {b;,...,bn} est non vide. O
Pour tout j = 1,..., N, soit 'w{, .- ,wg;j une base de ’espace de plus

haut poids b; de la partie semisimple de F (s"). En procédant comme pour
le lemme 5.6, on établit le lemme suivant.

LEMME 6.3.— La famille de vecteurs v} = v(wj,vg™,4;) 1 < j <
N, 1 < p < pj, forme une base de l’espace de plus haut poids k de la
partie semisimple de F(s).

Nous poursuivons comme dans le cas générique. Toutefois, remarquons
que la proposition 5.8 n’est pas valable dans le cas d’une racine de 'unité.

PROPOSITION 6.4. — L’application
F : Homy(a) (s, (k)) — Homz,\ (F(s), F(k))

est surjective.

Démonstration. — Etablissons cette proposition par analogie avec la
proposition 5.9, i.e. montrons qu’il existe une base v,...,v, de P’espace
de plus haut poids k de la partie semisimple de F (s), des diagrammes
Ds,..., Dy du bon type (s, (k)) et des nombres complexes ay, ..., oy, tous
non nuls tels que 'on ait

f(Dl)(’Ul) = 1 ’Uggk,
F(Dp)(vp) =0 sil<p <p<yg,
F(Dp)(vp) = ayp ’U6®k sipgyg,

ot ¢’ = dim (Hom,,—z( 2 ('f(s),?(k))). Puisque la dimension de I’espace de

plus haut poids k de la partie semisimple de F (s) dans le cas d’une racine
de 'unité est inférieure a la dimension de I’espace de plus haut poids
de F(s) dans le cas générique, on a g’ < g = dim (Homy(q)(s, (k))). La
démonstration de la proposition 5.9 s’adapte donc au cas présent dés que
Pon remplace les espaces de plus haut poids par les espaces de plus haut
poids des parties semisimples et le lemme 5.6 par le lemme 6.3. Nous conser-
vons la définition des diagrammes D; ,, et la proposition 5.7. O

A partir de la proposition 6.4 nous procédons comme dans la démons-
tration du théoréme 5.1 & la fin du §5.2 qui s’applique encore ici pour ce
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qui est de la surjectivité. En conclusion, ’application 6.2 est surjective pour
tout m > 3.

Remerciements. — Je remercie Christian Kassel qui m’a soumis le probleme.
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